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Omndformeln  der  analytischen  Geometrie  des  Baumes 
in  homogenen  Coordinaten. 

(Im  Anscblusfl  an  den  Aufsatz:  9,Die  Gmndformeln  der  ebenen  nnaly tischen 

Geometrie  in  homogenen  Coordinaten'*  im  XV.  Jahrg.  Heft  6  dieser 

Zeitschrift.) 

Von 

Dr.  Richard  Heger, 

Oberlehrer  am  städtischen  Gymnasium  za  Dresden« 


§  1.    Homogene  Coordinaten  des  Punktes  nnd  der  Ebene. 

1.  Unter  den  homogenen  CoordinAten  eines  Fnnktes  ver- 
steht man  die  'Abstände  oTjt  (Ar=l,  2,  3,  4)  von  den  vier  Flä- 
chen eines  Tetraeders,  des  Axentetraeders. 

Man  rechnet  die  Coordinaten  positiv,  wenn  sie  ins  Innere  des  Tetrae- 
ders gerichtet  sind,  im  Oegenfalle  negativ. 

Bezeichnet  man  mit  ^jt  den  Inhalt  der  Tetraederfläche,  zu  welcher  orje 
normal  ist,  nnd  mit  J  das  dreifache  Volumen  des  Tetraeders,  so  erfüllen 
die  Coordinaten  eines  Punktes  die  Gleichung 

2gf,Xk^i  gt  ar,  -f  g^x^  +  g^x^  +  g^x^  =  ^. 

2.  Durch  je  vier  mit*  Vorzeichen  behaftete  Strecken  j?*,  welche  der 
Gleichung  2gkXk  =  ^  genügen  (wobei  Ar,  wie  immer  zukünftig,  wenn  nicht 
das  Gegentheil  bemerkt  wird,  1,  2,  3  oder  4  bedeute),  ist  ein  Punkt  eindeu- 
tig bestimmt,  der  Xk  zu  Coordinaten  hat. 

3.  Transformation  aus  einem  orthogonalen  in  ein  homogenes  System. 
Die  Gleichung  der  Ebene  gjg  im  orthogonalen  System  sei 

Der  Ursprung  hat  den  Abstand  von  g^' 

1    , 

^*^  ya\  +  bh  +  c\ 
Diede  Wurzel  werde  immer  positiv  gerechnet.  ^  t 
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Orundformeln  der  analjtisclien  Geometrie  etc. 

Durch  den  Punkt  P  mit  den  Coordinaten  a;',  y\  z  lege  man  eine  Pa- 
rallelebene zu  gic\  dieselbe  bat  die  Gleichung 

^      af,x+bky  +CkZ 

Demnach  hat  der  Ursprung  von  dieser  Ebene  den  Abstand 

akX+bky+CfcZ 


Cit  = 


V»'j^  +  f>'k  +  c'M 


Dieser  Ausdruck  ist  positiv  für  alle  Punkte  P',  welche  auf  der  gk  zu- 
gewandten Seite  der  durch  den  Ursprung  zu  g^  gelegten  Parallelebene 
liegen,  negativ  für  die  Punkte,  welche  durch  die  Parallelebene  von  g^  ge- 
trennt werden.  Demnach  ist  e/c  —  e^  der  Abstand  von  P  nach  gjcj  und  zwar 
mit  dem  positiven  Vorzeichen  für  alle  Punkte,  welche  mit  dem  Ursprung 
auf  derselben  Seite  von  gk  liegen. 

Bedeutet  Sk  die  positive  oder  negative  Einheit,  je  nachdem  die  gleich- 
bezifferte Coordinate  des  Ursprungs  positiv  oder  negativ  ist,  so  werden 
demnach  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  incl.  Vorzeichen  aus 
den  orthogonalen  abgeleitet  durch  die  vier  Gleichungen 

l—iokX  +  b^  +  CkZ^ 
Xfg  =  £/f  

ya^  +  bh  +  c\ 
Löst  man  diese  vier  Gleichungen  nach  x  ^  y^  z  auf,   so  lassen  sich  die 
Lösungen  als  homogene  lineare  Functionen  der  x^  darstellen. 

Hiernach  erfolgt  die  Transformation  aus  orthogonalen  Systemen  in  ho- 
mogene durch  nicht- homogene  lineare,  die  aus  homogenen  in  orthogonale 
oder  aus  homogenen  in  homogene  durch  homogene  lineare  Substitutionen. 

4.  Bezeichnet  Ak  die  g^  gegenüberliegende  Tetraederecke,  h^  die  Höhe 
auf  grjt,  Co  den  Mittelpunkt,  q  den  Radius  der  vom  Tetraeder  umschlossenen 
eingeschriebenen  Kugel,  Cu  den  Mittelpunkt,  g/g  den  Radius  der  eingeschrie- 
benen Kugel,  welche  gk  von  Aussen  berührt,  S  den  Schwerpunkt  des  Te- 
traeders, so  sind  die  homogenen.  Coordinaten 
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Von  Dr.  R.  Hrger. 

5.  Unter  cJen  homogenen  Coordinaten  einer  Ebene  ver- 
steht man  die  Quotienten  Uf^  ans  den  Abständen  der  Ebene 
von  den  vier  Ecken  J^  eines  Tetraeders  nnd  dem  Abstände 
von  einem  willkürlich  gewählten  Fixpunkte  C. 

Man  rechnet  u^  positiv,  wenn  A/e  ^nd  C  auf  derselben  Seite  der  Ebene 
gelegen  sind ,  im  Gegenfalle  negativ. 

6.  Bezeichnen  t/,  v,  n;  die  orthogonalen  Plancoordinaten  der  variabeln 
Ebene,  ok,  ßki  yu  die  orthogonalen  Coordinaten  der  Tetraederecke  A^y  so 
sind  unter  Benutzung  der  Entwickelungen  von  5)  die  homogenen  Plancoor- 
dinaten ans  den  orthogonalen  abgeleitet  durch  die  vier  Formeln 

Mjt  =  1  —  cikU  —  ßkV  —  ykiv. 
Löst  man  dieses  System  nach  «,  v,  w,  so  erhält  man  homogene  lineare 
Functionen  der  t/jt;  bildet  man  das  System 

0  =  (1  —  i/jfc)  —  cf/b «  —  ßkV  —  yitw, 
so  muss  die  Determinante  desselben  verschwinden. 

Bezeichnet  r^  die  Coordinaten  von  C,  so  liefert  diese  Determinante  die 
Gleichung 

Ilgk  Tk  Wfc  =  g\  rt  M,  +  gtr^u^  +  g^r^u^  +  0^4  ^4*^4  =  '^• 

7.  Je  vier  reelle  Zahlen  Wjt,  welche  der  Gleichung 

^gurk^k^^ 
genügen,  bestimmen  eine  Ebene  eindeutig,  deren  Coordina 
ten  sie  sind. 

Denn  alle  Ebenen,  welche  dieselbe  Coordinate  uj.  besitzen,  umhüllen 
den  Punkt,  der  die  Strecke  AkC\m  Verhältniss  ( — Uk)  theilt,  wenn  man  in- 
neren Theilpunkten  ein  positives,  äusseren  ein  negatives  Th  eil  verhältniss 
zuschreibt. 

Die  eindeutig  bestimmte  Ebene,  welche  A^  C^  A^  C^  A^C  in  den  Verhält- 
nissen (—  M,),  (—  «,),  (—  Mj)  theilt,  hat  w, ,  Wj,  Wg  zu  auf  ^| ,  ^,,  A^  bezoge- 
nen Coordinaten;  da  nun  die  gegebenen  Uk  die  Gleichung  Zgk^k'^k^=  ^  er- 
füllen, so  kann  u^  von  der  auf  A^  bezogenen  Coordinate  nicht  verschieden 
sein ,  q.  e.  d. 

8.  Die  in  6)  aufgestellten  Transformationsformeln  lehren :  Die  Trans- 
formation aus  einem  homogenen  System  von  Plancoordinaten  zu  einem  or- 
thogonalen erfolgt  durch  nicht  homogene  lineare  Substitutionen;  die  reci- 
proke  Transformation,  sowie  die  Transformation  aus  einem  homogenen  in 
ein  anderes  erfolgt  durch  homogene  lineare  Substitutionen. 

9.  Die  Coordinaten  der  Tetraederflächen  sind 
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Grundformeln  der  analytisclien  Geometrie  etc. 
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§  2.    Die  Gleiohnng  der  Ebene  nnd  des  Punktes. 

1.  Gleichung  der  Ebene.  Transformirt  man  nach  §  1  aus  dem 
orthogonalen  in  ein  homogenes  System ,  so  geht  die  Gleichung  der  Ebene 
über  in  eine  nicht  homogene,  lineare  Gleichung  zwischen  den  homogenen 
Coordinaten  des  variabeln  Punktes,  Multiplicirt  man  das  Absolutglied  der- 
selben mit 

Ol  -^1  +  gt^  +  Qt^t  +  ^4 ^4  /_  ,^ 

so  geht  die  Gleichung  in  die  Form  über: 

a^Xx  +  öf^i  +  ^z^%  +  ^4^4  =  0. 

Umgekehrt  kann  man  jede  solche  Gleichung  durch  die  reciproke  Sub- 
stitution in  eine  lineare  Gleichung  zwischen  orthogonalen  Coordinaten  ver- 
wandeln.    Hieraus  folgt: 

Die  Gleichung  einer  jeden  Ebene  lässt  sich  als  homogene  lineare 
Gleichung  zwischen  den  homogenen  Punktcoordinaten  darstellen ,  und  jede 
homogene  lineare  Gleichung  zwischen  den  homogenen  Punktcoordinaten 
repräsentirt  eine  Ebene,  die  durch  die  vier  Constanten  derselben  eindeutig 
bestimmt  ist. 

2.  Die  Ebene,  welche  die  drei  Punkte  x'^^  a:''jt,  x'^'k  enthält,  hat  zur 
Gleichung : 

'^1 


X^ 

fr 

X   , 

•-^8 

X,     j 

*   4    i 

=  0. 

X    ^ 

X    , 

r'f 

-'".  1 

3.    Lehrsatz:    Sind   zwei  Zahlen  k\  A"  so  gewählt,   dass 

und  setzt  man  die  Coordinaten  x/c  eines  Punktes  P  aus  den 
Coordinaten  x'k  und  x'\  zweier  Punkte  P'  und  P"  nach  den 
vier  Gleichungen  zusammen 

Xk  =  k'x'i  +  X"x''ici 
so  liegt  P  auf  der  Geraden  P' P"  und  theilt  P' P"  im  Verhält- 
niss 

P'P:PP"=:X'':X\ 

Beweis.  Aus  X'  -j-  A"  =  1  folgt ,  dass  die  dem  Satze  gemäss  bestimm* 
ten  Strecken  Xk  in  der  Tbat  die  Coordinaten  eines  Punktes  sind ,  denn  sie 
erfüllen  die  Gleichung  2gifXk  =  J, 
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Von  Dr.  R.  Heger. 


Man  wähle  einen  beliebigen  Hilfspunkt  77  mit  den  Coordinateq  Sit;  die 
£bene  P'P"/I  bat  zur  Gleichung 


=  0. 


•^2  ^3  •''4 

*  t  t 

X  X  A*  3  X  ^ 

§1  'f  /#  #/ 

•uj         •''2  *^8         *^  A 

l      £.      S.      I4 

Derselben  wird  durch  die  Coordinaten  von  P  genügt,  denn 

Aa;,+>t.T,     Aa;2  +  ^^2  Ajts  +  ^^s     Ax^  +  Aa:^ 


^1 
X  , 


a:, 


=  0. 


Si  I2  I5  S4        i 

Da  J7  willkürlich  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  jede  Ebene  durch  P'P" 
zugleich  P  enthält  5  folglich  liegt  P  auf  PP'\ 

Transformirt  man  in  ein  anderes  homogenes  System  und  haben  P'  P"  P 
in  demselben  die  Coordinaten  X*k  X'\  X"\ ,  so  ist  nach  §  i ,  S 

.rt=i'r*  +  A"Jt"i. 

Die  Ableitungscoefficienten  A'A"  sind  demnach  unabhängig  von  der 
Wahl  des  Coordinatensystems,  können  also  nur  von  der  gegenseitigen  Lage 
der  drei  Punkte  abhängen. 

Transformirt  man  nun  in  ein  System,  welches  P'  und  P"  als  Eckpunkte 
enthält,  und  sind  die  von  P'  und-  P"  auf  die  Gegenflächen  gefällten  Lothe 
beziehentlich  Ä,  und  Ä,,  so  sind  die  Coordinaten  von  P' P"  P  in  diesem 
System : 

x^         X2 
A,         0 

0  Ä, 


a^s 

^4 

0 

0, 

0 

0, 

0 

0. 

7>/'"  =  r:l:i', 


für  P'i 
„    P" 
„    P- 
Demnach  verhält  sich 

P'P  :  P'P' 
q.  e.  d. 

Für  jeden  Punkt  von  P'  P"  giebt  es  hiernach  ein  und  nur  ein  Coeffi- 
cientenpaar  X'  und  A''  =  1  —  X\  durch  welches  seine  Coordinaten  aus  denen 
von  P'  und  P"  auf  die  hier  durchgeführte  Art  abgeleitet  werden  können. 

Wenn  von  vier  Punkten  P',  P",  P"',  P*^  die  Coordinaten  zweier  der- 
selben ans  denen  der  anderen  beiden  durch  Coefflcienten  k\  X'\  (il\  \k'  ab- 
geleitet werden  nach 

tft        1''    11"'»        i'i^"       ■ 

aJjt  =  Aa:jt  +  ia;*>     X+X=l, 

IV  t     t       t        ff     tr  r    .        §$  a 

a;"'^  =  |»  a:jt  +  f*  x  k,    f*+f*   =1, 
und  es  ist 

i'a"  =  -(^':/'). 
80  bilden  die  vier  Punkte  eine  harmonische  Reihe,  und  zwar  sind  die 
Paare  P' P"  und  P'"  p^  harmonisch  conjugirt. 
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4.  Lebröatz:    Sind  drei  Zahlen  X\  il",  A'"  so  gewählt«  dass 

und  leitet  mau  dieCoordinatenar/t  eines  Punktes  Paus  den  Co- 
ordrnaten  x'k^x'ky  x"\  dreier  nishtin  einer  Geraden  gelegenen 
Punkte  P\  P'\  P'"  durch  die  vier  Gleichungen  ab: 

Xk^=  K  X i^-^r  K  X  WT ^    ^    » 
so    liegt  P  auf  der  Ebene  f^ p^' p^"   und  ist  das  Centrum  dreier 
in  den  Punkten /^*J  wirken  der  Parallelkräfte  von  beziehent- 
lich  k^^^  Einheiten,    wobei    ein  Unterschied    der  Zeichen   als 
Unterschied  der  Kraftrichtung  zu  deuten  ist. 

Beweis.  Die  Strecken  x/c  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes,  denn 
sie  errdllen  2gk^k  =  ^^ 

Der  durch  sie  bestimmte  Punkt  P  liegt  auf  P'  P" P''\  denn  seine  Co* 
ordinaten  genügen  der  Gleichung  dieser  Ebene  [2;]. 

Seien  JGfc,  X'ky  -^"kj  ^'"ä  die  Coordinaten  von  pp'  p"  p'''  in  einem 
andern  homogenen  Systeme,  ao  werdei:  infolge  der  homogenen  linearen 
Transformationsformeln  die  Xjt  aus  den  X'ki  -X^'/fc»  ^"'k  "»i^  Hilfe  derselben 
Coefticienten  in  derselben  Weise  abgeleitet,  wie  die  x^  aus  den  x\y  a;'\,  x"k. 
Die  drei  Ableitungscoefficientcn  können  demnach  nur  von  der  gegenseitigen 
Lage  der  vier  Punkte  abhängen. 

Sei  n  der  Punkt,  welcher  P' P'  im  Verhältniss  A'":  X"  theilt,  so  ist 

k   X  k  _.     ^     X 

und    ' 

Mithin  theilt  P  die  Strecke  PH  im  Verhältniss  A"-f  A'":  k\  q.  e.  d. 

Jeder  Punkt  der  Ebene  P'  p^*  P*''  kann  demnach  in  dieser  Art  durch 
eine  und  nur  eine  Coefficientengruppe  il'A,''A'"  abgeleitet  werden. 

5.  Lehrsatz:    Wählt  man  vier  Zahlen  A',  A'',  A'",  A'^  so,  dass 

A'  +  A"  +  V"  +  A^^=l, 
so  lassen  sich  die  Coordinaten  .r^.  jedes  Punktes  aus  den  Co- 
ordinaten X kt  ^'\^x"k^  x^^k  von  vier  nicht  in  üerselben  Ebene 
gelegenen  Punkten  /^,  P\  P'\P^^  durch  die  vier  Formeln  ab- 
leiten! ^ '    /      I     1 "     "      t     ytft     ftr      I     1 1V     IV 

Der  so  bestimmte  Punkt  ist  das  Centrum  von  vier  in  den 
Punk  ton  P^^^  wirkenden  Parallelkräften  von  beziehentlich 
A(*)  Einheiten. 

Beweis.  Die  Strecken  Xk  erfüllen  ZgkXk=^  ^^  siud  also  in  der  That 
vier  Coordinaten  eines  Punktes. 

Construirt  man  den  Punkt  77  nach  den  Formeln 

«* = TM^A+ätv-  (a"^"*  +  A"'^"'t + *"*"*) . 

80  erhält  man  P  aus  P'  und  77  durch 


Digiti 


zedby  Google 


Von  Dr.  B.  Heobu. 


AUo  theilt  P  die  Strecke  P' 11  im  Verhältniss 

/>'  P :  Pi7=  (r  +  A"'+  O  :  X\ 
ist  aläo  das  Centram  der  Kraft  k'  in  P'  und  der  in  ihr  Ceutram  77  vereinten 
Kräfte  r  in  />",  T'  in  7>'",  i»^  in  7>^  q.  e.  d. 

6.  Sind  T'  und  T"  die  Tetranomien  in  den  Gleichungen 
zweier  Ebenen,  nnd  (»,\  fi"  zwei  beliebige  Zahlen,  so  geht  die 
Ebene,  deren  Tetranom  T  aus  T'  und  T"  nach  der  Formel  zu- 
sammengesetzt wird: 

durch  die  Gerade  {T' T")  ^  und  umgekehrt. 

Denn  jeder  Punkt,  welcher  die  beiden  Polynomien  T'  und  T"  annul- 
lirt,  erfüllt  die  Gleichung  r  =  o 

7.  Sind  T\  T'\  T"  die  Polynomien  in  den  Gleichungen 
dreier,  nicht  dieselbe  Gerade  enthaltender  Ebenen,  und 
fi',  fi",  ^"  drei  willkürliche  Zah  len,  so  geht  jede  Ebene,  deren 
Polynom  T  aut»    den    gegebenen  durch  die  Formel  abgeleitet 

wird:  -7»  f  rw,f       ,  »t   rm^lf       I  t»*   rr^ftr 

durch  die  Ecke   t' T"  T"\  und  umgekehrt. 

Denn  der  Punkt,  für  welchen  zugleich  y  j"  j'"  annullirt  werden, 
erfüllt  die  Gleichung  T=o 

Um  die  Umkehrungen  von  a)  und  7)  zu  beweisen,  bemerke  man  zu- 
nächst, dass,  wenn  T'  T"  T'"  dieselbe  Gerade  enthalten,  für  jede  beliebige 
Wahl  der  (i  doch  immer  nur  eine  Ebene  erzielt  wird;  welche  durch  dieselbe 
Gerade  geht. 

Nimmt  man  an ,  das  Polynom  T  irgend  einer  Ebene  durch  die  Gerade 
r'r",  beziehentlich  den  Punkt  t' T"  T'"'  könne  nicht  nach  6),  beziehentlich 
7)  dargestellt  werden,  so  müsste  also  für  jede  Wahl  von  jü'fi'i  beziehentlich 
(i  fi' fi"  nur  eine  Darstellung  von  der  Form  möglich  sein: 

T=fir  +  i»:'T"  +  B, 
beziehentlich  _    ,    ,        ,,    ,.        '"  t'"j.  » 

wobei  7?  weder  ein  Vielfaches  von  7''  T"  T"\  noch  ein  Aggregat  solcher 
Vielfachen  bedeutet,  also  für  7'=0  und  T"=0,  beziehentlich  für  r'=0, 
r"=0,  r'"=0  nicht  verschwindet.  Dies  widerspricht  aber  der  Voraus- 
setzung, gemäss  welcher  T  durch  die  Gerade  7"  T\  beziehentlich  den  Punkt 
rr'J'"  geht. 

8.  Lehrsatz:  Sind  T  T" 7"" T^^  die  Polynomien  der  Gleich- 
ungen von  vier  nicht  denselben  Punkt  enthaltenden  Ebenen, 
und  fi'fi"fi'"^*^  vier  endliche  reelle  Zahlen,  so  kann  das  Poly- 
nom jeder  beliebigen  Ebene  durch  die  Formel  dargestellt 
werden: 
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und  umgekehrt. 

Denn  wird  das  System  r'=0,  r"=0,  T'"=0,  7*^=0  durch  kein 
WerthBystem  Xk  befriedigt,  so  ist  die  Determinante  des  Systems  von  Null 
verschieden.    Ist  nun 

JC)  =  a,  <•)  ar,  +  «,<')  ar,  +  flra«^  o:,  +  «^(O  ^r^ , 
80  bind  die  fi  die  Lösungen  des  Systems : 

^öt  +  ftaA  +  f*    «    it  +  F^ö*  it  =  öit; 
dieses  System  giebt  endliche  reelle  Werthe  für  die  fi,  da  die  Determinante 
desselben  nicht  verschwindet. 

Zum  Beweis  der  Umkehrung  gentigt  die  Bemerkung,  dass  Teine  lineare 
Function  der  x^y  also  T  =  0  die  Gleichung  einer  Ebene  ist. 

9.  Gleichung  des  Punktes.  Transformirt  man  die  Gleichung 
eines  Punktes  in  orthogonalen  Plancoordiuateu  zu  homogenen  Plancoordi- 
naten,  so  erhält  man  eine  nicht  homogene  lineare  Gleichung  der  u^.  Multi- 
plicirt  man  das  Absolutglied  mit 

Qx  rj  Ui  +  gtrt  Uj  +  g^ r,  t/,  +  g^ r^ u^ 

J  ^"-'^' 

so  nimmt  die  Gleichung  des  Punktes  die  Form  an: 

«J  «I  +  «2  i't  +  «3««  +  «4  "4  =  ^• 

Die  reciproke  Transformation  lehrt,  dass  jede  homogene  lineare  Gleich- 
ung zwischen  den  Coordinaten  einer  Ebene  einen  Punkt  darstellt. 

Die  Gleichung  des  Punktes  lässt  sich  demnach  als  homogene  lineare 
Gleichung  zwischen  den  homogenen  Coordinaten  der  den  Punkt  enthalten- 
den Ebenen  darstellen  and  umgekehrt. 

10.  Die  Gleichung  des  Schnittpunktes  dreier  Ebenen  m'^,  w"t,  w"t  ist 
"1         W,        W3        W4     I 

«  l  "  t  «  S  «  4     I          rt 

//            ./  //             »/      I  —  ^« 

«1  "2  W    3  "41 

f'0  nt  rt,            /// 

W      I       M     2      W     8      W     4   ' 

11.  Lehrsatz:  Diejenige  Ebene  T,  deren  Coordinaten  i/jt 
aus  den  Coordinaten  u  k  und  u\  zweierEbenen  TT"  nach  den 
Formeln  abgeleitet  werden: 

geht   durch   die  Kante   T' T'\   und  ihre  Lage  gegen   T'  und   T* 
wird  durch  die  Coef  ficienten  AX''  eindeutig  charak  terisirt. 

Die  Coordinaten  einer  jeden  Ebene  durch  die  Kante  T' T"  lassen  sich 
aus  denen  von  T'  T"  auf  diese  Weise  einmal  und  nur  einmal  darstellen. 

Beweis.    Die  Coordinaten  u^  genügen  der  Gleichung 
Sgkr  ut  =  d, 
sind  also  in  der  That  vier  Coordinaten  einer  Ebene. 
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Wählt  man  eine  willkürliche  Hilfsebene  T'"  mit  den  Coordinaten  u"k^ 
so  geht  T  durch  den  Punkt  T'  J"  J'",  denn  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen erfüllen  die  u^  die  Gleichung  dieses  Punktes: 


.  «1 

«t 

Wl 

«4 

f 

u\ 

«4 

?/', 

«". 

»"4 

/// 

W     1 

u\ 

«'", 

»'"4 

=  0. 


Aus  der  Willkürlichkeit  von  T*"  ergiebt  sich,  dass  jeder  T'  und  T" 
gemeinsame  Punkt  zugleich  der  Ebene  T  angehört. 

Transformirt  man  zu  einem  neuen  Systeme ,  und  sind  hier  die  Coordi- 
naten von  TT' T"  beziehentlich  Z7t,  i/'t,  Z7">t,  so  gelten  infolge  der  homo- 
genen Substitutionen  folgende  Beziehungen : 

Hieraus  folgt,  dass  die  Lage  von  T  nicht  vom  Coordinatensystem,  son- 
dern nur  von  T\  T"  und  den  Coefficienten  A',  X"  abhängt. 

Um  diese  Abhängigkeit  zu  bestimmen ,  wähle  man  ein  Axentetraeder, 
in  welchem  g^  auf  T\  g^  auf  J"  fällt  und  Vx  positive  Coordinaten  hat. 

Sind  r,  r^ ,  r,  die  Abstände  des  Fixpunktes  von  beziehentlich  J,  T\  T ', 
so  sind  im  neuen  System  die  Coordinaten 

Ml         w,         Wa         «^ 

für  T'i  —  0  0  0, 

„    T":  0  --*  0  0, 

„  r,  ^    ^.      0       0. 

Sind  X'  und  X"  beide  positiv,  so  werden  demnach  die  dem  Fixpunkte  zu- 
gekehrten (i.  e.  positiven)  Seiten  der  Ebenen  T'  T"  durch  T  nicht  getrennt; 
ist  A'>1,  r<0,  so  geht  T  zwischen  C  und  T  hindurch;  ist  A'<0,  A">  1, 
so  geht  T  zwischen  C  und  T"  hindurch. 

In  jedem  Falle  gilt  zunächst  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen : 

sin  TT\  sin  T'  T"  =  rw,  :  Ä,  =  —  :  1 , 


oder 


2' 
sin  r  r":  sin  TT"  =^h,  :rM,  =  l  :  - 


sinrT:sinTT"=^  : -. 


Bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  die  positiven  Seiten  zweier 
Ebenen  einschliessen,  als  den  inneren,  sein  Supplement  als  den  äusseren 
Winkel ,  und  bezieht  man  ein  positives  Verhältniss  auf  eine  Theilung  des 
inneren ,  ein  negatives  auf  eine  Theilung  des  äusseren  Winkels ,  so  gilt  nun 
einschliesslich  des  Vorzeichens  der  Satz: 
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-trf;)- 


Die  Ebene  T  tlieilt  den  Winkel  T' T"  im  Sinusverhältniss 
d.  i.  so,  dass 

sin  rTxsin  rr'=-f^  :-Y 

Wenn  von  vier  Ebenen  T'  T"  T"'  T^^  die  Coordinaten  zweier  derselben 
aus  denen  der  anderen  beiden  nach  den  Formeln  abgeleitet  werden: 

u}^k  =  ^«*  +  ^«*,    ft+ft=l, 
und  es  ist 

r,  ■  r»  \r,  *  r.  /  ' 

d.i.: 

i':r  =  -(^':^"), 

SO  bilden  die  vier  Ebeuen  ein  harmonisches  Büschel^  und  zwar  sind 
die  Paare  T'  T"  und  r"' T^^'  harmonisch  coujngirt. 

12.  Lehrsatz:  Sind  U}:u'ku"k  die  Coordinaten  dreier  nicht  die- 
selbe Gerade  enthaltender  Ebenen  7"  2"  2'"  und  leitet  man  hieraus  u^ 
durch  die  Formeln  ab: 

Mjt  =  JtWA+^    Mjt+A     U    jt,      A+A    +A     =1, 

so  sind  Mjt  die  Coordinaten  einer  den  Punkt  7' j"  j"'  enthaltenden  Ebene. 
Die  Coordinaten  jeder  Ebene  durch  7' j"7''"  lassen  sich  auf  diese  Weise 
und  nur  durch  ein  System  der  Coefficientcu  "k  zusammensetzen. 

Beweis:  Die  u^  genügen  der  Gleichung  Eg^rk  Uk  =  ^i  sind  also  die 
Coordinaten  einer  Ebene.  Dieselbe  enthält  den  Punkt  x'T"T"\  denn  ihre 
Coordinaten  annulliren  die  [z.B.  in  Determinantenform  nach  10)  dargestellte] 
Gleichung  des  Punktes  t'T'T'''. 

Um  den  letzten  Theil  des  Satzes  zu  beweisen,  lege  man  die  Ebene  % 
durch  die  Kanten  T' T  und  t"  T'" -^  sie  habe  den  Abstand  v  von  C  und  die 
Coordinaten  Ujt.  Alsdann  kann  man  die  Zahlen  il' ft  A"  A"' immer  und  ein- 
deutig so  bestimmen,  dass 

a)  5i>i  rr:smr£  =  -  ^  : -,     a'+u=1, 

r     r,  "^ 

b)  sm  T    %  :  sm  %T     = :  —  ,     A+il=fi. 

Nach  a)  ist 

nach  b): 

also  ist 
^«  e.  d. 


wjt  =  A'i/\  +  ftiu, 


iit  =  -  (A  u  u  +  k    tf   ^), 
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13.  Lehrsatz:  Sind  %i\  \i\  u^'h  ^^^k  ^^^  Coordinaten  von 
vier  nicht  denselben  Punkt  enthaltenden  Ebenen  t'T"T"'T^^^ 
so  lassen  sich  die  Coordinaten  t/jt  einer  jeden  Ebene  T  durch 
die  Formeln  und  nur  durch  ein  System  der  A  darstellen: 

Beweis.  Da  2]gigricUie  =  d  erfüllt  ist,  so  liefern  die  Formeln  in  der 
That  die  Coordiuaten  einor  Ebene. 

Man  coubtruire  Z  durch  die  Kante  T'  T  und  den  Punkt  T"  T"'  T^^^  fer- 
ner 2:'  durch  T"Z  und  T'"  J^^;  ZZ'  habeu  die  Coordinaten  uim'jk  und  die 
Abstände  r  und  ri  von  6*. 

Man  kann  nun  yi  ^i^'  X  k'*  X'" V^  immer  und  eiudeutig  so  bestimmen,  dass 
zugleich 

a)  5t;jrr:5mTJ:  =  --^: -,     A'  +  tt  =  l, 

r      r, 

b)  sinT"ZisinZZ'  ^^^:^,     r  +  fi'  =  ^. 

c)  sinr'ZisinZT^-=-—i—,     A'"+A»v  =  a'. 
Alsdann  ist 

und 

nach  a) :  wjk  =  X'  u\  +  f^Ujt, 

„     b):  u*=  — (A"M"it  +  f*'u'i), 

„      c):«i=i(^"'«"'*+A"^«"'»). 
also 

Uk  =  A' «'jt  +  A" w"*  +  A" «"\-  +  A^^  a'^'it , 
q.  e.  d. 

14.  Lehrsatz:  Siud  P' P*'  die  linken  Seiten  der  Gleich- 
ungen zweier  Punkte  P'  P'\  und  bildet  man  mit  den  Zahlen 
II  (i    das  Binom 

p=(i'p^+f»:'p\ 

so  liegt  der  Punkt  P  =  0  auf  der  Geraden  P'^P". 

Denn  alle  Ebenen,  deren  Coordinaten  P' und  P*  aunullireu,  erfüllen 
auch  P  =  0.  ^ 

15.  Lehrsatz:  S i n d  P' P" P"'  die  linken  Seiten  der  Gleich- 
ungen dreier  nicht  in  derselben  Geraden  gelegenen  Punkte 
und  bildet  man  das  Trinom 

P=^P^-^'P'^-^"P\ 
so  ist  P=0   die  Gleichung   eines  Punktes  der  Ebene  P P" P'\ 
Denn  die  Coordinaten  dieser  Ebene  erfüllen  zugleich 

/>'=:0,     />"=0,     P'"  =  0,    also  auch  i>=0. 
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16.  Lehrsatz:  Die  linke  Seite  der  Gleichung  jedes  Punk- 
tes derGeraden  P'P'Mässt  sich  in  der  in  14),jede8Punkte6  der 
Ebene  p' p" P'"  in  der  in  15)  angegebenen  Weise  ableiten. 

Der  Beweis  erfolgt  ganz  analog  dem  in  7)  für  Ebenengleichungen  ge- 
gebenen. 

17.  Lehrsatz:  Sind  />'/>"/>"' piv  ^ie  linken  Seiten  der 
Gleichungen  von  vier  nicht  in  derselben  Ebene  enthaltenen 
Punkten,  so  lassen  sich  für  jeden  Punkt  P  im  Räume  vier 
Zahlen  jn' ft"  ft'"  fi^^  so  finden,  dass 

liP'+  ^"P"+  ^'"/>"'+  ^i^i^^v  =  P  =  0. 
Beweis.    Soll  diese  Darstellung  möglich  sein,  so  müssen  die  ft  das 
System  von  vier  linearen  Gleichungen  erfüllen : 

/     #        I        ff     ff       1         ff     iff       I         IV     IV 

Dieses  System  liefert  endliche  eindeutige  Werthe  für  fi,  da  die  Deter- 
minante desselben  nicht  verschwindet. 

18.  Es  giebt  bei  dieser  Coordinatenbestimmung  eine  und 
nur  eine  Ebene,  deren  Punkte  sämmtlich  unendlich  fern  sind. 

Die  Coordinaten   dieser   unendlich  fernen  Ebene   T^    sind 

Wj  =!/,=  t/j  =  M4  =  l. 

Um  die  Gleichung  derselben  zu  bestimmen,  benutze  man  den  Umstand, 
dass  die  unendlich  ferne  Ebene  mit  je  zwei  willkürlichen  Ebenen  einen  un- 
endlich fernen  Schnittpunkt  liefert.  Sind  T'=0,  r"=0  die  Gleichungen 
zweier  willkürlicher  Ebenen  und  ist 

r«  =  ^,  iTi  -t-  A^X^  +  ^3^8  +  ^4^4  =  0, 

so  muss  also  das  System 

A^  X,  +  ^ja;^  +  A^x^  -f  A^x^  =  0 , 

a  ,  Xj  +  «',  a:,  +  a',  a:,  +  «'4  ^4  =  0, 

a\  x,  -}-  d\  x^  +  d\ x^  +  a\ a;^  =  0 , 

9\^).  +0^2^«+  9%^z  +  0^4  ^4  =  ^ 

lauter  unendliche  Auflösungen  liefern ;  folglich  muss  die  Determinante  die- 
ses Systems  verschwinden.  Bei  der  Willkürlichkeit  von  a'j^  und  d\  ist  dies 
nur  dann  möglich,  wenn 

A  '  ^8  :  ^8  •  -^4  =  0^1  •  9t  •  9»  '  9v 
Die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Ebene  ist  demnach: 
To,=giXi+g2Xt  +  giXt+g^x^=:0. 

19.  Sind  die  Ebenen  7  =  0,  T'=^0  parallel,  so  unterscheiden  sich 
ihre  in  geeigneter  Weise  erweiterten  linken  Seiten  nur  durch  ein  Vielfaches 
von  r«;  denn  es  geht  alsdann  7  durch  den  Schnitt  T*  J«,  also  läss)  sich  6) 
T  unter  der  Form  darstellen : 

q.  e.  d. 
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Enthält  überdies  T  einen  gegebenen  Punkt  x'k^  so  ist 

—  fitfA  =^  :  «lO;, +a,a:, +  0,0:8  +  0^0:4. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  drei  Ebenen  t' T" T"  derselben  Ge- 
raden parallel  sind,  ist  das  Verschwinden  der  Determinante  des  Sy- 
stems 

r'=o,    r"=o,    r"'=o,    rao=o, 

d.i.: 

t  r  t  f 

a,        a^       ö,       a^ 


a  i       a  t      ö  ,      a  ^ 

fff  fft  trt  *tt 


=  0. 


9\        9t       9%        94, 

20.  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes.     Sei 

i'  ^  a,  M,  +  a,  Mt  +  «j  w,  +  «4  w^  =  0 
die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes,  so  muss  derselben  durch  die 
Coordinaten  der  unendlich  fernen  Ebene,  nämlich  durch 

M,  =  M,  =  Mg  =  M4  =  1 

genügt  werden.    Hieraus  folgt  die  Bedingung 

«1  +  «t  +  «8  +  «4  =  ^' 

21.  Da  es  bei  dieser  Coordinatenbestimmung  nur  eine  unendlich 
ferne  Ebene  giebt,  die  durch  eine  Gleichung  und  durch  eine  Coordinaten- 
gruppe  eindeutig  bestimmt  ist,  nämlich  durch  die  Gleichung 

T^  =  9i^t+9%^2  +  9z^9  +  9^^^'=^ 
und  durch  die  Coordinaten 

,  tlj  =  M,  =  tlj  =  W4  =  1 , 

so  folgt,   dass   man  hier  alle  unendlich   fernen  Punkte    in  einer 
Ebene  liegend  anzunehmen  hat. 

§  3.   Vermiicbte  Aufgaben  über  Punkt  und  Ebene. 

1.  Bestimmung  der  Coordinaten  einer  Ebene  T  aus  der 
Gleichung  r  =  0  der  Ebene. 

Sei  (T)  der  Werth,  den  T  erlangt,  wenn  man  die  Coordinaten  eines 
nicht  in  T  enthaltenen  Punktes  hineinsetzt.  Dieser  Werth  ändert  sich  beim 
Uebergange  zu  einem  andern  System  nicht.  Werde  nun  beim  Uebergang 
in  ein  System,  welches  T  als  Tetraederfläche  mit  enthält,  die  Gleichung 
von  T  transformirt  zu 

so  folgt,  wenn  |  den  Abstand  eines  Punktes  P'  von  T  bedeutet: 
1)  A^  =  a,  x\  +  a,.r',  +  a^x\  +  a^x\. 

Dabei  fällt  £  für  alle  Punkte  auf  der  einen  Seite  von  T  positiv,  für 
die  jenseitigen  negativ  aus. 

Wendet  man  1)  auf  die  Ecken  des  ursprünglichen  Coordinatentetrae- 
ders  und  den  Fixpunkt  an ,  so  erhält  man 
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hierans  folgen  dieCoordinaten  der  Ebene 

r^  fl,  ar,  +  a,a:,  +  a^x^  +  040:4  =  0 
zu 


«*  = 


flin  +  «^«^t  +  ö»rj  +  a4r4 


2.  Bestimmung  der  Entfernung  eines  Punktes  P'  von 
einer  Ebene  T  aus  den  Coordinaten  d?'it  des  Punktes  und  der 
Gleichung 

r ^  fl,  ar,  +  a^x^  +  ^3^8  +  «4^4  =  0 
der  Ebene. 

Zu  dieser  Rechnung  benutzt  man  diePlücker'schen  homogenen 
Coordinaten  der  Ebene.  Dieselben  sind  die  Abstände  U)t  der  Ebene 
von  den  Tetraederecken;  ihre  Vorzeichen  werden  so  bestimmt,  wie  die  der 
in  dieser  Abhandlung  verwendeten  Plancoordinaten.  Die  Uj^  werden  dem- 
nach aus  den  orthogonalen  Coordinaten  durch  die  vier  Formeln  abgeleitet: 

Bezeichnet  yik  den  von  Qi  und  g^  eingeschlossenen  Tetraederwinkel, 
so  folgt  ans  diesem  System  die  Gleichung,  welche  die  vier  Plücker*schen 
Coordinaten  jeder  Ebene  erfüllen ,  zu 

U,*^i*  +  «2^1*  +  Uj'^s*  +  VL^Qa  —  2u,U2  g^g^  cosy^^ 

—  2  u,  u,  flr,  g^  cosy^^  —  2  u,  U4  fif,  g^^  cosy^^  -  2  u^Xi^  g^g^  cosy^^ 

—  2  u,U4  gtg^  cosy^  —  2  UsU4  g^^g^  cosy^  =  ^. 
Da  ruic  =Ujb,  so  folgt  aus  l): 

nk  =  akhkiA. 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Uj^  ein ,   so  liefert  die 
selbe : 

«1*  +  «2*  +  ^z^  +  Ö4*  —  2  rt,  öj  cosy^t  —  2  «1  rrj  cosy^^ 

—  2  «1 Ö4  cos  yj4  —  2  «2  Og  cos  y,,  —  Za^a^  cosy^^ 

—  2  ff  3  «4  cos  yg4  =^  i4*. 

Man  wähle  für  A  die  positive  oder  negative  Wurzel,  je  nachdem 
«1  »-f  +  ötr,  +  fl.r,  +  «4r4  ^  0; 
alsdann  ist 

«t  a:^  +  «t  x\  +  ff,  a:',  +  ^4  j:'4 
^  .4 

der  Abstand  des  Punktes  P'  von  T;  er  wird  positiv  für  alle  Punkte,  welche 
mit  C  auf  derselben  Seite  von  fliegen;  im  Gegenfalle  negativ. 
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Erweitert  man  die  Gleichung  einer  Ebene  mit  --  ,  so  geht  dieselbe  in 
eine  neue  Form  über: 

in  welcher  j4=  1  ist   Diese  Form  mag  als  Normalform  der  Gleichung 
der  Ebene  bezeichnet  werden. 

Ist  demnach  7=  0  die  Normalform  der  Gleichung  der  Ebene  J,  so  ist 
der  Abstand  des  Punktes  P'  von  T: 

J  =  ö,  Xi  +  a^x\  +  a^x\  +  a^x\. 

3.  Transformationsgieichungen  zum  üebergange  aus 
einem  System   homogener  Punktcoordinaten  in  ein  anderes. 

Seien  r'=0,  r"  =  0,  T'"=0,  71^=0  die  Gleichungen  der  neuen  Co- 
ordinatenebenen  in  ihren  Normalformen;  sei  ferner  ejb=  +  1,  je  nachdem 
die  Coordinate  ;>  von  C  im  neuen  System  ^  0  ist,  so  sind  (einschliesslich 
der  Vorzeichen)  die  Transformationsformeln  die  Lösungen  des  Systems: 

l\  =  «I  (ö'i  ^i  +  «'i  ^t  +  ö's  ^«  +  «'4  ^4) » 
g,  =  f,  («",  a:,  +  a\x^  +  a\x^  -}-  a\x^ , 

h  =  U  («'^  «^i  +  "'^  a:,  +  a'v,  a:,  +  «'^  x,). 

4.  Bestimmung  der  Coordinaten  eines  Punktes  aus  der 
Gleichung  P  =  0  desselben. 

Setzt  man  in  P  =  0  die  Coordinaten  einer  nicht  durch  P  gehenden 
Ebene  T'  ein,  so  erhält  das  Polynom  P  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth.  Transformirt  man  in  ein  anderes  homogenes  System ,  so  bleibt  der 
Werth  unverändert,  sobald  man  in  die  transformirte  Gleichung  des  Punktes 
P  die  transformirten  Coordinaten  der  Ebene  T  setzt. 

Wählt  man  nun  P  als  Tetraedereckpnnkt  (/^,)  im  neuen  System,  und 
bat  T'  den  Abstand  |  von  P  und  r  von  C,  so  ist  die  Gleichung  von  P  im 
neuen  System 

-4  m,  =0. 
Demnach  ist 

^  -7  =  a,  u\  +  «2« t  +  «»"'s  +  a4«'4- 

Wendet  man  diese  Formel  auf  die  vier  Tetraederebenen  an,  so  erhält 
man  die  vier  Formeln 

^  —  =  «*--  oder  Axi^^ajch. 

Setzt  man  die  hieraus  resultirehden  x^  in  die  Gleichnng 

UgkXk^A, 
80  erhält  man 

^  =  «1  +  tt»  +  «8  +  «4-  ^  T 
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Mitbin  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  P: 


Xk  = 


(Xi+cti  +  a^  +  cc^ 


5.  Bestimmung  des  Abstandes  eines  Punktes  P  von  einer 
Ebene  T'  aus  der  Gleicbung  Ps=0  des  Punktes  und  den  Co- 
ordinaten Uk  der  Ebene. 

Die  Entwickelungen  in  4)  liefern  diese  Entfernung  |  zu 

Um  r  ans  den  homogenen  Coordinaten  zu  bestimmen,  benutze  man 

und  die  Gleichung  zwischen  den  Plücker' sehen  Coordinaten  einer  Ebene 
2).    Man  erhält: 

IWi* ^i'  +  w«* Qt"  +  w«' 9b^  +  ^i  9^  —  ^u.Ut  g, g^  cos y,,  i 

—  2  Wj  M,  g^  g^  cos  yig  —  2  w,  «^  gr,  g^  cos  y^^  —  2  w,  w,  g^g,  cos  y„  > . 
—  2  M,«^  g^g^  C0SY2A  —  2  Wg w^  g^^g^  cosyu  / 

Man  nimmt  für  r  die  positive  Wurzel  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung. 

Wendet  man  diese  allgemeine  Formel  zur  Berechnung  des  /  aus  uu  an, 
so  erhält  man  |  vollständig  durch  u/c  ausgedrückt. 

6.  Normalform  der  Gleichung  eines  Punktes.  Es  erscheint 
zweckmässig,  die  Gleichung  eines  Punktes  mit 

1 

«1  +  «t  +  «8  +  «4 

ZU  erweitern.     Die  resultirende  Gleichung  heisse  die  Normalform   der 
Gleichung  des  Punktes. 
Ist  demnach 

die  Gleichung  von  P  in  Normalform ,  so  ist 

cti+cct  +  a^  +  cc^^U 
Die  Normalform  einer  in  beliebig  erweiterter  Form  gegebenen  Gleich- 
ung eines  Punktes  lautet : 

«1  +  «2  +  «8  +  «4   ''*  «1  +  «^2  +  «S  +  «4  "*  «I  +  «2  +  «3  +  «4      ' 

+  "^ t/,  =  0. 

«i+a2  +  «8  +  a4 
Ist  ^^  =  0  die  Gleichung  von  P  in  Normalform,  so  sind  die  Coordinaten 
vpn  P: 

7.     T.ransformationsgleichungen    zum    Uebergange    ans 
einem  homogenen  System  in  ein  anderes.  .     ,w,....^ 
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Es  seien  die  Gleichungen  der  Eckpunkte  des  neuen  Systems  in  Nor- 
malform  gegeben ,  und  zwar  habe  der  neue  Eckpunkt  Ak  die  Gleichung 

Sind  Ufe  die  Planeaordinaten  im  neuen  System ,  so  sind  die  Transfer- 
raationsformeln  die  Lösungen  des  linearen  Systems : 

Ut  =  a\  1/,  +  tx\  t/j  +  «',  w,  +  «4  t/4, 

^2  =  a  1  Wi  +  a  «  Wf  +  «  8  "s  +  «  4  W4, 

TT  '"  I  "'  I  fff  I  »»» 

8.  Ist 

«1  a:,  +  a,a:,  +  «jO?,  +  «40:4  =  0 
die  Gleichung  einer  Ebene  in  Normalform,  und  sind  Uk  die  Fl ücker 'sehen 
Coordioaten  derselben,  so  ist  1) 

Ufr=Mt,  also  0*  =  ^, 

mithin  geht  die  Normalform  der  Gleichung  der  Ebene  über  in 

Wi         .  1»«      .  I  ^8         ,  U4 

-^  ic,  +  ri  a;/+  -i  ar,  +  —  M4  =  0. 

Ist 

«1  W|  +  ««  Wf  +  a8«8  +  «4tt4  =  0 

die  Normalform  der  Gleichung  eines  Punktes,  und  sind  xt  dessen  Coordi- 
naten ,  so  ist  6) : 

Xk=^akhk,  also  ofjt=-^;. 
nie 

die  Gleichung  des  Punktes  in  Normalform  Insst  sich  also  auch  schreiben: 

a„  +  2„.+  ^.  ..  +  «...„.. 

9.  Berechnung  des  Volumen,  der  Flächen  und  der  Höhen 
eines  Tetraeders  aus  den  Coordinaten  der  Eckpunkte. 

Unter   der  Determinante   des   Tetraeders  P' p" p'* p^   werde 
verstanden 


T D  {P' P'' P"*  P^)  = 


Es  ist       ^^  (i)'/>"/>'"/>iv)=  +  TD  (F*)p(t)P^Oi>(m))^ 
je  nachdem  der  Perimeter  pWpii)p{m)  nach  der  Reihenfolge  der  Bezeich- 
nung von  P^*^  aus  gesehen  in  derselben  oder  der  entgegengesetzten 
Kicbtung   durchlaufen   wird,  als   der  Perimeter  p'' P'" P^  von  P'   aus 
gesehen.  * 


x\ 

»'« 

f 
^9 

a?4 

x'\ 

X  , 

// 

^    8 

^"4 

x"', 

X'". 

^     8 

ar% 

x^, 

x^. 

OJ^a 

0:^4 

*   Für  den  Fall  i=  1  ist  die  Bemerkung  ohne  Weiteres  erwiesen.    Ist  t  von  1 
verschieden,  so  hat  die  Reihe  klm  mit  234  zwei  Nummern  gemein.    Man  vertausche 

ZeiUchriri  f.  Mathematik  n.  Physik.  XVI,  1.  9  > 

Digitizeflby^^UU^l^ 


LeLr*atx:  Die  Te  traederdeterBinaBte  T D  J^ P" P^ P^ ^ 
bat-dasB  6&d  fivr  daas  eis  positiTes  oder  se^Atires  V^rsei- 
eLeii,  wtun  das  Tetraeder  f  p" p'" p^  Kit  den  Axeatetrae- 
der  J^JfJ^J^  gleichem  oder  bexiekeatlick  eat^e^cn^eaetxtcn 
Sinnes  ist,  d.  L  wenn  die  PeriBetcr  p'P^'p^  mud  J^ji^J^  Toa  F',  be- 
zif-hfrcilich  A^  a^s  geseb^^n  in  dertelben  cKler  in  CBt^egen^e^etster  Ricbtnng 
dcrcLU'^ireB  werden. 

Beweis:  Setzt  niaa  an  die  Stelle  der  Coordinaten  f.«''  des  Pnktes 
P  '.  weta  P  *  einen  beliebigen  der  rier  Punkte  P P' P"  p^  besekbnet, 
die  C^^rdicaten  3t ^'  eices  willkürlicben  andern  Ponktes  P^\  so  bat  die 
neae  Tetraederdetemkinante  dassell«  <^er  ein  anderes  Yorxeicben  als  die 
arsprmjg]:cbe,  je  naeLdem  P^'  vcd  P'^'  sof  derselben  oder  aaf  entgegen- 
gesetzten  Seiten  der  darch  d:e  drei  cbri^n  Punkte  gelegten  Ebene  Ue^a. 
Dies  triu  «tets  ctd  cor  dsnn  ein,  wenn  der  von  den  drei  obri^en  Paukten 
gelilcete  Perimeter  ron  P*  nnd  /■>'  aas  geseben  bei  derselben  Reiben 
fol^e  der  Punkte  in  gleicber  oder  ei.^g'^gen^esetzter  Drebricbtnng  dvrcb- 
laafen  wird« 

Eti^tzt  n.an  biemach  die  vier  Ecken  y  F^' P'"  P^  durcb  die  Ponkte 
/#,  4-^9^4,  so  baben  die  Determinanten  der  beiden  Tetrae3er  gleicbes  Zei- 
chen, wenn  der  Sinn  de^  Tetraeders  P^ P"  F^  P^  bei  den  Substitutionen 
sieh  gar  nicht  oder  zweimal  oder  viermal  geändert  hat;  dann  beben  scb 
aber  die  Aenderungen  paarweise  auf;  —  oder  die  Determinanten  baben 
▼enebiedene  Zeichen,  wenn  sich  der  Sinn  des  Tetraeders  bei  den  Sabstitn- 
tionen  einir^al  oder  dreimal  geändert  bat;  dann  sind  P  P*  P"  P^  und 
Ax  Jf  j4t  ^4  entgegengesetzten  Sinnes.    Da  nun 

so  fol^t,  das4 


k/m  ODd  234  c^  klisch,  so  dus  die  gememsMmen  NomiDeni  in  die  beiden  ersten  Stel- 
len ktjn.men;  es  gebe  ktm  in  npg^  234  in  abc  über.    Abdann  werden  die  Perimeter 
P'*»F'ß,F'it  and  p{*. P'^) P^*^.  ron  />('),  beziehentlich  P'  ans  gesehen  in  derselben 
R  cbtuDg  darcblaafen ,  wie  /*'*,  /K'.  /»(■  ,  beziebentlich  P'  P^  P^,  and  es  ist  sogleich 
TD  t  />'•/  />(*i  Pih  Pimrj  =  TD  {P^*i  Pi*>  /X'«  /^«v , 
TD'P' P" P'" P^)^  TD{P^ P^AF^>.PAf. 
Nun  sind  folgende  Fälle  zu  nnterseheiden: 

a>  «  =  «,    *  =  p; 

b)  a  =  /» ,    6  =  lt. 

s  In  dem  ersten  Falle  sind  die  Perimet  r  /<*./>IOP(-)  and  P^  P" P^^  ron  /HO, 
beziehentüch  P  aa<i  gesehen,  entgegengesetzten  Sinnes,  in  dem  letzten  Falle  glei- 
chen Sinnes. 

Im  ersten  Falle  geht  die  Beihe  inpq  durch  die  Vertanschong  Ton  f  gegen  7  in 
die  Keihe  la^c  über;  im  zweiten  geht  inpq  darch  Vertaoschang  Ton  n  gegen  ji  in 
{abq  nnd  diese  durch  Vertauschung  von  i  gegen  9  in  Imbe  übnr.  Demnach  ist  inpq 
und  mithin  auch  iklm  im  ersten  Falle  eine  ungerade,  im  letzten  eine  gerade  Perma- 
tation  Ton  1234. 
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X, 

«•» 

«s 

«4 

Xs 

^t 

^a 

.T4 

x'\ 

x\ 

*", 

^"4 

=  0, 

*•) 

a?2 

^» 

X4 

^"\ 

x\ 

nt 
X    , 

«    4 

a;'", 

^"'3 

x\ 

aPr, 

*^\ 

:ri^ 

;.iv, 

a:iv, 

^^8 

x^. 

*'t 
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a:. 

«'4 

a:', 

X'i 

*"4 

a-4 

=  0, 

n 

^    t 

X     , 

ff 

ff 

X  4 

f*i 

X    4 

x^, 

*IT, 

aiv, 

xiv, 

a:, 

a^« 

a:,. 

0:4 

je  nachdem  p'p"p"' p^^  und  AiA^A^A\  gleichen  oder  entgegengesetzten 
Sinnes  sind,  q.  e.  d. 

10.    Die  Gleichungen  der  Ebenen  des  Tetraeders  P  P" p"  piy  mögen 
geschrieben  werden: 


=  0, 


=  0. 


Bezeichnet  man  abkürzend  TD  {P P' P''f^^)^  D,  die  Höhen  des 
Tetraeders  p p' p' pr^  mit  HyH^H^Hj^,  die  Seitenflächen  mit  G^G^G^G^, 
und  bezeichnet  man  ferner  die  Coefficienten,  mit  denen  die  vier  Gleich- 
ungen der  Ebene  erweitert  werden  müssen,  um  die  Gleichungen  auf  die 
Normalform  zu  bringen  (wobei  man  sich  den  Fixpunkt  im  Innern  des  Te- 
traeders denken  mag),  mit  ^i  0,0, 04,  so  ist 

Ä,.a,  =  /Tg  fl,  =  J^göa  =  J74fl4  =  D. 

Ist  X  ein  noch  unbestimmter  Coefficient,  so  ist  demnach 
at  =  kGk,     D  =  XV, 
wenn  V  das  dreifache  Volumen  des  Tetraeders  bedeutet. 

Setzt  man  an  die  Stelle  irgend  eines  der  vier  Tetraederpunkte «  z.  B. 
P("),  einen  sonst  willkürlichen  Funkt  J^^),  so  dass  das  neue  Tetraeder  mit 
dem  ursprünglichen  gleichen  Sinnes  ist,  so  ist  die  neue  Determinante  eben- 
falls positiv.  Der  Coefficient  a«  ist  von  den  Coordinaten  des  Punktes  P^"^ 
unabhängig  und  die  P^'*^  gegenüberliegende  Tetraederfläche  Ga  hat  sich 
durch  die  Substitution  von  P^^  für  />(«)  nicht  verändert.  Die  Höhen  des 
neuen  Tetraeders  seien  B\,  die  Flächen  G'^^  die  den  a^  entsprechenden 
Erweiterungscoefficienten  a\j  die  neue  Determinante  i>',  das  dreifache  Vo- 
lumen  des  neuen  Tetraeders  V%  so  ist  auch  hier,  wenn  X'  einen  noch  un- 
bestimmten Factor  bezeichnet : 

a'i,=^X'G\,     P==X'F\ 
Insbesondere  gilt  für  0'^»  ^^  G'ii  =  Ga: 

a  ^  s=  A  Gcf 

Da  nun  auch  incl.  Vorzeichen,  wenn  man  den  Fixpunkt  im  Innern 
beider  Tetraeder  denkt, 

80  folgt 

Setzt  man  dagegen  an  die  Stelle  von  P^^'  einen  solchen  Punkt  p(^\ 
dass  das  neue  Tetraeder  mit  dem  ursprünglichen  entgegengesetzten  Sinnes 

2*  ^  T 
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ist,  80  hat  die  nene  Determinante  D"  ein  anderes  Vorzeichen  als  2>.  Tritt 
jetzt  }!'  an  die  Stelle  von  i,  d\  an  die  von  Ajt,  so  ist  (wenn  man  für  jedes 
Tetraeder  einen  besondern  Fixpnnkt  ins  Innere  des  Tetraeders  legt) : 

Qa^  —  a  y, 

also 

Hiernach  yerhalten  sich  die  Tetraederdeterminanten  zu 
einander  wie  die  Volumina  ihrer  Tetraeder,  wenn  man  die 
Volumina  positiv  oder  negativ  rechnet,  je  nachdem  die  Tetraeder  mit  dem 
Azentetraeder  A^AxA^A\  gleichen  Sinnes  sind  oder  nicht. 

Insbesondere  ist  also 

also  folgt  das  dreifache  Volumen  V  des  Tetraeders  p'f'f'FV  ^a 


_A 


riv. 


X 


rlV^ 


X 


rIV. 


X   4 

a?r^4 


Ferner  folgt 


,  _MtM4 
Die  zweite  Potenz  des  Erweiterungscoefficienten  der  Ebenengleichnng 


THE: 


X^ 

x\ 

X* 


tt 


/ 

x'\ 


^     \       X    2     X     ^     X    4 

folgt,  wenn  man  die  Coefficieuien  der  Glieder  der  ersten  Zeile  mit  Si  ^(^,^4 
bezeichnet,  zu 

a*  =  dl*  +  V  +  ^B*  +  ^i  —^  ^1  ^«  ^05y„  —  2  dl  dg  ro5y,3  —  d,  d^  (^osy^^ 
—  2  dtd,  cosytt  —  2  d,d4  cosy^^  —  d8d4  cosy^. 

Nimmt  man  für  a  stets  die  positive  Wurzel  und  rechnet  man  alle  Flä- 
chen positiv,  so  folgt: 

P^P'P"z=z "^        .a. 

Ä,ÄjÄgÄ4  * 

Aus  den  Seitenflächen  und  dem  Volumen  folgen  die  Höhen  des  Te- 
traeders. 

§  4.     Sätze  tlber  Pläohen  zweiter  Ordnung. 

1.  Die  Gleichung  jeder  Curve  n^  Ordnung  kann  als  ho- 
mogene Gleichung  n^^^  Grades  zwischen  den  homogenen  Co- 
ordinaten  des  variabeln  Punktes,  beziehentlich  der  varia- 
beln  Ebene  dargestellt  werden. 

Denn  man  transformire  durch  die  §  l  aufgestellten  Gleichungen,  so 
gehen  die  nichthomogenen  Gleichungen  in  orthogonalen  Coordinaten  zu- 
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nächst  in  nicbtbomogene  Gleichungen  in  homogenen  Funkt-,  beziehentlich 
Plancoordinaten  über.  Jedes  Glied  der  Gleichung,  dessen  Grad  um  6  Ein- 
heiten niedriger  ist,  als  der  Grad  der  Gleichung,  multiplicire  man  mit 

[ 2 )  ' 

in  Gleichungen  für  Pnnktcoordinaten,  oder  beziebentlich 
/9i  ^1  i'i  +  9t  rt  «t  +  99  r^  u^  +  Qa  r^  «4  y 

in  Gleichungen  für  Plancoordinaten. 

Die  reciproke  Transformation  lehrt,  dass  jeder  Gleichung  /i^^'^  Grades 
zwischen  den  homogenen  Coordinaten  auf  eine  Gleichung  desselben  Grades 
zwischen  Descartes^schen  Coordinaten  reducirt  werden  kann.  Es  werden 
also  alle  Gebilde  n^  Ordnung  und  nur  diese  umfasst,  wenn  die  geometri- 
schen Repräsentanten  der  homogenen  Gleichungen  n^^°  Grades  zwischen 
homogenen  Punkt-  und  Plancoordinaten  untersucht  werden.  ^ 

2.  Bezieht  man  eme  Fläche  auf  ein  Coordinatentetraeder  mit  einer 
unendlich  fernen  Fläche  (^4),  ko  wird  für  im  Endlichen  liegende  Gebilde 
die  Coordinate  a\  eine  unendliche  Constante.  Untersucht  man  solche  Ge- 
bilde, deren  Gleichungen  in  Punktcoordinaten  unendlich  grosse  Coefficien- 
ten  enthalten,  nicht  nach  ihren  Pnnktgleichungen,  so  werden  im  allgemein- 
sten Falle  die  Potenzen  von  0-4  mit  den  Coefficienten  der  betreffenden 
Glieder  zu  endlichen  Constanten  verschmelzen.  Die  Gleichung  geht  als- 
dann in  eine  Gleichung  zwischen  den  unter  sich  unabhängigen  Abständen 
des  variabeln  Punktes  von  den  drei  Seiten  einer  Ecke,  d.  i.  zwischen  den 
Des c artesischen  Punktcoordinaten,  über. 

Die  Gleichungen  in  Plancoordinaten  erleiden,  wenn  drei  Ecken  des 
Tetraeders  unendlich  fern  sind,  folgende  Veränderung: 

Seien  /,  /^/^  die  Längen  der  (unendlich  grossen)  Kanten  A4  ^j,  -^4-^2' 
A4j4y  Man  lege  zur  variabeln  Ebene  T  eine  Parellelebene  T'  durch  ^4. 
Dieselbe  hat  von  T  den  Abstand  rt/4,  von  A^A^A^  beziehentlich  rM,,rWj, 
rtt,.    T  schneide  auf  den  Kanten  ^4^1,  ^4-^2»  ^4^3»  ^on  A^  aus  gerechnet, 

die  Strecken  — ,  —  •  —  ab,  und  zwar  werden  dieselben  positiv  nach  g^  zu 

U        V       TV 

gerechnet.   Alsdann  ist 

W4/^M  =  I/i,       1/4/21;  =  «3,       «4/3^  =  1/3. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  einer  Fläche,  und  beschränkt 
man  sich  darauf«  solche  Flächengleichungen  in  Plancoordinaten  zu  unter- 
suchen, die  keine  unendlich  grossen  Coefficienten  enthalten,  so  verschmel- 
zen im  allgemeinen  Falle  die  IJ^lt  ^^^  den  J)etreffeuden  Coefficienten  zu 
endlichen  Constanten ;  die  allen  Gliedern  gemeinsame  Potenz  von  «4  werde 
beseitigt.    Alsdann  verbleibt  als  Gleichung  der  Fläche  eine  nichthomogene 
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Gleichung  zwischen  den  Bcciproken  der  Axenabschnitte  der  veränderlichen 
Ebene,  d.  h.  zwischen  den  gewöhnlichen  Plancoordinaten. 

3.  Flächengleichung  in  Plancoordinaten  in  Bezng  auf 
ein  Tetraeder  mit  einer  unendlich  fernen  E*cke  ^4. 

Die  variable  Ebene  schneide  von  den  Kanten  JiAi,  A^A^^  -^«^4  von 
AjA^A^  an  gerechnet  die  Strecken  ViV^v^  ab;  von  A^  aus  gerechnet  schnei- 
den alle  variablen  Ebenen  auf  allen  drei  Kanten  ein  nnd  dieselbe  nnend- 
lich  grosse  Strecke  »4  ab.    Da  nun 

M,  :t/,:ti,:i/4  =  »i  :»,:»,:  »4, 
wenn  die  Vk  mit  gleichen  Zeichen  gerechnet  werden ,  welche  auf  derselben 
Seite  der  variabeln  Ebene  liegen,  so  kann  man  in  der  homogenen  Gleich- 
ung der  Ebene  die  Uj^  durch  die  Ck  ersetzen.  Beschränkt  man  sich  auf  die 
Untersuchung  solcher  Gleichungen  in  Plancoordinaten,  die  keine  unendlich 
grossen  Coefficienten  enthalten,  so  verschmelzen  im  Allgemeinen  in  den 
Gliedern,  welche  Vi  enthalten,  die  Potenzen  dieser  Coordinate  mit  den 
Coefficienten  zu  endlichen  Constanten.  Die  Gleichung  der  Fläche  geht 
demnach  in  eine  nicht  homogene  Gleichung  zwischen  den  von  drei 
willkürlichen  Nullpunkten  an  gerechneten  Abschnitten  der  variabeln  Ebene 
auf  drei  parallelen  gleichgerichteten  Geraden  über. 

Für  Flächengleichungen  in  Punktcoordinaten  verändert  sich  für  den 
Fall  einer  unendlich  fernen  Ecke  des  Coordinatentetraeders  nur  die  Be- 
dingungsgleichnng  zwischen  den  Coordinaten.  In  dieselbe 'gehen  nur  die 
Goordinaten  x^  x^x^  ein.  Seien  J  die  doppelte  Fläche,  g\  g\g\  die  auf 
den  gleichbezeichneten  Tetraederflächen  gelegenen  Seiten  des  Normal - 
Schnitts  durch  die  nach  A^  gehenden  drei  Ebenen ,  so  ist 

/i  ^i  +  fif's  ^2  +  ^3 .1^8  =  ^• 

4.  Gleichung  der  Tangentialebene  an  einen  Punkt  P  einer 
Fläche  f(x^jc^3c^x^^^. 

Bezeichnen  d^  nnd  ^^  zwei  solche  Variationen  der  Coordinaten  von 
P\  dass  die  Punkte  a^t+rfit  und  X\-\-h\t  auf  /'=0  gelegen  sind,  so  ist  die 
Gleichung  der  Tangentialebene  die  Grenze,  welcher  sich  die  Gleichung  der 
durch  a;jt,  x^J^d^^  ^k'\'^k  gelegten  Ebene  für  verschwindende  d^  und  ijt 
nähert;  d.  i.  die  Grenze  für 

cTj  x^  X^  X\ 

f  f  f  f 

X  ^  X  2  X  ^  X  ^ 

x\  +  d^  x\  -f  d^  x^  -l-  flfg  x\  -f.  dx 
^'1  +  ^1   ^'2  +  ^2  ^'3  +  ^3  ^'4  +  ^4 

Die  Glieder  der  Zeilen  der  letzteren  Determinante  erfüllen  beim  Ueber- 
gang  zur  Grenze  die  Gleichungen : 


a^l 

X,      Xg 

Xi 

/ 

/               / 

/ 

*1 

ar,    «, 

«4 

i. 

^2     rf» 

di 

K 

d,     8, 

Si 

=  0. 
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9x^1  +  9^^2  + 93^-3  + y^^^=  ^> 
9l  ^\  +  9l  ^\  +  93  ^\  +  ^4a?'4  =  ^  1 

fl'l^l+Ö'2^2+   93^3-^  0^4^4=0,   - 

9\  ^I  +  0^2  ^2  +  ^8  h  +  0^4  ^4  =  0; 

ferner,  wenn  fk  den  Werth  von  —^  für  den  Punkt  P'  bedeutet: 

f\  ^\  +  fi  ^'2  +  /"s  ^3  +  /*'4  *T4  =  0  , 
A  ''l  +  /"2^2  +  /'srf8+ Arf4  =  0, 
/•'l^l  +  r2^2+/^8^3  +  A<54  =  0. 

Bildet  man  nnn  anter  Benutzung  von  acht  willkürlichen  Ililfsgrössen 
Imnpf  m  n  p 

r^  r,  A  A 

9i     9%      93      9\ 

l       m       n       p 
m       n       p 

und  erweitert  damit  die  obige  Gleichung  der  Tangentialebene,  so  wird  die- 
selbe ZQ  • 


die  Determinante 


0  = 


X, 


a?3     X4 
x\   x\ 


"9 


S4 


9i 
P 

/ 

P 


= if'i  «1 + r««» + /^8«8 + A  «4)  •^• 


A  /',  r, 

9i     9«      93 
/      m       n 

im       n 

{/'.a:i+/"'»a'g  +  Aa:s  +  A*4),  ^.  (la:i+...+  f>Xt),  {l'x^+...+  ,>'xi) 
0                           ,  ^/,       {lx\  +  ...)     ,     (l'x\+.,.) 
0                           ,0,        (/d,  +  ...)     ,       (r  </,-+...) 

{tö, +  ...),   {rs,  +  ...) 

Die  acht  HilfsgrÖssen  können  immer  so  gewählt  werden,  dass  der 
letzte  Factor  von  Null  verschieden  ist.  Demnach  ist  die  gesuchte  Gleich- 
ung der  Tangentialebene  an  /=0  in  P^i 

fi  ^i  +  r\x^  +  A^s  +  /'4ar4  =  0. 

Die  Coordinaten  der  Tangentialebene  sind  demnach 

y' T*^* 

/"i  ^1  +  f\  ^2  +  f\  ^"3  +  A  ^4* 

5.  Bestimmung  der  Gleicliung  des  Tangentialpunktes  einer 
Tangentialebene  Uk  an  die  Fläche  fp  {u^n^u^tii)  =^Q. 

Die  Gleichung  des  Tangentialpunktes  ist  die  Grenze ,  in  welche  die 
Gleichung  des  Schnittpunktes  dreier  Tangentialebenen  der  Fläche  übergeht, 
wenn  die  drei  Ebenen  unendlich  nahe  benachbart  werden. 

Sind  M't+  rfjt»  w't+^fc  die  Coordinaten  zweier  Fbenen,  wekhe  <p==0 
befriedigen,  so  ist  demnach  die  gesuchte  Gleichung  der  für  verschwindende 
d}^  und  djb  entstehende  Grenzwerth  von 
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0  = 


«4 
«4 


«1  +  <^1   «'«  +  ^   \3  +  ^S   «4  +  <'4 
"l  +  ^l    ««+^i   ^'z+'^S   «4+^4 


«1      «1 


•»4 
»4 

dt 


Bezeichnet  ay'i^  den  Werth  von  - —  für  die  Ebene  u^^  so  erf&llen  die 

▼ersehwindenden  Variationen  der  Coordinaten  and  die  übrigen  Zeilen  dieser 
Determinante  die  Gleichungen 

Sli^i^\+9i^i^'2  +  9sr^^'3+9*r4^'4  =  ^f 
9i^l^l  +  9irid^+9s''9^z  +^4 '■4^4  =0, 
91^1^1+92^^0^+ 99^9^ +94r4^A=0, 

9>i  «1  +  9  2  ^2  +  9>'ff  «  3  +  9\  «4=0, 
^'i  ^  +  <P2  ^2  +  ^'z  ^3  +  9''4  d4  =  0, 
9  1  ^1   +  V'2  ^2  +   ^'z  h  +  9>'4  ^4=0. 

Man  bilde  nun  mit  acht  willkürlichen  Hilfsgrössen  die  Determinante 
^v\     ¥2     ^'z     9>4 
9x      92      9z      9a 
l        m       n       p 
m        n       p 

und  erweitere  mit  derselben  die  obige  Gleichung  des  Tangentialpnnktes. 
Dann  erhält  man  links  dasProduct  zweier  Determinanten ;  dasselbe  ist  nnter 
Rücksicht  auf  obige  sieben  Gleichungen  gleich  der  Determinante 

(9>'lWl  +  9>'aW2  +  9''8"8  +  v'4«4),      ^,      (^«1  +•.•)>      (^Wl+---) 

0  ,    ^,    {lu\+...),    {ru\+...) 

0  >      0,     ild^+...),     (^d'i+-..) 

0  ,    0,    (/«!  +  ...),   {r^i+...) 

Diese  reducirt  sich  auf  das  Prodnct 

(/rf,  +  ...),  (rd'i  +  ...) 


{fp\  «1  +  ^'2  «2  +  ^'z  "3  +  ^'4  Ua).^  , 


(/«,+...).  (^«'l+...) 


Die  Hilfsgrössen  können  immer  so  gewählt  werden,  dass  der  letzte  Fac- 
tor von  Null  verschioden  ist.  Demnach  ist  die  Gleichung  des  Tangen- 
tialpnnktes in  r'  =  0  an  9  =  0: 

fp\  «1  +  <P'2  «2  +  9>'d  «3  +  <P'4  W4  =  0. 
Die  Coordinaten  des  Tangen tialpunktes  sind  demnach 

9>  i  +<P2  +  9z  +  9^ 
6.  Die  Flächen  zweiten  Grades  sind  zugleich  Flächen 
zweiter  Classe  und  umgekehrt.  Bestimmung  der  Gleichung 
oinerFläche  zweiter  Ordnung  für  Plancoordinaten  aus  der 
Gleichung  in  Punktcoordinaten.  Bestimmung  der  Gleichung 
einer  Fläche  in  Punktcoordinaten  aus  der  Gleichung  dersel- 
ben in  Plancordinaten. 
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Die  allgemeine  Form  für  die  Gleicbang  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  Pnnktcoordinaten  ist: 

+     044X4^   =0. 

Die  vier  partiellen  Differentialquotienten  nach  den  Coordinaten  sind: 

A  =  2  (flu^i  +  «12^«  +  «13^3  +  «14^4) , 
/i  ^  2  (öj,  a:^  +  a^x^  +  a^^ x^  +  «24^4) , 

fs  =  2  (0^3  Xj^  +  «23^2  +  «38^3  +  «34  SCi)  , 

A  =  2  («14  a?!  +  a24 ira  +  «34 ^s  +  «44  ^4)- 
Bildet  man  diese  Functionen  für  P'  und  bezeichnet  den  Werth 
/'>i  +  />2  +  />8  + ^'•4  mit  A, 
80  gelten  für  die  Coordinaten  der  Tangentfalebene  im  Punkte  P'  nach  4) 
die  vier  Gleichungen 

A 


folgt: 


Aus  der  Gleichang  des  Tangentialpunktes  in  Normalform  nach  §2,  8 
#  /  /  / 

•^1  .^«  .^Ä  .^A 

so  erfordert  der  Verein  dieser  fünf  für  x\  linearen  Gleichungen  das  Ver- 
schwinden der  Determinante 


«11     «12 


*i2 


'•is 


"23 


«14     T 


«W     T" 


h. 


«23      «83      «34     J 


flu      Ö24      «34      044 


'3 
«4 
A4 


«8 


Ä,        Ä, 


W4 
A4 


T^        T^         0 


=  0. 


Dies  ist  die  gesuchte  homogene  quadratische  Gleichung  zwischen  den 
Coordinaten  der  variabeln  Tangentialebenen  an  f=0. 

Die  allgemeine  Form  für  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Classe  ist 

<p  (WiMjtt3l/4»)  =  «nM*i  +  2  «13  W^  Wg  +  2  «13  Wj  Mg  +  2  «14«! «4 
+     «22*^*2      +2aj3U2M3  +  2a24«2W4 


+     «ssWs*     +2a84tt3W4 


+      «44^4*    =0. 

Die  vier  partiellen  Differentialquotienten   der  Function  cp  nach  den 
Ebenencoordinaten  sind 
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g?2  =  2  {a^^Ui  +  «2«"2  +  «23"3  +  «241/4), 

VS  =  2  («igttj  +  «gjt/j  +  aj^Mj  +  «34  W4)  , 
^4  ^  2  («14  Ml  +  «24  "2  +  «34 «3  +  «44 "4 )- 

Bildet  man  diese  Werthe  für  die  Tangentialebene  T'  und  bezeichnet 

9>'i  +  9i  +  «p's  +  v'4  =  -^» 
so  hat  man   für  die  Coordinaten  des  Tangentialpunktes  von   7^  die  vier 
Gleichungen  5): 

Aus  der  mit  —  erweiterten  l^ormalform  der  Gleichung  der  Tangential- 
ebene nach  §  2,  8  folgt: 


X 


Xo 


*8 


'        1      *<  A 

4+  ^^«4  =  0. 


Der  Verein  dieser  fünf  für  u'k  linearen  Gleichungen  erfordert : 


*i» 


«13 


*13 


^23 


*23 


■♦la 


"33 


«14      «24      «34       «44      T" 


«14      j;- 
"l 

^2 
«24       ,- 


^3 
«34      T- 

*3 

ff 
A4 


ar. 


a:. 


A4 


=  0. 


Dies  ist  die  Gleichung  der  Fläche  9=0  in  Pnnktcoordinaten. 

7.  Polarebene  eines  Punktes.  Lehrsatz:  Ist  /  =  0  die 
Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  Punktcoordina* 
ten,  so  ist 

^  T=r^x,  +  ^2^2  +  r3?3 + A^4= 0 

die  Gleichung  der  Polarebene  des  Punktes  P'  mit  den  Co- 
ordinaten X ic'^  d.  h.  jede  durch  7'  gelegte  Gerade  G  schneidet 
die  Fläche  F=0  in  zwei  Punkten,  welche  F'und  dem  Schnitt- 
punkte (GT)  harmonisch  conjugirt  sind. 

Beweis:    Seien  x'\  die  Coordinaten  vom  Schnittpunkte  GT^  it  die 
Coordinaten  eines  Schnittpunktes  von  G  mit  f=  0 ,   so  können  die  ^k  aus 
den  x'jg  und  jr''^  abgeleitet  werden  nach  den  Formeln : 
&  =  AVjfc-f.ra:%,    A'  +  r  =  i. 

Die  §jt  befriedigen  f=0;  substituirt  man ,  so  entsteht 
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Da  x\  auf  T gelegen  ist ,  so  ist  der  Coefficient  von  A'  A"  gleich  Null ; 
ans  der  übrig  bleibenden  Gleichung  ergiebt  sich : 

X':X"=.y-{f':r), 
also  für  die  Schnittpunkte  G  T  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Verhältnisse 
der  Ableitungsconfficienten,  q.  e.  d.    (§2,  3.) 

8«    Die  Formeln 

r,x'\ + r^x\ + r,«"» + n  x\  und  rxx\ + r\A  ■{■r\<c\+r*x\ 

sind  identisch.  Liegt  demnach  ein  Punkt  x\  auf  der  Polarebene  eines 
Punktes  x\y  so  liegt  auch  der  Punkt  x'k  auf  der  Polarebene  des  Punktes  x\. 

Die  Polarebenen  aller  in  einer  Ebene  T  gelegenen  Punkte  umhüllen 
demnach  den  Pol  dieser  Ebene,  d.  h.  den  Punkt,  dessen  Polarebene  die 
Ebene  Tiat. 

Die  Polarebenen  aller  in  einer  Geraden  gelegenen  Punkte  umhüllen 
eine  Gerade,  deren  Punkte  wiederum  die  Pole  für  die  durch  die  erste  Ge- 
rade gelegten  Ebenen  enthält.  Zwei  so  beschaffene  Gerade  heissen  zwei 
conjugirte  Polargerade.  " 

9.  Die  Polarebene  jedes  Punktes  ist  eindeutig  bestimmt,  sobald  die 
Discriminante  von  f  nicht  verschwindet. 

Denn  dann  haben  stets  einige  oder  einer  der  vier  partiellen  Difieren- 
tialquotienten  fi^  von  Null  verschiedene  Werthe. 

Verschwindet  die  Discriminante,  so  giebt  es  mindestens  einen  Punkt, 
für  welchen  sämmtlich  vier  partielle  Difierentialquotienten  verschwinden. 
Dieser  Punkt  liegt  auf  der  Fläche ;  er  hat  jede  beliebige  Ebene  zur  Polar- 
ebene. 

Sei  /*=0  eine  solche  Fläche,  x\  der  Punkt,  für  welchen  zugleich 

A  =  /"2  =  A=/'4  =  0, 

x\  ein  beliebiger  anderer  Punkt  der  Fläche,  so  liegt  jeder  Punkt  der 
Geraden  P' P"  m  /*=0;  denn  substituirt  man 

a-jt  =  A'  a;' jfc  +  ^"«"ik »     A'  +  A"  =  1 
in  /=  0 ,  so  entsteht 

A'Y + A'A"  (r,  a", + r,  <c\ + r«  x\ + a  x'\)  +  nr = o. 

Da  nun  /*' = /"^  = /^' ==  0 ,  so  wird  der  Gleichung  durch  beliebige 
Werthe  von  A'A"  genügt,  q.  e.  d.  Die  Fläche  zweiter  Ordnung,  deren  Dis- 
criminante verschwindet,  ist  demnach  eine  Kegel  fläche;  Mittelpunkt 
derselben  ist  der  Punkt,  für  welchen  die  partiellen  ersten  Differentialquo* 
tienten  der  Coordinatenfunction  verschwinden. 

10.  Im  Allgemeinen  giebt  es  nur  einen  Punkt,  welcher  eine  gegebene 
Ebene  T^  a^x^  +  a^x^  +  a^x^  +  a^Xi  =  0  zur  Polarebene  hat. 

Bedeutete  einen  noch  unbestimmten  Factor,  so  sind  die  Coordinaten 
des  Poles  von  T  die  Lösungen  des  Systems 
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Sollen  die  Pole  sämmtlicher  Ebenen  nnendlich  fern  wer- 
den, so  muss  die  Qeterminante  dieses  Systems  unabhängig  von  den  Coeffi- 
cienten  cr/b  verschwinden;  es  müssen  also  die  Goefficienten  der  Glieder  der 
letzten  Colonne  einzeln  verschwinden.  Bezeichnet  d,-jt  den  Coefficienten  des 
Ä*®"  Gliedes  der  i*«"  Zeile  in  der  Discriminantc  der  Function  /,  so  liefert 
dies  für  die  in/*=0  auftretenden  Coefficienten  die  vier  Gleichungen 

^110^1  +  5t2^j+  ^.•3Ps  +  ^H^4  =  0,      f=:l,2,3,  4. 

Nach  bekannten  DeterminantensAtzen*  folgen  hieraus  die  Proportionen: 


9i''9% 

••99-9* 

•«1» 

•««2 

:«is 
■■"is 

:«M 
.au 

• 

=  «1S 
=  «14 

•au 

:'»S8 

:034 

«M 
«44- 

Diese 

Proportionen  liefern 

vereint 

: 

«U  "•  ^12 

■  «IS  ■  «14  : 

«2« :  «SS 

-.au-. 

«ss: 

«31: 

«44 

-=9i' 

•9i9i-9i9i-gi9i 

9v*  ••  9a93 

9i94 

:^s* 

■9i9i 

9,' 

Demnach  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  FlSche: 

{9i^i  +  92^2  +  9$^s  +  0^^*y  =  ^  5 
d.h.   die  Fläche   zweiten   Grades,   für   welche   die   Pole   aller 
Ebenen  unendlich  fern  sind,  ist  die  unendlich  ferne  Ebene, 
doppelt  gedacht. 

11.    Die  Polarebene  aller  Punkte  ist  unendlich  fern,  sobald 
für  alle  Werthe  von  x'k  die  Gleichungen  gelten : 

/"i  =  ^ö']i     f\  =  f^92y     /"3  =  ^ö'8»     f\  =  f^9*' 
Multiplicirt  man  der  Reihe  nach  mit  jr'ja:'2a:'3a?'4  und  addirt,  so  erhält  man : 
2f=x\f'i  +  x\  f^  +  x\  f^  +  x\  fx^k  (g^  .T^  +  g^x^  +  g^x^  +  gi^i) ; 
k  muss  demnach  ein  linearer  Factor  von  der  Form 

k  =  a^x^  +  a^x^  +  a^x^  +  «4^4 
sein.    Bezeichnet  man  abkürzend 

Ta,={jg^x^  +  ...  +  g^x^), 
so  liefert  die  Differentiation  und  die  obigen  Gleichungen  das  System 
h{9k^k+auTo.)=-gk.k. 

Hieraus  folgt  das  System  _        , 

aßcTaa  =  k.gk. 

^       Vergleicht  man  in  diesen  vier  Gleichungen  die  Coefficienten  derselben 

Coordinaten  mit  einander,  so  erhält  man: 


•   Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  2.  Auflage,  §6,2. 
Leipzig,  1864. 
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«10^2  =  ^29l  1  ^293  =  «80^2  » 
^1^8  =  ^3^11  <'2fl'4  =  04^21 
«1 94  =040^1,       ^30^4  =  ^^9s' 

Diese  GleichnDgen  liefern 

Die  Fläche  zweiter  Ordnung,  für  welche  sämmtliche  Punkte  eine  un- 
endlich ferne  Polarebene  besitzen,  ist  die  unendlich  ferne  Ebene,  doppelt 
gedacht;  ihre  Gleichung  also  ist 

/*  =  (^1  a?!  +  ÖTg  xj  +  gfg  arg  +  0^4  ar4)*  =  0. 

Dieser  Fall  bleibe  bei  den  folgenden  Betrachtungen  ausgeschlossen. 

12.  Sich  selbst  coujugirte  Tetraeder.  Man  wähle  einen 
Punkt  /^,  dessen  Polarebene  T'  im  Endlichen  liegt,  wähle  auf  T*  einen 
Punkt  P"  und  bestimme  dessen  Polarebene  T".  Auf  der  Kante  2''  r"  wähle 
man  einen  Punkt  F"',  dessen  Polarebene  T'"  mit  T"  T"  nicht  parallel  ist; 
dann  ist  I^  P"  p'"  (=  pr^)  die  Polarebene  von  r  T"  T"  (=  T^  und  das 
Tetraeder />'jP"/^'"/>iv  ist  sich  selbst  conjugirt,  d.h.  seine  Flä- 
chen sind  die  Polarebenen  der  gegenüberliegenden  Ecken. 

^Wird  die  Gleichung  der  Fläche  auf  ein  sich  selbst  con- 
jngirtes  Tetraeder  bezogen,  so  muss 

a:jfc  =3  0  Polarebene  des  Punktes  a:*  =  0 ,   a:/  =  0,   a?m  =  0 
sein,  wenn  iklm  irgend  eine  Permutation  der  Zahlen  1234  angiebt.  Es  gel* 
tcn  also  für  die  Coefficienten  von  f  folgende  Gleichungen : 

ÖU^l  +  Öi2a?2  +  «13  »T3  +  014^4  ^  -^l^li 
flia^Tl  +  022^2  +  «23^:3 -+  «24^4  ^  -^2^2 1 
Ö13  ^l  +  «23  *2  +  «33  Xz  +  flS4  a?4  ^  A^X^  , 
«14^1  +  «24^:2  +  <'34^3  +  fl4J^4  ^  AaSC^. 

Hieraus  folgt 

a,2  =  «13  =  flu  =  «23  =  «24  =  O34  =  Ö , 

und  die  Gleichung  der  Fläche  zweiten  Grades  auf  ein  sich 
selbst  conjugirtes  T|etraeder  der  Fläche  bezogen  lautet 
demnach :  «  «  ,  o       ^ 

flj  X^  +  «2  ^2    +  öj  X^  +  «4  J?4''  =  0. 

23.  Pol  einer  Ebene.  Lehrsatz:  lstg>=:0  die  Gleichung 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  Plancoordinaten,  so  ist 

P  ^  ip\  «1  +  q)2  t/2  +  (p\  WS  +  q>\  «4  =  0 
die  Gleichung  des  Poles  der  Ebene  u\;  d.h.  die  je  zwei  durch 
eine  willkürliche  Gerade  G  der  Ebene  u^it  an  tp  gelegten  Tan- 
gentialebenen sind  der  Ebene  u\  und  der  durch  G  und  P'  be- 
stimmten Ebene  harmonisch  conjugirt. 

Beweis:  Sei  T"  mit  den  Coordinaten  u'^  eine  beliebige,  durch  P 
gelegte  Ebene,  so  werden  die  Coordinaten  jeder  durch  die  Gerade  T"  T' 
gelegten  Ebene  T  durch  die  Formeln  dargestellt: 

Mi  =  A  1<  it  +  A   M  t,      A  +  A    =  i. 
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Soll  T  die  Fläche  9  =  0  berühren,  so  ergiebt  dies  für  X'i",  wenn  ^J"> 
den  Werth  von  q>  für  m[0  bezeichnet,  die  Gleichung, 

A'*  q>  +  k'  i"  {(p\  n\  +  tp\  u\  +  «p'j  t/'g  +  qp'4  e/"4 )  +  A"*  g)"  =  0. 
Der  Coefficient  von  k' k"  ist  Null,  da  ja  P  in  T"  enthalten  ist;  also  erhält 
man  für  das  Verhältniss  der  k: 

,/       ,'/  _/  T/""^        > 

X  :  A    =  ^—  <jp    :  qp  , 
d.  i.  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe ,  q.  e.  d. 

14.  Die  Formeln 

ViW  i  +  9>2W  3  +  9>3M  3  +  94«  4  und  g>  i«i  +  9  2«2  +  <P  d"3  +  9>  4M4 
sind  identisch.    Jede  Ebene  u\  also ,  welche  durch  den  Pol  der  Ebene  Uk 
geht,  hat  ihren  Pol  auf  der  Ebene  Uf^, 

Dreht  sich  also  eine  Ebene  um  einen  Punkt,  so  bewegt  sich  ihr  Pol 
auf  einer  Ebene,  welche  jenen  Punkt  zum  Pole  hat. 

Dreht  sich  eine  Ebene  um  eine  Gerade«  so  bewegt  sich  ihr  Pol  auf 
einer  Geraden,  deren  einhüllende  Ebenen  die  Punkte  der  ersten  Geraden 
zu  Polen  haben. 

• 

15.  Der  Pol  einer  Ebene  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  zugleich 
sämmtliche  partielle  erste  Differentialquotienten  von  q>  verschwinden.  Dies 
tritt  —  und  zwar  im  Allgemeinen  für  nur  eine  Ebene  —  ein,  sobald  die 
Discriminante  verschwindet: 


=  0. 


Seien  u\  die  Coordinaten  dieser  Ebene ,  für  welche  zugleich 
9^  =  0,     <p'2  =  0,     9'8  =  Ö>     <p'4=0, 
ferner  «"jt  die  Coordinaten  irgend  einer  andern  Tangentialebene  an  y  =  0, 
so  genügt  jede    durch    die   Gerade    T" T'  gelegte   Ebene    T  der 
Gleichung  9)c=0. 

Denn  stellt* man  die  Coordinaten  von  T  nach  den  Formeln  dar: 

«*=A'«t+rii"t,  A'+r=i, 

so  liefert  die  Substitution  in  9>: 

l't       '      I       ^'*"  /      '         "        ■  '        "1  '        "        I  '-/'Nil"*'* 

k^<p  +kk    (g>iW  i+gJjW  8+<)p3«'8  +  94«  4)  +  ^     V   • 

Nach  den  Voraussetzungen  ist 

i  ff  '  /  '  '  A  • 

also  in  der  That  (p  durch  die  Coordinaten  von  T  unabhängig  von  k'  und  }!' 
annullirt. 

Die  Fläche  qo,  deren  Discriminante  verschwindet ,  ist  demnach  im  All- 
gemeinen als  eine  Grenzfläche  charakterisirt.  Die  Hauptebene  dersel- 
ben hat  keinen  bestimmten  Punkt  zum  Pole. 


«11 

«12 

«13 

«14 

«12 

022 

«23 

«24 

«13 

«28 

«33 

«34 

«14 

«24 

«34 

«44 
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16.  .  Der  Pol  jeder  Ebene  wird   unendlich  fern,    wenn  nn- 
abliängig  von  den  Werthen  u'k  die  Gleichung  besteht: 

<P'i  +  ^\  +  ^\  +  ^'^  —  ^• 
Hierzu   ist  der  Verein   folgender  vier  Gleichungen  ausreichend   und 

nothwendig: 

«11  +  ai2  +  ai3  +  «14  =  0 , 

«12  +  «22  +  «23  +  «24  ==  0, 
«18  +  «23  +  «33  +  «34  =  0 , 
«14  +  «24  +  «34  +  «44  =  0. 

17.  Die  Coordinaten  der  Ebene,  welche  einen  gegebenen  Punkt 

/^  =  a^  W^  +  «gt/g  +  «gMj  +  Of4M4  =  0 

zum  Pole  haben,  bestimmen  sieb  aus  den  fünf  Gleichungen 

Sollen  alle  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  als  Pole  conjugirt  sein, 
so  muss  unabhängig  von  <ij^  das  Gleichungssystem  von 

t/^=:tl2  =  M3  =  t/4=l 

erfüllt  werden.  Hierzu  ist  ausreichend  und  nöthig,  dass  i^3=0,  und  es 
erübrigen  dann  für  die  Coefficienten  von  (p  dieselben  vier  Gleichungen, 
welche  in  16)  aufgefunden  worden  sind. 

Beide  in  16)  und  17)  betrachtete  Specialfftlle  fallen  demnach  zusammen. 

Zur  näheren  Kenntniss  der  durch  diese  Gleicliungen  charakterisirten 
Fläche  bemerke  mau ,  dass  jeder  ihrer  Punkte 

P=  g)\  Wi  +  (p\u^  +  ip\uq  +  (p\ui  =  0 
anf  der  unendlich  entfernten  Ebene  liegt,  da  ja 

^'i  +  Vi  +  <p\  +  <p\  =  0. 

Dann  füllt  es  entweder  die  ganze  unendlich  entfernte  Ebene  ans,  d.  h. 
degenerirt  zu  dieser  Ebene  selbst,  oder  es  erscheint  seine  Gleich- 
ung in  Form  der  Gleichung  zweier  unendlich  entfernten  Punkte. 

In  der  That  erfüllen  die  Coefficienten  von 

(«i«i  +  «a«2  +  «3 «3  +  «4W4)  («'i Wi  +  «V«  +  «V's  +  «4W4)  =  0 
für 

«l  +  «2  +  «3  +  «4  =  Ö    ^^^    «'i+«'2  +  «s  +  «4  =  0 

die  obigen  vier  Bedingungsgleichungen. 

Dieser  Fall  mag  von  den  künftigen  Betrachtungen  ausgeschlossen 
bleiben. 

18.  Sich  selbst  conjugirte  Tetraeder.  Man  wähle  eine  Ebene 
T\  deren  Pol  P' im  Endlichen  liegt;  ferner  eine  Ebene  J",  welche  durch 
P'  geht,  r"  nicht  parallel  ist,  und  deren  Pol  P"  ebenfalls  im  Endlichen 
liegt;  durch  die  Gerade  P'  F^'  lege  man  eine  Ebene  T'\  welche  T'T"  nicht 
parallel  ist.  Alsdann  ist  der  Punkt  ri^T'"  (=  P^^)  der  Pol  für  die  Ebene 
PP'P"  (=  r*v)^  „nci  d^  Tetraeder  />'/>" p"'piv  jg^  ein  sich  selbst  con- 
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jngirtes  Tetraeder,   d.  h.  jede  Tetraederfläche  hat  die  gegen üherliegende 
Ecke  zum  Pol. 

Wird  die  Gleichung  der  Fläche  auf  ein  sich  seihst  conju- 
girtes  Tetraeder  bezogen,  so  hat  die  Ebene 

tijg  =  Mi  =  Wm  =  0  den  Punkt  t/<  =  0 
zum  Pol,  wenn  iklm  irgend  eine  Peruiutation  von  1234  ist.   Hieraus  folgen 
für  die  Coefficienten  der  Function  tp  die  vier  Bedingungsgleichungen: 

«11  "l  +  «18  ^2  +  «13^3  +  «14  W4  ^  ^1  Wi , 
«12«l  +  «22^8  +  «23^8  +  «24W4  "=  A^U^, 
«13^1  +  «23^8  +  «83^3  +  «34  «4  =  ^s^S» 
au  Wi  +  0f24  "2  +  «34  W3  +  «44  "4  ^  -^4^4  • 

Dies  System  ergieht: 

«12  =  «13  =  «14  =  «23  =  «24  =  «34  =  0. 

Die   Gleichung    der   Fläche    zweiter  Classe    auf  ein    sich 
sich  selbst  conjugirtes  Tetraeder  bezogen  lautet  demnach: 
«i"i*  +  «8  V  +  «3  V  +  «4"4'  =  0. 

19.  Die  Gleichung  der  Fläche  ^=0,  welche  auf  ein  für  Punktcoordi- 
naten  definirtes,  sich  selbst  conjugirtes  Tetraeder  bezogen  ist,  lautet  zu- 
folge der  hier  vereinfachten  Beziehungen: 

akXk^  A.  — , 


für  Plancoordinaten : 


K  ^  ^3  ^4 


a,hy  a,h,^^ a^h^'^ a^h^      "' 
oder,  nachdem  man  mit  z/*  erweitert  hat: 

«1  «2  ^3  «4 

Die  Gleichung  der  Fläche  9>  =  0,  welche  auf  ein  für  Plancoordinaten 

definirtes,  sich  selbst  conjugirtes  Tetraeder  bezogen  ist,  folgt  für  Punkt- 

coordinaten  aus  den  Beziehungen 

.«* 
aicUk^Ar-, 

^1^1   I   »^8^2   I   »^3^3  I  ^4a?4^^ 
hy  Äj       .       Äj  A4 

nach  entsprechender  Erweiterung  zu 

«1  «8  «8  «4 

Hieraas  folgt:  Ein  für  Punktcoordinaten  definirtes,  sich  selbst  conju- 
girtes Tetraeder  ist  auch  nach  der  für  Behandlung  der  Gleichungen  in  Plan- 
coordinaten gegebenen  Definition  sich  selbst  conjugirt. 
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Da  nan  das  erste  Paar  Pol  und  Polarebene  bei  der  Constrnction  des 
sich  selbst  conjugirten  Tetraeders  beliebig  gewählt  wird,  so  folgt  weiter, 
dass  beide  Definitionen  für  Pol  und  Polare  sieb  auf  diesel- 
ben conjugirten  Paare  von  Punkt  und  Ebene  beziehen. 

20.  Directer  analytischer  Beweis  dafür,  dass  eine  Ebene, 
deren  Gleichung  7"=  0  ist  und  deren  Coordinaten  t/jt  ^ii^d ,  und  ein  Punkt, 
dessen  Gleichung  P=0  ist  und  dessen  Coordinaten  x'u  sind,  gleichzei- 
tig die  beiden  Beziehungen  erfüllen: 

r=  f\  x^  +  A  a?,  +  f\  x^  +  f\  x^  =  0, 

wenn  f=^^  und  9  =  0  die  Gleichungen  derselben  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  Punkt  -,  beziehentlich  in  Plancoordinaten  angeben. 
Sei  T  in  der  Form  gegeben : 

r^  a,ar,  +  «tiTj +  fljcT, +0^0:4  =  0, 
80  sind  die  Coordinaten  von  T: 

a)  Uk==^A.akhiy 

wo  A  einen  den  vier  Uk  gemeinsamen  Factor  bezeichnet. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  Py  dessen  Polarebene  T  ist,  bestimmen 
sich  aus  den  Gleichungen 

ö|l  ^1  +  ^It^t  +  ''l8*'^8  +  «14^4  =  ^  •  ^1 ' 

öijiCj  +  a,ja:j  +  a„ x^  +  «24^4  =  ^  •  ^'j » 
a, jOr,  +  «„a:,  +  «„ a?,  +  flg^ a:^  =  ^  .  «a , 

Bezeichnet  man  mit  iik  den  Coefficienten  des  t*^"  Gliedes  der  k^^ 
Reihe  in  der  Discriminante  von  /,  so  folgen  hieraus  die  Lösungen: 

b)  Xi^C  («1  d,  1  +  «2  äi2  +  «3  *«3  +  «4*t4)  » 
worin  C  den  o;,-  gemeinsam  ist. 

Die  Gleichung  der  Fläche  f  in  Plancoordinaten  kann  geschrieben 
werden : 

g)  _  —  -S—  Öfjfc  +~  2/7-  Ö2/f+  —  2/7-  03*+T--i  —  d4jfc  =  0. 

Da 
80  kann  man  hierfür  auch  setzen: 

wenn  A:  eine  der  vier  Ziffern  1,  2,  3,  4  und  t  eine  von  k  verschiedene. der- 
selben Ziffern  bezeichnen. 

Die  partiellen  Differentialquotienten  nach  Ui  sind  hiernach: 
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Der  Pol  von  w*.  hat  hiernach  die  Coordinaten 

wenn  D  einen  von  i  unabhängigen  Factor  bezeichnet. 

Setzt  man  hier  für  —  die  aus  a)  folgenden  Werthe  ein ,  so  entsteht 

wofür  auch  geschrieben  werden  kann: 

C)  I,-  =  E  («,  Six  +  <l2^£2  +  Ö3^f3  +  «4^14)» 

wo  E  von  I  unabhängig  ist. 

Vergleicht  man  die  Formeln  b)  mit  c) ,  so  folgt 

X,  :  CT,  :  a-j :  0:4  =  I,  :  §,  :  §,  :  ^4. 

Nimmt  man  hierzu  die  Gleichungen 

^Qk  Xk  =  ^,     2:gk  £t  =  ^, 
80  folgt  ferner  . 

Der  nach  Punktcoordinaten  definirte  Pol  Xk  ist  demnach  identisch  mit 
dem  nach  Plancoordinaten  definirten  Pol  |>t»  q«  <*•  d. 

21.  Unterscheidung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  nach 
ihren  auf  ein  sich  selbst  conjugirtes  Tetraeder  bezogenen 
Gleichungen. 

Die  beiden  Gleichungen  der  Fläche  seien 

a)  f^o^x^^  +  a^x^^  +  as,x^^  +  a^x^==0, 

b)  g>  =  «1  w,*  +  ofj  Mj'  +  «3  "a'  +  Ö4 "/  =  ^ » 
wo  also 

A.  Einer  oder  mehrere  von  den  vier  Coefficienten  ak  oder 
«jt  sind  gleich  Null.  In  der  Gleichung  der  Fläche  in  allgemeinster  Form 
wird  dies  dadurch  angezeigt,  dass  alsdann  die  Discriminante  der  Functio- 
nen /*,  beziehentlich  g?,  die  ja  eine  Invariante  derselben  ist,  verschwindet. 

1.  ö^  =  rt3  =  (Tj  =  0,  also  «4  =  00,  «3  =  00,  erj  =  QO,  ohne  bestimmtes 
Verhältniss. 

Die  Gleichung  /*=0  reducirt  sich  auf  a;,*=0,  und  in  Uebereinstimmung 
damit  ergiebt  sich  aus  b) :  w,  =«2  =  1/5  =  0,  d.  h.  die  Gleichung  repräsentirt 
die  eine  Ebene  des  Tetraeders. 

2.  «^  =  ofj  =  «2  =  ^  >  ^^^^  «4  ==  00,  «8  =  00,  a,  =  00,  ohne  bestimmtes 
Verhältniss  zu  einander. 

Man  erhält 

9  ^  a,  11^  =  0  und  0^4  =  o?,  =  ir,  =  0 ; 
die  Gleichung  repräsentirt  einen  Eckpunkt  des  Tetraeders. 

3.  «4  =  0,  «8  =  0;  ^\  •  flt>0.  ' 

Die  Gleichung  in  Punktcoordinaten  wird  zu 
/=flf,a?,'  +  <i,arj«  =  0, 
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nnd  wird  nnr  dareh  die  Punkte  befriedigt ,  für  welche  zugleich 

«,==0,     ar,  =  0, 
also  für  eine  Kante  des  Tetraeders. 

4.  »4  =  0,   ffj  =3 0;   «f,  :  «,  >  0. 

Die  Gleichung  in  Plancoordinaten  ist 

9  ^  ff,  fij*  +  fff^t'  =  0. 
Ihr  genügen  nur  die  Ebenen ,  für  welche  zugleich 

w,  =0,     tt,  =  0. 
Sie  umhüllen  eine  Kante  des  Tetraeders. 

5.  «4  =  0,  flt  =  0;  «iTÄ,  <[0. 

In  diesem  Falle  kann  man  die  Gleichung  schreiben: 
f^  a^x^  —  a^xf  =  0. 
Sie  stellt  zwei  Ebenen  dar,  deren  Gleichungen  die  Form  haben: 
fla:t  +  fta:,  =  0  und  oa?,  —  fta:t  =  0. 
Dies  Ebenenpaar  ist  den  Axenebenen  oT]  =0,  ^,  =  0  harmonisch  con- 
jngirt. 

6.  »4  =  0,    er,  =  0;    a,  :or,<CO. 

Die  Gleichung  9  =  0  kann  geschrieben  werden : 
fp  ^  a*t/,*  —  j8*t/,*  =  0. 
Sie  ergiebt  zwei  Punkte: 

cfWj  +  /?i/,  =  0  und  «w,  —  j?Mj  =  0. 
Dieses  Punktenpaar  liegt  in  einer  Tetraederkante  und  ist  den  Endpunkten 
derselben  harmonisch  conjugirt. 

7.  04  =  0 ,  a<:  Qk >  0. 

Der  Gleichung  genügt  nur  ein  Punkt: 
ar,  =  ar,  =  ara  =  0. 

8.  «4  =  0,    o,:aA>>0. 

Der  Gleichung  entspricht  nur  eine  Ebene: 

u,  =  t/,  =  M3  =  0. 

0.    a^  =  0,  und  nicht  alle  drei  a}^  haben  gleiches  Zeichen. 

Die  Gleichung /*=:0  ergiebt  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  des- 
sen Mittelpunkt  in  einer  Ecke  des  Tetraeders  liegt. 

10.    «4  =  0,   und    nicht   alle  drei  cy/b  haben  gleiches  Zeichen. 

Die  Gleichung  g»  =  0  ergiebt  eine  Grenzfläche  zweiter  Ordnung, 
für  welche  die  eine  Tetraederfläche  Hauptebene  ist. 

22.  Zur  weiteren  Classification  der  Flächen,  deren  Discriminante 
nicht  verschwindet,  dienen  folgende  Sätze: 

Auf  welches  der  unendlich  vielen  sich  selbst  conjugir- 
ten  Tetraeder  man  auch  eine  Fläche  bezieht,  immer  bleibt 
die  Anzahl  der  positiven  und  die  Anzahl  der  negativen  Co- 
efficienten  in  der  Gleichung  der  Fläche  unverändert. 

Dieser  Satz  folgt  aus  dem  Trägheitsgesetz  für  quadratische  Formen, 
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23.  Wenn  in  der  Gleichung  /*=0  drei  Coefficienten  das- 
selbe Vorzeichen  haben,  so  lassen  sich  in  die  Fläche  keine 
Geraden  legen. 

Denn  wenn  sich  eine  Gerade  soll  in  die  Fläche  legen  lassen,  so  mass 
die  Fläche  alle  vier  Ebenen  des  Axentetraeders  in  reellen  Pnnkten  schnei- 
den. Haben  aber  z.  B.  a^a^a^  dasselbe  Vorzeichen,  so  hat  die  Fläche  f 
mit  der  Ebene  x^^=0  keine  reellen  Pankte  gemein. 

24.  Wenn  in  der  Gleichung  f=0  zwei  positive  und  zwei 
negative  Coefficienten  vorhanden  sind,  so  ist  die  Fläche 
eine  gerlidlinige  Fläche.  Durch  jeden  Punkt  der  Fläche 
gehen  zwei  gerade  Linien,  die  ganz  in  die  Fläche  fallen. 

Denn  in  diesem  Falle  kann  die  Gleichung  in  Punktcoordinaten  ge- 
schrieben werden: 

f=  «i'a;,*  -  fl.'art*  +  «s'^s*  —  «4*^:4*  =  0. 
Hierfür  kann  man  setzen : 

f=  (a,  x^  +  a^x^)  (ö,ir,  —  a^x^)  +  {a^x^  +  a^x^)  {a^x^  —  a^arj  =  0. 
Kürzt  man  ab : 

r,  =  a^x^  +  a^x^,     T^  =  äjOTj  —  a^x^, 
so  wird  /erfüllt  für  alle  Punkte,  für  welche  zugleich 

r'  =  xr,-|ttr,  =  0  und  T"=iiTt  +  XT^  =  0, 
sowie  für  alle  Punkte,  für  welche 

r:"=xr,-ft7;=o  und  r^^  =  fi7,  +  ;ir,=o. 

Die  Ebenen  T'  bilden  ein  Büschel  mit  T,  T,, 

71  »  "*  )»  71  »1  »     '*t-*4» 

^'"  nr»    rp 

n  »»         *  1»  »1  J»  >»    ^1  ■*4> 

rpW  rp    fp 

»»  »>         •*  n  n  »>  1»     ■■«■*s»  • 

Durch  Variation  der  Coefficienten  Kii  geht  aus  der  Durchdringung  je 
zweier  demselben  kfi  zugehörigen  Ebenen  jT  und  T"  das  eine  System,  und 
je  zweier  zusammengehörigen  Ebenen  T'"  und  T^^  das  andere  System  von 
in  der  Fläche  enthaltenen  Geraden  hervor. 

Von  den  Geraden  des  einen  Systems  schneidet  keine  die  andere.  Jede 
Gerade  des  einen  Systems  schneidet  jede  Gerade  des  andern. 

Um  nachzuweisen,  dass  jeder  Punkt  x'^y  welcher  der  Gleichung 

entspricht,  auf  dem  Durchschnitt  zweier  Ebenen 

^^^S^j  genügt  es,  zu  bemerken,  dass  sich  itft  immer  so  wählen  lassen,  dass 

lT\  +  (iT\^0,  also  T\^^^T\. 
Da  nun  /*'  die  Gleichung  erfüllt: 
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so  ergiebt  sich  nach  der  Substitution  des  Werthes  für  T\ : 

^.  e.  d. 

Ebenso  lässt  sich  beweisen ,  dass  jeder  Punkt  der  Fläche  auf  dem 
Durchschnitte  zweier  £benen  T'"  und  T^^  gelegen  ist.  Mithin  gehen  durch 
jeden  Punkt  der  Fläche  zwei  Gerade,  die  ganz  der  Fläche  angehören, 
q.  e.  d. 

Jede  Tangentialebene  enthält  die  durch  den  Berüh- 
rungspunkt gehenden  Geraden  der  Fläche. 

Denn  wenn  x'k  ^" k  die  Coordinaten  zweier  auf  einer  Geraden  der 
Fläche  gelegenen  Punkte  sind ,  so  gehört  auch  der  Punkt  der  Fläche  an, 
dessen  Coordinaten  nach  den  Formeln  gebildet  sind : 
Xk^=l>  X  i^-^-X   X  u^      A  +A   =  1. 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  f^=^^  ein,  so  entsteht 

A'r + i"Y" + 2  A-r  (f\  x'\ + r.  x^+r*  a". +r,  x\) = o; 

da  nach  der  Voraussetzung 

/*'  =  0  und  /"'^O, 
BO  ist  auch 

/".  x\  +  r.  x\  +  f\  x\  +  r, x\  =  0; 
tler  Punkt  x"k  genügt  demnach  der  Gleichung  der  Tangentialebene  in  x  j^, 
q.  e.  d. 

Ausser  diesen  Geraden  kann  es  demnach  keine  auf  der 
Fläche-  geben. 

25.  Die  analoge  Untersuchung  für  Plancoordinaten  ergiebt:  Wenn 
von  den  Coefficienten  der  Gleichung  9  =  0  (also  auch  von 
/"csO)  drei  dasselbe  Zeichen  haben,  so  giebt  es  kein  ebenes 
Büschel,  das  aus  lauter  Ebenen  der  Fläche  q)  zusammen- 
gesetzt  wäre. 

Denn  dann  müsste  durch  jeden  Tetraedereckpunkt  eine  solche  Büschel- 
ebene gehen,  es  müsste  also  jeder  Tetraedereckpunkt  eine  Ebene  von  9)  =  0 
enthalten.  Sind  aber  z.  B.  aiO^a^  positiv,  «^  negativ,  so  enthält  der  Punkt 
ti^  =  0  keine  reelle  Tangentialebene  der  Fläche. 

26.  Sind  von  den  Coefficienten  in  der  Gleichung  9  =  0 
(also  auch  in  f=0)  zwei  positiv  und  zwei  negativ,  so  giebt 
es  unzählig  viele  Büschel  aus  Tangentialebenen.  Jede  Tan- 
gentialebene gehört  zwei  solchen  Büscheln  an. 

Denn  in  diesem  Falle  kann  man  die  Gleichung  schreiben : 
(f  =  «1«  1/,'  —  «,«  Wt*  +  «s*  «8*  -  «4*  M4* 
=  («j  Wi  +  a,  M,)  (a,  w,  —  «8 w,)  +  (c,  1/3  +  a^u^)  («3 «s  —  «4  «4)  ==  ^• 
Man  kürze  ab 

P,  =  ajW,  +  a,r/,,     P,  =  a,M,  —  a,M,, 
Pj  =  ajWj  +  «4  «4,     />4  =  «aMa  —  a^u^. 
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Alsdann  enthält  <p  alle  Ebenen ,  für  welche  zugleich 
sowie  alle  Ebenen,  für  welche  zugleich 

Die  Pankte  P'  bilden  eine  geradlinige  Reihe  mit  Pj  und  P,, 
P"  P  P 

P'"  P  P 

pIV  p  p 

Da  durch  das  VerhSltniss  k :  fi  die  zusammengehörigen  Punktenpaare 
P' P''  und  P'" P^^  eindeutig  bestimmt  sind,  so  folgt,  dass  keine  Ebene 
zwei  Bäscheln  des  Systems  P' P"  oder  beziehentlich  p" P^'^ 
gemeinsam  sein  kann,  oder  dass  von  den  Bilschelaxen  P'P'', 
sowie  von  denen  P"'P^^  keine  die  andere  schneidet. 

Jede  Axe  des  einen  Systems  schneidet  jede  Axe  des 
andern. 

Es  müssen  sich  dann  immer  vier  Zahlen  aßyd  finden  lassen,  durch 

welche  für  irgend  vier  Werthe  XyiX' yi'  die  Identität  erfüllt  wird: 
«P'  +  /3P"  =  yP'"+dP^v 

Diese  führt  auf  vier  für  ußyö  lineare  Gleichungen;  die  Determinante  die- 
ses Systems 

l      0    — r    0 

|Lt     0     ö     ;i' 

0      fi      0   — ft' 

0      A      /      0 

verschwindet  identisch,   also   ist  die  gewünschte  Wahl  immer  ausführbar, 
q.  e.  d. 

Um  endlich  naclizuweisen,  dass  jede  Tangentialebene  u^  von  9  =  0 
zwei  Büscheln  angehört,  bemerke  man,  dass  alsdann  für  u'k 
P,P,  +  PjP^=0  und  zugleich  P'  =  0,  P"  =  0, 
sowie 

/^^+P3/4=0       n  n         P'"=0,  P'V=0. 

Die  beiden  Axen,  Wi*lche  eine  Tangentialebene  entbälr ,  schneiden  sich 
im  Berübtuügspuukte. 

Es  fallen  hiernach  die  Axeu  der  aus  lauter  Tangentialebenen  zut>aiii- 
nienge.>etzten  Büschel  und  die  aus  lauter  Punkten  der  Fläche  bestehenden 
Geraden  zusammen. 

27.  Lehrsatz:  Beim  Uebergange  von  einem  sich  selbst 
conjugirten  Tetraeder  zu  einem  andern  bleibt  die  Summe 
der  Coefficienten  in  der  Gleichung  /*=0,  sowie  in  der  Gleich- 
'unjj:<p  =  0  unverändert. 

Beweis:    a)  für  die  Constanz  der  Summe  der  Coefficienten  in  /'=0. 
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Transformirt  man  nach  §3,3),  so  erfüllen  die  Coefficienten  folgende 
Bedingungsgleichungen ,  wenn  das  neue  System  nach  der  VorausBetzung 
ein  sich  selbst  conjugirtes  ist: 

Für  k  und  /  wähle  mau  je  zwei  verscbiedeue  der  Nummern  1234,  so 
erhält  man  die  notbwendigen  uud  ausreichouden  sechs  Bedingungen. 
Die  Coefficientensumme  in  der  transforniirten  Gleichung  ist 
5=  Za,-  0»/«2  +  ^(02  +  «^(02  +  ,,^(02), 

Fügt  man  zu  dieser  Summe  die  sechs  Formeln 

—  2 ^ »■  ai  ög)  aj«>  cosyfci=Oy 
so  erhält  man 

27  Gi  (aiC)2  +  «,(02  +  a^an  +  a^ii)^  -  2«,'  a^«  cos y„  —2a,^a^'  cosy.j, 

—  2  a,<  a/  co$  y^^  —  2  öj'  ö  »<  co*  y,j  —  2  a,«  a^'  co«  y^^  —  2  a,'  a^'  cos  73^). 
Nach  den  in  §  3,  2)  enthaltenen  Voraussetzungen  über  die  Coefficien» 
teu   der  Transformationsformeln    sind   die  Coefficienten   der   Ui  in  dieser 
Summe  gleich  der  Einheit;  also  ist 

S^==«i  +  a8  +  «3  +  «4» 
q.  e.  i\. 

Beweis:    b)  für  die  ConbtAuz  der  Summe  der  Coefficienten  in  g?  =  0, 
-  Transformirt I man  nach  §3,  7),  so  erfüllen  die  Coefficienten  nach  der 
Voraussetzung  folgende  sechs  Gleichungen: 

^j*  «i«!*^  a(«)  =  0,  kl  zwei  verschiedene  von  1234. 
Die  Coefficientensumme  der  transformirten  Gleichung  ist 
5  =  r  a,  (a/«")?^  cr,(02  +  «,(«2  +  ^m). 
Fügt  man  die  sechs  Formeln  hinzu : 

22'ö»«i«;» 

so  erhält  man 

S  =  2;«,.  («,'+«,'+ «3*  +  «/)'• 
Da  nun  nach  den  Voraussetzungen  des  §3,7) 

«/  +  ««*  +  «3'+<==^ 

*K\   folgt 

q.  o.  d. 

28.  B.  Classification  der  Flächen,  deren  Discriminante 
von  Null  verschieden  ist. 

I.  Geradlinige  Flächen:  Zwei  Coefficienten  haben  das- 
selbe Vorzeichen. 

a)    flf, +  a2  +  «8  +  «4  =  ^• 
ln  diesem  Falle  liegt  der  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene  —  d.  i.  das 

Centrum  der  Fläche  —  unendlich  fern,  denn  seine  Gleichung  ist 

Of,  ti,  +  »2"t  +  «««8  +  «4  «4  =  ^• 

Dies  charakterisirt  das  hyperbolische  Paraholoid. 
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b)    cc^  +  a^  +  a^  +  a^  ist  von  Null  verschieden. 

Von  den  beiden  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind  hier  stets  zwei  ne- 
gativ, zwei  positiv.  Das  Centrum  liegt  aldo  für  alle  sich  selbst  conjugirten 
Tetraeder  in  einem  der  sechs  den  Kanten  anliegenden  Räume. 

Wählt  man  das  Centrum  selbst  als  Tetraederecke,  so  bleibt  jene  Lage 
des  Centrums  ungeändert,  also  werden  zwei  Coefficienten  der  transformir- 
ten  Gleichung  negativ,  einer  positiv;  die  Gleichung  in  Punkte oordiaaten 
erhält  also  die  Form 

—  öj*  (Cj*  —  «2*  X,*  +  ög'iCa*  +  1  =  0. 

Hierdurch  wird  das  einschalige  Hyperboloid  charakterisirt. 

II.  Nicht- geradlinige  Flächen.  Drei  Coefficienten  haben 
dasselbe  Vorzeichen. 

a)  «J  +  ff2  +  «8  +  «4  =  Ö- 

Das  Centrum  liegt  unendlich  fern;  der  Gleichung  gehört  das  ellip- 
tische Paraboloid  zu. 

In  jedem  von  a)  verschiedenen  Falle  kann  man  die  Gleichung  so  um- 
bilden, dass  I         I        I       «w  1 
'                                    «1 +  a«  +  a8  +  04>  >• 

b)  Drei  Coefficienten  sind  positiv,  einer  negativ. 

In  diesem  Falle  hat  das  Centrum  drei  positive  Coordinaten,  liegt  also 
in  einem  der  vier  einer  Tetraederfläche  aussen  anliegend^en  Bäume.  Wählt 
man  den  Mittelpunkt  als  den  einen  Tetraederpunkt,  so  wird  demnach  die 
Gleichung  .u  _  ^  .^ .  _^  ^^.^^.  _^  ^^.^^.  _^  ^  ^  ^ 

Dies  ist  die  Gleichung  des  zweischaligen  Hyperboloids. 

c)  Drei  Coefficienten  sind  negativ,  einer  positiv.  In  diesem 
Falle  hat  das  Centrum  drei  negative  Coordinaten,  liegt  in  dem  äusseren 
Scheitelraume  einer  Tetraederecke.  Bezieht  man  die  Gleichung  auf  ein 
Tetraeder,  welches  das  Centrum  als  Eckpunkt  enthält,  so  wird  die  Gleichung 

a,*x,^  +  a^^x^'  +  aa'^s*  -1=0; 
sie  repräsentirt  also  das  jBIlipsoid. 

29.  Bezieht  man  die  Gleichungen  der  Flächen  auf  ein  Tetraeder,  von 
welchem  ein  Eckpunkt  (^^)  unendlich  fern  ist,  so  geht  nach  §4,3)  die 
Gleichung  zwischen  dcu  homogenen  Plancoordinaten  in  eine  nicht  -  homogene 
Gleichung  zwischen  den  Abschnitten  der  variabcln  Ebeuo  auf  den  nach  dem 
unendlich  fernen  Punkte  gezogenen  Geraden  (also  auf  Geraden,  die  durch 
4  ^2  ^z  parallel  mit  dem  der  Ebene  ^,  J^  ^»  conjugirten  Durchmesser  ge- 
zogen sind)  über. 

Die  eine  Coordinate  des  Centrums  wird  gegen  die  anderen  verschwin- 
dend klein,  aber  die  Vorzeichen  derCentrumcoordinaten,  die  für  die  Fläche 
charakteristisch  sind,  bleiben  unverändert. 

Hiernach  wird  die  Gleichung 

des  einschaligen  Hyperboloids:  ai*f|*  +  «t* ^«'^  +  «s* ^'s' =  1» 

„    Ellipsoids:  a^v^  —  atVt  — «3*»»'  =  !. 
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Da  unter  den  nicht  verschwindenden  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
beim  Ellipsoid  hier  stets  zwei  negativ  sind  und  eine  positiv  ist,  so  folgt, 
dass  in  der  Gleichung  des  EUipsoids,  wenn  sie  in  der  angegebenen  Form 
[nicht  mit  (—1)  erweitert]  geschrieben  wird : 

DieGleichnng  des  zweischaligen  Hyperboloids  nimmt  in  diesem 
Falle  zwei  verschiedene  Formen  an.  Legt  man  das  Tetraeder  so,  dass  der 
Mittelpunkt  im  Innern  des  Dreiecks  A^A^A^  liegt,  so  wird  das 
Glied  constant,  welches  in  den  negativen  Coefficionten  multiplicirt  ist;  die 
Gleichung  erhält  also  die  Form 

a)  «i'«'.'  +  «,^-.'  +  «,V=l. 

Der  Tangentialpunkt  einer  £bene  v\  v\  v\  hat  die  Gleichung 
«1  v'j  »t  +  «,»',  Vt  +  a.p'sPa  =  1 , 
wo  also 

«.'p". +«,»»",+«.'/,' =1. 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt,  dass  es  keine  Tangentialebene  v'k 
giebt,  deren  Tangentialpunkt  in  der  Fläche  g^y  d.  i.  in 

t7i=0,       1^2  =  0,       »3  =  0 

liegt.  Die  Schlussfolgeruug  ist  umkehrbar,  mithin  hat  die  Gleichung  des 
zweischaligen  Hyperboloids  dann  und  nur  dann  die  Form  a)  mit  drei  positi- 
ven Coefficienten ,  wenn  die  Diametralebene  AxA^A^  die  Fläche  nicht 
schneidet. 

Legt  man  hingegen  das  Tetraeder  so,  dass  der  Mittelpunkt  ausserhalb 
desselben  liegt,  wobei  er  dann  stets  in  einem  der  einen  Kante  aussen  an- 
liegenden Flächentheile  sich  befindet,  so  wird  ein  mit  positivem  Coefficien- 
ten behaftetes  Glied  constant;  die  Gleichung  erhält  jetzt  die  Form 

b)  «i*V-a,*e;,«-«3't;s«  =  l. 

In  diesem  Falle  schneidet  die  Diametralebene  Ai  A^A^  die  Fläche.  Da 
zwei  von  den  nicht  verschwindenden  Coordinaten  desCentrnms  positiv  sind, 
die  dritte  negativ  ist,  so  folgt  weiter,  dass  hier  stets 

»i*  —  «,*  —  «3*  <  0. 
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Der  Calculns  des  Victorins. 

Von 

Gottfried  Friedlein 

in  Hof. 
(Hierzu  9  Tabellen  ) 


Eine  als  Über arithmcticae bezeichnete  Bamberger  Pergamenthandschnft 
des  X.  oder  XL  Jahrhunderts  (H.  S.IV,  24  (N.26))  kam  durch  Herrn  Direc- 
tor  Halm,  der  für  Hebung  der  handschriftlichen  Schätze  unermüdlich  nicht 
allein  selbst  thätig  ist,  sondern  auch  Anderen  bereitwilligst  die  Wege  dazu 
bahnt,  zu  solchem  Nachforschen  in  die  Hände  des  Herrn  Professor  Christ, 
und  der  Scharfsinn  dieses  Gelehrten  erkannte  nicht  nur  bald,  dass  zwei 
Theile  in  dem  Manuscript  müssen  unterschieden  werden:  ein  Tractat  über 
die  Weise  derMultiplication  und  Division  bei  den  Römern  nach  seinem  Dafur- 
lialten,  und  ein  weitläufiger  Commcntar  zu  demselben,  sondern  er  ermittelte 
auch  die  Verfasser  von  beiden  Arbeiten,  nämlich  Victorius  aus  Aquitanien 
aus  dem  V.Jahrhundert  für  die  erste,  und  Abbo,  den  späteren  Abt  von 
Fleury  aus  dem  X.  Jahrhundert,  für  die  zweite.  Das  Ergebniss  seiner  For- 
schungen veröffentlichte  Christ  in  den  Sitzungsberichten  der  Akademie  zu 
München  1863,  S.  100-152.  Diese  Arbeit  veranlasste  mich,  die  Bamberger 
Handschrift  selbst  einzusehen,  und,  was  ich  auf  Grund  derselben  und  anderer 
Handschriften,  welche  das  Werk  des  Bernelinus  enthielten,  der  gleich- 
fftlls  Victorius  benutzte,  über  den  Calculus  des  Letzteren  zu  sagen  ver- 
mochte, habe  ich  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  IX,  S.  309 
und  314  —  320  dargetlian.  Aus  Hultsch,  metrolog.  script.  relL  lly  S.  155,  er- 
fuhr ich,  dass  der  im  Bamberger  Codex  nur  verstümmelt  erhaltene  Calculus 
des  Victorius  in  einer  Bern  er  Handschrift  (mx.malh,*ZbO  4P  saec,  TX  velÄ) 
enthalten  sei  und  suchte  natürlich  zur  Einsichtnahme  derselben  zu  ge- 
langen. Als  bereitwilligster  Vermittler  dazu  erbot  sich  mir  Herr  Director 
Halm,  nur  machten  es  demselben  verschiedene  Umstände  unmöglich, 
mir  in  der  nächsten  Zeit  das  Gewünschte  zu  verschaffen.  So  erhielt  ich 
weitere    Kunde   über   diesen  Calculus,    während    ich   an    der   Arbeit  über 
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die  Zahlzeicben  u.  d.  ü.  schrieb ,  die  nunmehr  in  Erlangen  bei  Deichert 
erschieneu  ist*,  nur  durch  die  Herausgabe  der  Werke  Gerbert's  durch 
Olleris^  und  es  enthalten  daher  die  Nummern  63  und  130—133  dieser  Ar- 
beit nur  kleine  Fortschritte  in  der  richtigen  Erkenntniss  des  Werkes  des 
Victorius.  Während  des  Druckes  derselben  jedoch  bekam  ich  die  Mit- 
theilungen  des  Herrn  Professor  Kinkelin  über  den  Calculus  des  Victo- 
rius in  einer  Baseler  Handschrift  in  den  Verhandlungen  der  naturfor- 
schenden Gesellschaft  zu  Basel  in  die  Hände  und  konnte  in  einem  Anhang, 
S.  160—163,  noch  Nutzen  daraus  ziehen. 

Es  war  natürlich,  dass  sich  mein  Wunsch  wieder  regte,  die  handschrift- 
liche Ueberlieferung  selbst  einsehen  zu  können,  und  zu  meiner  grossen 
Freude  theilte  mir  auch  Herr  Director  Halm  mit,  dass  mir  im  Herbst  (1869) 
noch  dies  sollte  zu  Theil  werden.  Dieses  Versprechen  wurde  in  einer  Weise 
gehalten ,  die  alle  meine  Hoffnungen  übertraf  und  für  die  ich  hier  meinen 
besten  Dank  auszusprechen  habe.  Auf  Bitte  des  Herrn  Director  Halm 
verstand  sich  nämlich  Herr  Professor  Eduard  Wulff lin  dazu,  eine  mit 
grösster  Genauigkeit  und  Sorgfalt  gefertigte  Abschrift  der  Baseler  Hand- 
schrift herzustellen.  Diese  hat  Halm  selbst  mit  der  Berner  Handschrift 
collationirt  und  beide  Arbeiten  freundlichst  mir  zugestellt,  um  weiter  für 
die  Verwerthung  derselben  zu  sorgen. 

So  war  meine  Aufgabe  zunächst  die,  den  Inhalt  des  handschriftlich 
Vorliegenden  zu  untersuchen,  etwaige  Fehler  desselben  zu  ermitteln  und 
iDsbesondere  darauf  zu  achten,  ob  Alles,  und  wenn  nicht,  wieviel  dem  Vic- 
torius beizumessen  ist. 

Das  Ergebniss  konnte  mit  und  konnte  ohne  Abdruck  des  in  den  Hand- 
schriften Gebotenen  mitgetheilt  werden  und  es  lässt  sich  nicht  leugnen,  dass 
man  zweifelhaft  darüber  sein  kann ,  ob  die  Wiederbekanntgabe  eines  vor 
wenigstens  1400  Jahren  gebrauchten  Bechenknechtes  so  viel  Interesse  er- 
regen kann,  als  es  bei  den  Kosten  eines  solchen  vorauszusetzen  ist.  Die. 
Erwägung  jedoch,  dass  dieses  Werk  das  einzige  in  seiner  Art  ist,  das 
uns  aus  dem  Alterthum  erhalten  ist,  dass  es  zwar  zum  Theil  in  den  Wer- 
ken Beda*s,  Basel  1&63,  I,  Gol.  149—  158,  abgedruckt  ist,  aber  allein  in  den 
ersten  32  Colnmnen ,  während  es  ohne  die  weiteren  Tabellen  98  enthält,  und 
auch  in  diesen  höchst  mangelhaft,  endlich,  dass  zugleich  auch  eine  Tra- 
dition durch  sechs  Jahrhunderte,  nämlich  vom  V.  bis  X.  Jahrhundert,  dabei 
iD  Betracht  kommt,  diese  Erwägung  hat  mich  bestimmt,  auch  das  hand- 
schriftlich Gebotene  bekannt  zu  geben,  um  so  mehr,  als  die  rühmlichst 
bekannte  Teubner'sche  Buchhandlung  die  Hand  dazu  bot.  Dabei  Hess  ich 
jedoch  zwei  Abschnitte  weg,  welche  bereits  von  Hultsch  in  seinen  meiroL 
scribt  rell.   abgedruckt  sind.     Beide  sind  spätere  Zuthaten  und  es  reicht 


•   Die'Zahlzeichen^und  das  elementare  Rechnen  der  Griechen  und  Römer  und 
des  christlichen  Ahendlande»  vom  VII.  bis  XIII.  Jahrhundert.     Erlangen  1869. 
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daher  die  MittheiluDg  der  abweichenden  Lesarten  für  jede  etwaige  Unter- 
sacbuDg  darüber  aus.  Weil  endlich  die  Herstellnng  der  Tabellen  mit 
Ersparnng  anDöthigen  Aufwandes  erfolgen  musste,  so  wurden  sie  von 
dem  Texte  getrennt ,  und  es  finden  sich  also  an  der  Stelle  derselben  im 
Text  die  Abweichungen  der  Handschriften.  Sind  diese  Unterbrechangen 
weniger  schön  zu  nennen,  so  hat  man  dafür  auf  der  andern  Seite  den 
Vortheil ,  dass  die  Tabellen ,  welche  ja  doch  die  Hauptsache  bilden, 
möglichst  in  der  überlieferten  Gestalt  gegeben  werden  konnten.  Dass 
nämlich  Victorius  so  seinen  Calculus  einrichtete,  erhellt  wenigstens 
für  Col.  1  —  98  aus  den  Worten  der  Einleitung;  ob  aber  auch  die  Zahl- 
zeichen die  des  Victorius  waren,  ist  zwar  ungewiss,  aber  es  ist 
sehr  wahrscheinlich,  dass  zu  seiner  Zeit  die  umständlichen  alten  Formen 
sich  in  bequemere  Formen  für  die  Currentschrift  umgestaltet  hatten. 
Christ  macht  nämlich  (S.  104)  darauf  aufmerksam,  dass  ganz  verwandte 
Charaktere  sich  in  den  Schriften  der  gromatici  finden,  welche  nach  Momm- 
sen  im  V.  Jahrhundert  zusammengestellt  wurden.  Da  wenigstens  gar  keine 
Andeutungen  vorliegen,  dass  eine  Aenderung  in  der  Zwischenzeit  vom 
V.  bis  X.  Jahrhundert  mit  den  Zahlzeichen  vorgenommen  wurde,  so  bleibt 
mir  nichts  Anderes  übrig ,  als  die  Zeichen  möglichst  genau  wiederzugeben, 
welche  die  vorliegenden  Handschriften  aus  dem  X.  oder  XI.  Jahrhundert 
darbieten,  natürlich  nicht  in  ihren  einzelnen,  oft  nachlässig  und  gedankenlos 
geschriebenen  Zügen ,  sondern  so ,  wie  sie  sich  aus  den  relativ  sorgfältigst 
geschriebenen  Stellen  entnehmen  Hessen. 

Demnach  ging  die  Form  ZI  für  2  Unzen  durch  die  Mittelform  Z  über 
in  3i  welche,  wenn  sie  selbst  den  Anfang  macht,  was  bei  2,  3,  4,  5  Unzen 
der  Fall  ist,  den  stärkeren  schrägen  Strich  oben  behält,  wenn  sie  aber  an 
/  oder  )  sich  anschliesst,  was  bei  8,  9,  10,  11,  4  und  5  Unzen  der  Fall  ist, 
dafür  einen  feinen  Verbindungsstrich  mit  dem  Vorhergehenden  erhält.  Das 
Zeichen  >—  für  die  Unze  ging  über  in  den  schrägen  Strich  ^  mit  dem 
Punkte  an  dem  oberen  Ende,  wenn  1  Unze  allein  zu  bezeichnen  war,  und 
bei  den  Zeichen  für  ^  und  l^  Unzen;  denn  ersteres  ist  genau  dem  Wort 
semiuncia  entsprechend  eine  Verbindung  des  Zeichens  für  semis  mit  dem 
für  1  Unze  in  der  Art,  dass  letzteres  unten  an  das  erstere  angesetzt  wurde, 
so  dass  der  gerade  Strich  des  Unzenzeichens  blieb.  Ebenso  ist  das  Zeichen 
für  1^  Unzen  das  Zeichen  für  ^  Unze,  durch  welches  das  für  1  Unze  hin- 
durchgeht. Wenn  aber  das  Zeichen  für  1  Unze  mit  dem  für  2  oder  6  Unzen, 
oder  deren  Verbindungen  zu  vereinigen  war,  so  geschah  dies  in  der  Form 
des  Hakens  /",  der  an  der  Biegung  jener  Zeichen  sich  anschloss,  so  dass 
das  Zeichen  für  7  Unzen  von  dem  für  ^  Unze  sich  dadurch  unterscheidet, 
dass  bei  jenem  für  die  eine  Unze  das  Häkchen  an  der  Biegung  angesetzt 
ist,  bei  diesem  aber  der  gerade  Strich  unten  erscheint.  Die  Zeichen  für 
sicilicus^  sextula  und  scriplulum  sind  nur  bequemere  und  kürzere  Formen 
der  älteren  Zeichen.    Die  übrigen  Zeichen ,  die  vereinzelt  vorkommen ,  bil- 
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dete  ich  möglichst  genan  nach,  wie  die  Abschrift  Wölfflin's  sie  enthielt, 
wie  überhaupt  dieselbe  möglichst  eingehalten  wnrdo;  nur  die  Wieder- 
holungen des  deduc  pars  in  der  Col.  126  und  129  und  die  des  id  est  in  der 
Janua  calcuK  glaubte  ich  ersparen  zu  können. 

Von  den  Zeichen,  die  ich  selber  anwendete,  bezeichnet 
Bi  die  Baseler  Handschrift, 
B^  die  in  Bern, 
P,  die  in  Bamberg. 

Von  B^  bemerkte  Herr  Professor  W ö  1  ff  1  i n  Folgendes:  Sie  besteht 
ans  zwei  Pergamentheften  in  Folio:  I.  Heft  Fol.  1—8,  IL  Heft  Fol.  9  —  12 
(in  den  Tabellen  Col.  1-124  mit  dem  Text  auf  S.67  Z.32-38  und  Col.  125-130 
mit  dem  Text  auf  S.  69  —  79.  Von  derselben  Hand,  die  in  das  X.  oder 
IX.  Jahrhundert  zu  setzen  ist,  sind  Fol.  1  —  11'"  Z.  32  der  1.  und  Z.  31  der 
2.  Columne  incl.  geschrieben,  d.  h.  das  ganze  im  Folgenden  Mitgetheilte 
mit  Ausnahme  des  Abschnittes  ponderum  pars  minima  cei,,  der  bei  Hultsch, 
metr.  scripi.  relL  II.  S.  138— 139  steht,  und  des  auf  S.78  stehenden  Ab- 
schnittes Calculus  minimus  est  ceL  Diese  beiden  sind  von  jüngerer  Hand, 
etwa  Saec.  XI  geschrieben.  Auf  Fol.  IF  und  Fol.  12''  steht  im  Codex 
noch  das  Fragment  des  Priscian  zugeschriebenen  Carmen  de  ponderibus 
von  ▼.  1  —  162  (s.  Hultsch  a.  a.  0.  S.  88  —  97.  Da  Herr  Professor 
Wölfflin  davon,  weil  nicht  zum  Calculus  gehörig,  keine  Abschrift  bei- 
fügte, so  vermochte  ich  nicht  Varianten  davon  mitzutheilen).  Die  Text- 
Schrift  und  Glossenschrift  und  die  derRandnoten  auf  Fol.  lO*"  und  10*  (Seite 
72—76)  sind  von  derselben  Hand. 

Die  Abweichungen,  welche  bei  B^  sich  finden,  sind  an  den  einzelnen 
Stellen  angegeben.  Es  scheint  B^  eine  Abschrift  von  ^i  zu  sein ,  welche 
aber  eine  Correctur  an  mehreren  Stellen  erfahren  hat  Mit  ^3  bezeichnete 
ich  die  Abweichungen ^  die  in  dem  Texte  sich  finden,  welchen  Christ  mit- 
theilte, und  in  dem ,  welchen  ich  mir  aus  der  Bamberger  Handschrift  selbst 
notirte. 

Nach  der  Mittheilung  dieser  äusseren  Umstände  ist  nunmehr  auf  die 
Schrift  selbst  und  ihren  Verfasser  näher  einzugehen. 

Es  ist  ausser  Zweifel  gestellt,  dass  der  Vi  et or ins,  dem  der  Calculus 
in  dem  Commentar  des  Abbo  und  der  Schrift  des  Bernelinus  über  die 
Multiplication  und  Division  der  Minutiae  beigelegt  wird,  der  als  calculator 
siudiosissimus  und  scrupulosus  gerühmte  Victorius  vonAquitanien  ist, 
der  im  Jahre 457  n.  Chr.  einen  canon paschalis  verfasste  (Christ,  S.lOl — 103). 
Derselbe  wird  auch  Victorinus  genannt ,  aber  es  hat  Christ  genügend 
dargethan,  dass  die  Form  Victorius  den  Vorzug  verdient. 

Daraus,  dass  der  Calculus  nur  ein  untergeordnetes  elementares  Werk 
18t,  schliesst  Christ,  dass  derselbe  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  in  eine 
frühere  Lebenszeit  des  Victorius  föllt,  als  sein  Canon,  und  daher  füglich 
in  die  Mitte  oder  die  erste  Hälfte  des  V.  Jahrhunderts  zu  setzen  ist.^  Um 
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zwischen  der  Mitte  nnd  der  ersten  Hälfte  des  V.  Jahrhanderts  zu  entschei- 
den, müssten  besondere  Anhaltspunkte  erst  noch  gefanden  werden.  Die 
Möglichkeit,  dafls  der  Calcnlas  erst  nach  dem  Canon  veröffentlicht  wurde, 
ist  nicht  auszaschliessen.  Denn  was  ans  jetzt  untergeordnet  and  elementar 
dünkt,  war  es  nicht  ebenso  in  jener  Zeit,  and  es  konnte  Victorias  auch 
erst  mit  seinem  Calcalus  hervortreten,  als  er  sich  durch  den  Canon  einen 
Namen  gemacht  hatte.  Möglich  ist  auch,  dass  er  überhaupt  ein  berühmter 
Rechenkünstler  war  und  sein  vorzüglichstes  Hilfsmittel  dabei  frühzeitig 
bekannt  gab.  Denn  für  jene  Zeit  boten  seine  Tabellen  eine  verhältniss- 
mässig  ebenso  grosse  Erleichterung,  wie  im  XVII,  Jahrhundert  die  Loga- 
rithmentafeln. Sie  mögen  daher  sehr  geschätzt  gewesen  sein,  und  jedenfalls 
spricht  dafür  sehr  der  Umstand,  dass  noch  im  X.  Jahrhundert  Abbo  einen 
Commentar  darüber  schrieb ,  und  am  Ende  des  X.  oder  Anfang  des  XI. 
Jahrhunderts  Bernelinus  bei  seiner  Arbeit  sie  zu  Hilfe  nahm. 

Welcher  Name  aber  ist  diesen  Tabellen  zu  geben?  Christ  giebt 
S.  132  die  Ueberschrift :  Viciorü  argumentum  calculandi^  offenbar  nach  den 
Worten  der  Praefatio:  iale  cälculandi  argumentum  (S.  58  Z.12);  aber  an 
dieser  Stelle  wird  nicht  von  den  folgenden  Tabellen  geredet,  sondern  von 
der  Theilung  eines  Ganzen  in  der  Rechnung  (ut  omnis  dividenda  integriias 
rationabili  per  illud  [i.  e.  per  cälculandi  argumentum]  possü  partüione  secart). 
Es  ist  also  das  argumentum  cälculandi  nichts  Anderes  als  die  Theilung  des 
aSj  wie  es  auch  im  Folgenden  heisst:  In  hoc  argumenta  unitas  assis  vocatur, 
cuius partes  ...  propriis  sunt  insignitae  vocabulis.  Dagegen  gebraucht  Victo- 
rius  von  den  Tabellen  unzweifelhaft  den  Namen  Calcnlus  (S.5i9Z.  15), 
und  diesen  gebraucht  auch  Abbo  (s.  Christ  S.  101,  Anm.),  und  Berne- 
linus spricht  zwar  (S.  386  der  Ausgabe  von  Oerbert's  Werken  durch 
0 11  e r i s)  nur  von  Victorii  opuSy  verweist  aber  später  (S.  389)  auf  ipsius  cal- 
culi  inspectio.  Ich  zweifle  also  nicht,  dass  Victorias  seinen  Tabellen  den 
Namen  Calcnlus  gegeben  hat,  nnd  habe  daher  diesen  in  der  Ueberschrift 
gebraucht. 

Damit,  dass  die  Stelle  tale  cälculandi  argumentum  antiqui  commenii  sunt 
nicht  vom  Werke  des  Victorius  zu  verstehen  ist,  f&llt  eine  der  Stützen, 
welche  Christ  (S.  107)  dafür  beigebracht  hat,  dass  Victorius  ein  weit 
älteres  Rechenbuch  copirte,  dessen  Grrundzüge  wenigstens  bis  in  das 
IL  Jahrhundert  nach  Chr.  hinaufreichen.  Es  hat  eine  solche  Copirung  an 
sich  schon -etwas  Bedenkliches,  weil  doch  bei  einem  Rechenknecht  die  Be- 
dürfnisse der  eigenen  Zeit  und  die  in  derselben  gebrauchten  Namen  in 
erster  Linie  zu  beachten  sind.  Dazu  sind  die  Tabellen  des  Victorias 
alle  so  einfach,  dass  sich  Grundzüge  derselben  nicht  unterscheiden  lassen 
von  blossen  Zuthaten  der  Ausführung,  sondern  höchstens  eine  grössere 
Ausdehnung  als  in  anderen  Werken  in  Betracht  kommen  kann.  Nan  mag 
es  immerhin  mehr  solche  Rechenknechte  gegeben  haben ,  aber  gross  wird 
die  Zahl  derselben  nicht  gewesen  sein;   denn  für  die  Brüche,   welche  im 
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gewöbnlichen  Leben  vorkommeo,  war  anf  dem  Abacus  mit  Knöpfeben 
genügend  gesorgt  (s.  meine  Scbrift  über  die  Zftblzeicben  n.  d.  ü.  Nr.  32  und 
124—127)  und  wer  mehr  zu  rechnen  hatte,  wendete  statt  der  Brüche  lieber 
ganze  Zahlen  an  und  gab  nur  das  Resultat  in  Brüchen  (s.  ebendort  Nr. 
128—129);  dazu  kommt,  dass  man  sich  die  Ergebnisse  der  Zwischenrech- 
nungen  wahrscheinlich  in  Worten  DOtirte  und  erst  zuletzt  Zeichen  an- 
wendete, unzweifelhaft  war  es  nun  eine  nicht  unbedeutende  Abkürzung  im 
Rechnen,  wenn  man  Producte  häufig  vorkommender  Zahlen  bereits  aus- 
gerechnet in  Zeichen  in  einer  Tabelle  finden  konnte,  und  es  ist  nicht  un- 
wahrscheinlich, dass  schon  vor  Victorius  solche  Tabellen  vorhanden 
waren;  dass  aber  dieser  eine  solche  copirte  und  nicht  vielmehr  selbst 
nach  den  Bedürfnissen  seiner  Zeit  ausrechnete,  vermag  ich  nicht  anzu- 
nehmen. Insbesondere  glaube  ich  eher,  dass  die  Producte  der  Astheile 
and  Uuzentheile  von  ihm  zuerst  in  Zeichen  dargestellt  und  in  eine 
Tabelle  gebracht  wurden.  Bestimmteres  lässt  sich  bei  dem  Mangel  an  An- 
haltspunkten nicht  sagen. 

Doch  soll  hier  sogleich  von  dem  Hauptgrunde  gesprochen  werden,  den 
Christ  (S.  107)  für  seine  Ansicht  angegeben  hat,  nämlich  die  Zahl  der 
ÜDzentheile,  die  Victorius  anwendete.  Es  ist  richtig,  dass  Victo- 
rius von  den  Brüchen,  die  kleiner  als  die  Unciasind,  nur  semunciay  dune 
sexiulae,  sicäicuSy  sextula^  dimidia  sexiula  anwendete,  wenn  man  die  Praefatio 
und  die  Columnen  1  —  98  der  Tabellen  beachtet.  Denn  die  Worte  der 
Praefatio  (S.  69  Z,  14  — 15):  reliquae  minutiae,  quarum  congestione  dimidium 
unciae  conficitur,  ui  sunt  sicilici,  sexiulae  et  cetera^  beweisen  deutlich,  dass  unter 
den  cetera  nur  die  dimidiae  sexiulae  noch  können  gemeint  sein,  weil  sicilicus 
+  sexiula  +  dimidia  sexiula  ^  d.  h.  4V  +  T*2  +  li^»  =  iw  =  A^  =  semuncia, 
und  die  Zeichen  in  den  Columnen  1  —  98  reichen  auch  nur  bis  zur  dimidia 
sexiula.  Zwischen  Col.  119  und  120  und  in  Col.  128  und  130  findet  sich  auch 
das  Zeichen  des  Scripulus,  aber  es  wird  nur  bei  der  Keduction  der  grösse- 
ren Brüche  auf  Scrupel  gebraucht  und  nicht  bei  blossen  (unbenannten) Zahl- 
ausdrückeu.  Ueberdies  ist  es  noch  die  Frage,  ob  auch  die  weiteren  Colum- 
nen von  101  an  wirklich  dem  V  ictorius  zuzuschreiben  sind.  Dass  er  den 
Scripulus  oder  die  andere  Form  Scriptulum  kannte,  ist  ausser  Zweifel,  da 
sich  nachweisen  lässt,  dass  Varro  bereits  das  Scriptulum  als  kleinste 
Bruchzahl  kannte  (s.  Nr.48  meiner  Schrift),  und  dass  Frontinus  (ebendort 
Nr.  51)  die  Anzahl  der  Scrupeln  in  den  Zeichen  der  ganzen  Zahlen  neben 
das  Zeichen  des  Scriptulums  setzte,  stimmt  ganz  zu  dem  Gebrauche,  der 
von  diesem  Zeichen  in  den  genannten  Columnen  gemacht  ist.  Sollten  also 
auch  diese  nicht  von  Victorius  herrühren,  so  würde  dies  doch  keinen 
Beleg  dafür  abgeben,  dass  Victorius  den  Scripulus  nicht  gekannt  hätte. 

Wenn  man  also  auch  noch  den  Scripulus  beizieht,  ist  noch  immer  die 
Behauptung  von  Christ  richtig,  dass  die  alte,  echt  römische  Bech* 
Dungsweise  bei  Victorius  vorliegt,  insofern  man  unter Rechnangsweise 
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die  Beiziehung  der  Bruch  zeichen  versteht.  Ich  habe  (Nr.  63  na.  Sehr.) 
auch  von  den  altrömischen  Namen  der  Bruchtheile  gesprochen  und  dabei 
nur  die  Namen  für  die  Brüche,  welche  kleiner  als  die  Uncia  sind,  im  Auge 
gehabt  Für  diese  ist  meine  Behauptung  richtig;  aber  ich  hätte  auch  die 
Namen  der  grösseren  Bruchtheile  erwähnen  sollen  und  dass  für  As  die  No- 
minativform Assis  erscheint.  Von  dieser  hat  Christ  (S.  104  — 107)  dar- 
gethan,  dass  sie  nicht  vor  dem  III.  Jahrhundert  kann  gebräuchlich  gewesen 
sein,  vielmehr  wahrscheinlich  erst  nach  Constantin  aufkam.  Es  ist  aber 
noch  ein  zweiter  Name  in  der  Praefatio,  der  hätte  hervorgehoben  werden 
sollen,  nämlich  labus  für  It  Unzen.  Ich  habe  denselben  erst  in  Nr.  89 
meiner  Schrift  bei  Beda  erwähnt,  hätte  aber  beifügen  sollen,  dass,  waß  bei 
diesem  von  den  Brüchen  sich  findet,  ganz  von  Victor  ins  entlehnt  ist,  sei 
es  nun  von  ihm  selbst  oder  durch  einen  Compilator.  Woher  dieser  seltsame 
Name,  für  den  auch  labus  sich  findet,  etwa  mag  entstanden  sein,  weiss 
ich  nicht  zu  sagen.  Es  ist  mir  wahrscheinlich,  dass  in  dem  Worte  Tabus 
ein  Wort  der  Volkssprache  vorliegt,  in  der  sich  neben  undecim  ein 
Wort  befand,  das  in  die  Silbe  „iab**  oder  „lab*'  verstümmelt  wurde,  wie  sich 
ja  auch  im  Deutschen  für  11  und  12  keine  Zusammensetzungen  mit  „zehn", 
sondern  mit  dem  Stamme  „lif "  finden  nach  dem  Gothischen  „ainlif,  tvalif**. 
Stände  das  Wort  7a6w5  nicht  in  der  Praefatio,  so  würde  ich  es  dem  Victorias 
absprechen  und  in  die  Zeit  des  VII.  bis  IX.  Jahrhunderts  versetzen,  wohin 
wohl  die  Namen  gehören ,  die  in  der  Ool.  128  stehen.  Denn  zu  disias, 
bisse,  septus,  ireas,  sescJe  passt  auch  iabus  oder  labus ,  wie  es  dort  heisst. 
Man  könnte  auch  daran  denken ,  dass  iabus  erst  durch  Abschreiber  in  die 
Praefatio  kam ,  indem  einer  derselben  oder  ein  Glossator  über  deunx  das 
im  Volksmunde  gebräuchliche  labus  schrieb ,  das  ein  anderer  in  den  Text 
selbst  aufnahm.  Allein  da  auch  die  Form  assis  sich  findet  und  bissem  ftir 
bessern  in  den  Handschriften  überliefert  ist,  und  in  diesen  auch  sexias, 
dodraSy  quadras  für  sextans  u.  s.  w.  vorkommt,  welche  Formen  freilich 
alle  durch  die  Abschreiber  erst  hineingekommen  sein  können,  so  halte  ich 
es  nicht  für  unmöglich,  dass  Victorius  nicht  vollständig  die  Namen  der 
klassischen  Zeit  gebrauchte,  sondern  den  Dialect  seiner  Zeit  und  Umgebung 
gelten  liess.  Es  stimmt  dazu,  dass  auch  die  Zeichen  damals  nach  aller 
Wahrscheinlichkeit  ihre  Vereinfachung  erfuhren.  Ist  dem  aber  so ,  dann 
wird  man  auch  von  dieser  Seite  her  nicht  sagen  können,  dass  Victorius 
ein  älteres  Rechenbuch  copirte,  sondern  er  schrieb  selbstständig  seiner 
Zeit  gemäss. 

Daraus,  dass  er  die  Namen  duellq,  drachma,  hemisescla^  tremissis^ 
welche  im  liber  de  asse,  und  obolus^  siliqua,  dragma  oder  olc%^  welche 
im  Carmen  de  ponderibus  sich  finden,  nicht  erwähnt  und  auch  die  Brüche  ^, 
fJit»  ttV^i  ttW'  tsxs^  nicht  in  seinen  Calculus  aufnahm,  könnte  man  auf 
eine  späte  Zeit  der  Abfassung  der  ebengenannten  Schriften  schliessen. 
Allein  man  kann  ganz  gut  bei  der  Zeitbestimmung  bleiben,   die  Hui t seh 
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für  diese  Schriften  gegeben  hat,  nnd  leicht  einfiehen,  warnm  Victorias 
davon  keine  Notiz  nahm ,  auch  wenn  er  diese  Schriften  kannte ,  was  nicht 
eben  wahrscheinlich  ist.  Sie  geben  nämlich  nur  Namen,  keine  Zeichen, 
und  die  Zeichen ,  welche  sich  später  finden  (s.  Nr.  88  m.  Sehr.)  sind  durch- 
aus nicht  der  Art,  dass  man  zur  Annahme  berechtigt  wäre,  sie  wären 
schon  früher  bei  Bechnungen  geschrieben  worden.  Es  hat  also  Victorius, 
der  seinen  Calculus  in  Zeichen  dArstellte,  nichts  weggelassen,  was  man 
in  seiner  Zeit  in  Zeichen  darstellen  konnte,  und  ging  also  nicht  blos  auf  ein 
älteres  Rechenbuch  wieder  zurück.    So  scheint  es  mir  wenigstens. 

Es  ist  aber  nun  noch  zu  erwägen ,  wie  viele  von  den  vorliegenden  Ta- 
bellen wirklich  dem  Victorius  zuzuschreiben  sind,  lieber  die  Columnen 
1—96  kann  kein  Zweifel  sein.  Der  Schluss  der  Praefatio  (S.59  Z.  17— S.OO 
Z.  2)  beschreibt  dieselben  so  deutlich,  dass  Niemand  Bedenken  tragen 
wird,  diese  Columnen  und  die  Praefatio  ein  und  demselben  Verfasser  zuzu- 
schreiben. Es  sind  Tabellen  von  Produeten  ans  dimidia  sextula  u.  d.  ü. 
bis  mille  in  2,  3  u.  s.  w.  bis  50,  die  man  bei  der  Multip lication  wie  bei  der 
Division  gebrauchen  konnte,  aber  bei  letzterer  nicht  so,  wie  es  Christ 
(S,  110)  anzudeuten  scheint,  dass  man  nämlich  links  den  Dividenden,  rechts 
den  Quotienten  ablas,  sondern  man  suchte  in  der  Tabelle  zu  dem  vorliegenden 
Dividenden  das  nächstkommende  Vielfache  des  Divisors,  also  ein  Pro- 
duct  aus  demselben,  und  zog  dieses  vom  Dividenden  ab,  wobei  allerdings 
das,  was  wir  jetzt  die  Ganzen  des  Quotienten  nennen,  zur  linken  Hand 
stehen  oder  auch  in  dem  Multiplicator  der  ganzen  Columne  enthalten  sein 
konnte.  Aber  während  man  von  frühester  Zeit  an  das  Einmaleins  lernen 
nnd  die  Knaben  2  mal  2  ist  4,  2  mal  3  ist  6  u.  s.  w.  sagen  liess,  sagte  man 
nicht  2  in  4  2 mal,  2  in  6  3 mal,  sondern  man  sagte:  die  Hälfte  von  4  ist  2, 
ein  Drittel  von  6  ist  2,  und  ob  auch  nur  dieses  in  einer  geordneten  Auf- 
einanderfolge, darüber  haben  wir  keine  Andeutung  (s.  Nr.  127,  135,  139 
meiner  Schrift). 

Oass,  wer  viel  mit  Brüchen  zu  rechnen  hatte,  für  solche  Tabellen 
höchst  dankbar  sein  niusste,  wenn  sie  verlässig  geschrieben  waren  ^  wird 
Jedem  deutlich  sein,  der  sich  das  Rechnen  der  damaligen  Zeit  vergegen- 
wärtigt. Allein,  wie  ist  es  mit  der  Verlässigkeit  bestellt?  Die  lange  Liste 
der  Versehen  von  S.  60  — 67  zeigt,  dass  die  in  den  Handschriften  enthalte- 
nen Calcnli  durchaus  nicht  so  sorgfältig  geschrieben  sind ,  dass  sie  bei  den 
Rechnungen  hätten  benützt  werden  können.  In  B^  ist  in  der  95.  Columne 
in  Zeile  13  eine  Zahl  ausgelassen  und  alle  folgenden  sind  daher  um  eine 
Stelle  höher  geschrieben  worden,  als  sie  stehen  sollten;  der  Schreiber  von 
Bt  scheint  B^  meist  einfach  copirt  und  erst  bei  einer  Kevision  die  fehlende 
Zahl  ergänzt  zu  haben,  wenn  nicht  ein  Anderer  der  Corrector  gewesen  ist. 
Aber  noch  ein  weiterer  Umstand  darf  nicht  unbeachtet  bleiben.    In  Col.  35 

Z.  45  hat  B^  ^^»y  ausgedrückt  durch  i^f  ^^f ,  B^  aber  durch  rliiff»  ^^ 
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to  *i^^^V^'^^^^>'^ 


Col.  45  Z.  42  haben  B^  und  B^  il^^ii  ausgedrückt  durch  /f  ^^,  in  Col.  47 
Z.  45  hat  ^1  xÄ^Äli?   ausgedrückt  durch   —fjÄ"'    ^^  ergiebt  sich 

daraus,  dass  die  Abschreiber  nicht  an  allen  Stellen  nur  abschrieben,  son- 
dern zum  Theil  auch  dabei  rechneten  und  die  ^Ausdrucks weise ,  die  ihnen 
dabei  näher  lag,  in  die  Tabelle  einschrieben,  unbekümmert  um  das  vor- 
liegende Original.  Wir  sind  also  nicht  ganz  sicher,  dass  alle  Formen  so 
gegeben  sind,  wie  sie  von  Victorius  ausgingen,  wozu  auch  noch  gehört, 
dass  90  bis  zur  54.  Columne  mit  LXL  gegeben  ist,  in  der  55.  aber  und  in 
den  folgenden  immer  häufiger  mit  XC.  Doch  sind  diese  Differenzen  ver- 
einzelte und  unwesentliche.  In  der  Hauptsache  liegt  die  Arbeit  des  Vic- 
torius uns  auch  der  äusseren  Form  nach  vor,  und  es  besteht  kein  Orond, 
an  der  Echtheit  der  Col.  1—98  zu  rütteln. 

Anders  steht  die  Sache  bei  den  folgenden  Columnen.  Am  Schluss  der 
Praefatio  heisst  es  nämlich:  et  sie  usqve  ad  finem;  die  Tabellen  aber  sind 
mit  den  Producten  mit  50  nicht  zu  Ende,  sondern  es  folgt  noch  eine  ziem- 
liche Anzahl  von  solchen',  ohne  dass  auch  nur  die  geringste  Andeutung  in 
der  Praefatio  davon  sich  fände.  So  lange  ich  nur  wusste,  was  Abbe  und 
Bernelinus  von  dem  Calculus  des  Victorius  enthalten,  kam  mir  kein 
Bedenken  über  die  Echtheit  dieser  Fortsetzungen  und  auch  Christ  (S.  108) 
war  darüber  unbedenklich.  Seitdem  ich  aber  den  Zustand  der  Handschrif- 
ten selbst  einsehen  konnte,  kam  mir  vielmehr  die  Ueberzeugung ,  dass  der 
ursprüngliche  Calculus  des  Victorius  nur  die  Producten- 
tafel  in  den  Columnen  1-— 98  umfasste  und  dass  das  Schweigen  über 
die  anderen  Tabellen  in  der  Praefatio  nicht  ein  zufälliges  ist,  sondern  da- 
von herrührt,  dass  der  Calculus  keine  weitere  Ausdehnung  hatte  und  die 
Zeichen  für  50 .  -^^^  wirklich  am  Ende  der  Arbeit  standen. 

Hätte  nämlich  Victorius.selbst  seine  Arbeit  weiter  ausgedehnt,  so 
würde  er,  wie  der  ersten  Tabelle,  so  auch  den  folgenden  einleitende  Worte 
vorausgeschickt  haben.  Aber  von  solchen  findet  sich  nicht  nur  nichts ,  son- 
dern die  Handschriften  lassen  auch  die  Columnen  99  und  100  leer.  Man 
könnte  freilich  sagen ,  dass  eben  der  Raum  auf  dem  Pergament  für  die  fol- 
gende Tabelle  nicht  bequem  zu  benützen  war,  dass  man  mit  der  neuen  Ta- 
belle überhaupt  lieber  ein  neues  Blatt  begann  und  dass  sie  wegen  ihrer  Ein- 
fachheit keiner  Einleitung  bedurfte,  aber  das  Folgende  enthält  in  Col.  104 
bis  106  Z.  1  — 12  und  in  Col.  119  und  120  Z.  1  — 35  zwei  Tabellen,  die  ganz 
gut  in  Col.  99  und  100  hätten  untergebracht  werden  können,  und  ein  anderer 
Theil  der  Tabellen  ist  keineswegs  auf  den  ersten  Blick  schon  seiner 
Bedeutung  nach  vollständig  so  klar,  dass  eine  Einleitung  überflüssig  ge- 
wesen wäre. 

Weitere  Gründe  giebt  der  Inhalt  der  Tabellen  an  die  Hand.  Es  sei 
zunächst  eine  Uebersicht  desselben  gegeben. 
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1.  Col.  101  — 103  Z.  1  —  56  enthalten  Additionen  von  9+9,  9+8 
n.  8.  w.  bis  1  +  1  und  hierauf  die  2  Sammanden  von  Astheilen, 
welche  1  Aä  ausmachen. 

2.  Col.  104—106  Z.  1  — 12  enthalten  die  Zeichen  für  1,  2  u.  s.  w.  bis 
12  Unzen. 

3.  Col.  104—106  Z.  15  — eO  nnd  Col.  107— 109 Z.  1  —  20  enthalten  Sub- 
tractionen  der  9  Hunderter  von  JOOO,  der  9  Zehner  von  100,  der 
9  Einer  von  10,  der  Bruchtheile,  für  welche  es  Zeichen  gab,  von 
-^  an  immer  um  ^  zunehmend  bis  ^|  ^V  ^^^  ^'  endlich  der 
Bruchtheile  der  Uncia  von  -^^  Uncia  an,  immer  um  -j^,  Uncia  zu- 
nehmend bis  j^  Uncia  von  1  Uncia. 

4.  Col.  107  — 109  Z.  22— 59  und  Col.  110- 118  enthalten  Add  i  tion  en 
von  900  +  900,  900+800  u.  s.  w.  bis  100+100,  90+90,  90+80  u.  s.  w. 
bis  10+10;  hierauf  von  il+j^,  ii+T«  °-  s-  w.  bis  ^V  +  ^Vv 

5.  Col.  119—120  Z.  1  — 35  enthalten  die  Zeichen  für  2,  4,  6  u.  s.  w. 
scripuli  bis  24,  dann  von  36,  48  u.  s.  w.  bis  300  scripuli, 

6.  Col  119—120  Z.  37—52  und  Col.  121  u.  122  Z.  1  —  34  enthalten  die 
Producte  (Quadrate)  von  1,  2  u.  s.  w.  bis  50  in  sich  selbst. 

7.  Col.  121  — 122  Z.  36— 52  und  Col.  123— 124  Z.  1—48  enthalten  die- 
selben Producte  von  1^,  1^,  1|;  2,  2^,  2^,  2|  u.  s.  w.  bis  14. 

8.  Col.  125— 127  Z.  1  —  46  und  Col.  128— 130  Z.  1  — 4  geben  an,  der 
wievielste  Theil  dimidia  sexlula,  sextula,  sictlicus,  duae  sextulae, 
semuncia  und  von  dieser  an  die  je  um  ^  Uncia  grösseren  Brüche 
bis  deunx  semuncia  sictiicus  (d.  h.  ll|  Unzen)  von  1  As  ist,  oder 
von  soviel  As,  dass  der  Theil  durch  eine  ganze  Zahl  ausgedrückt 
werden  kann ,  so  z.  B.  4^  Uncia  der  48.  Theil  von  17  Asses  oder 
4j  Uncia  ==  y\  As  .  17. 

9.  Col.  128— 130  Z.  6— 24  enthalten  die  Zeichen  des  As  und  seiner  * 
Theile  von  labus  bis  sescuncia  in  unciae  und  scripuli  ausgedrückt, 
die  der  Uncia  bis  dimidia  sescle  in  scripuli  und  endlich  das  Zeichen 
des  Scripulus. 

Dass  hier  eine  planmässige  Ordnung  nicht  vorliegt,  ergiebt  sich 
sofort.  Um  eine  solche  herzustellen,  müsste  man  die  Trennung  der  Additio- 
nen 1  und  4  durch  eine  Verlegung  eines  Blattes  in  der  Handschrift  erklären, 
von  welcher  Bi  und  B^  Abschriften  sein  könnten,  ferner  2,  5  und  9  durch 
gelegene  Beifügung  an  einer  bestimmten  Stelle  auf  dem  Pergament ,  wäh- 
rend sie  ursprünglich  am  Anfang  oder  am  Schlüss  standen.  Es  würden  bei 
ersterer  Annahme  auf  die  Werthangaben  für  die  Zeichen  (2,  5,  9)  die 
Additionen^(l,  4)  folgen,  auf  diese  die  Subtractionen  (3),  dann  die 
Producte  von  Zahlen  in  sich  selbst  (6,7),  endlich  die  Tb  eile  (8).  Allein 
diese  Ordnung  wäre  eine  künstlich  hergestellte;  die  Handschriften  füh- 
ren vielmehr  zur  Annahme,  dass  man  an  den  Calculus  des  Victorius  an* 
dere  wünschenswerthe  Tabellen  zu  verschiedenen  Zeiten  anfügte,  die  Vi c- 
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torius  nicht  zum  Verfasser  haben.  Wie  sollte  auch  dieser  nach  seinen  Pro- 
dnctentafeln  erst  dieWerthe  der  gebfauchten  Zeichen  angeben  and  Additio- 
nen und  Subtractionen  der  einfachsten  Art? 

Die  Tabelle  der  Quadrate  und  der  Theilo  von  l  As  oder  mehreren 
könnte  allerdings  von  ihm  herrühren;  aber  er  würde  sie  wohl  nicht  ohne 
Erklärung  und  gleich  nach  der  Productentafel  angereiht  haben.  In  der 
That  findet  sich  am  Schluss  der  7.  Tabelle  die  Erklärung,  welche  S.  67 
mitgetheilt  ist.  Die  früher  nur  unvollständig  bekannten  Theile  derselben 
suchte  ich  in  der  Zeitschrift  f.  Math.  n.  Physik  IX,  S.  318,  und  in  meiner 
'Schrift  über  die  Zahlzeichen  u.  d.  ü.  in  Nr.  132  und  im  Anhang  in  Nr.  2  zu 
erklären,  aber  ich  finde  nun,  dass  es  eine  überflüssige  Arbeit  war,  Sinn  da 
zu  suchen,  wo  die  oberflächlichste  Bemerkung  nur  angebracht  ist  ohne  Ver- 
ständniss  der  Sache.  Was  in  dem  ersten  Satze  und  dann  in  den  mit  secundo 
und  ieriio  beginnenden  Sätzen  gesagt  ist,  gilt  von  Col.  121  und  122  Zeile 
36—38.  Mit  secundus  irames  ist  Col.  122  gemeint;  in  dieser  steht  in  Zeile  36 
iotus  prior  numerus^  nämlich  Ij  der  Col.  121 ,  und  dann  eins  qua^  pars^  und 
zwar  jeder  Theil  für  sich,  ferner  in  Zeile  37  iolus  prior  numerus,  nämlich  1^, 
und  dann  duae  quariae  partes  eius^  aber  nicht  mehr  einzeln,  sondern  zu  2^ 
zusammengefasst ,  so  dass  ungewiss  ist,  ob  die  erhaltene  Tabelle  die  ur- 
sprünglich gebrauchten  Zeichen  enthält,  endlich  in  Z.  38  toius  prior  numerus^ 
nämlich  1|,  und  ier  quarta  pars  eins,  gleichfalls  in  Zusammenfassung  in 
SjVtV-  Obwohl  nun  von  2^,  2^,  2|,  3j  u.  s.  w.  kein  Wort  gesagt  ist,  wird 
gleichwohl  weitergefahren:  Quotquot  ergo  asses  ,,<,  praecesserin(y  und  doch 
ist  nichts  Anderes  gesagt,  als  dass  mit  den  Ganzen,  die  vor  ^y  ^,  f  stehen, 
diese  Brüche  verbunden  werden ,  womit  nichts  erklärt  ist.  Endlich  heisst 
es:  usque  [ad]  XII  (=  duodenarii?)  locum,  in  quo  XIII- ...  geminatur^  als  ob 
die  Tabelle  nur  bis  12^  reichte,  während  sie  doch  bis  XIII I  ausgedehnt  ist. 
Es  erweist  sich  also  die  ganze  Stelle  als  ein  müssiger  Zusatz  eines  mit 
der  Sache  nicht  Vertrauten  in  einer  Handschrift,  welche  die  Tabelle  der 
Quadrate  nur  von  1^  bis  12^  enthielt.  Dieser  Zusatz  ging  auch  in  andere 
Abschriften  über  und  Abbo  hat  ihn  für  Worte  des  Victorius  selbst  ge- 
nommen, was  bei  ihm  nicht  Wunder  nehmen  darf,  da  er  auch  die  Anhänge, 
welche  nach  der  130.  Columne  noch  in  den  Handschriften  stehen,  für  echte 
Werke  des  Victorius  nahm. 

Der  erste  derselben  steht  S.  69— S. 70  Z.  17  und  ist  offenbar  eine  Wieder- 
holung der  Col.  1  und  2,  aber  in  Worten  nach  Anleitung  der  Praefatio 
S.59  Z.  23— S.60  Z.2.  Selbst  Abbo  sind  die  gebrauchten  Ausdrücke  zu  bar- 
barisch und  er  bemerkt ,  dass  nee  graeca  nee  latina  facundia  sie  kennt.  Statt 
aber  daraus  zu  schliessen,  dass  diese  Worte  nicht  von  Victorius  herrüh- 
ren können^  ersinnt  er  sich  selbst  folgenden  Grund:  Creditur  tarnen  ob  id 
esse  factum^  ne  imbuendi  magis  intendant  eocabulis  quam  vocabulorum  figuris^  als 
ob  man  bei  dem  Auswendiglernen  des  Einmaleins  Zeichen  lernte. 
Christ  schiebt  (S.  109)  die  barbarischen  Worte  einem  deutschen  Kloster 
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zu ,  aber  offenbar  verführt  durch  die  Worte :  bis  quinquai  id  est  cean ,  die  er 
für  2'.  5  =  10  genommen  zu  haben  scheint,  weil  er  cean  mit  dem  altdeut- 
schen „zehan*^  in  Verbindung  bringt.  Diese  Worte  lauten  aber  vollständig: 
bis  quinquageni  id  est  centeni  und  cean  ist  eine  Erweiterung  von  cen^  welches 
die  Abkürzung  von  centeni  ist,  wie  aus  der  vollständigen  Tabelle  nun  er- 
hellt. Ageni  ist  verkürzt  in  ai  und  teni  wird  ganz  abgeworfen.  Die  Endung 
US  in  Zeile  24—27  auf  Seite  69  ist  die  Verkürzung  von  ussis,  Hand  in  Hand 
mit  diesem  barbarischen  Verfahren  mit  den  Worten  gehen  noch  andere 
Willkürlichkeiten,  die  sich  leicht  aus  dem  Mitgetheilten  entnehmen  lassen. 
Welches  Land  sich  die  Ehre  solcher  Sprechweise  beilegen  darf,  weiss  ich 
nicht  zu  sigen ;  nur  soviel  sehe  ich,  dass  für  Deutschland  incl.  der  Schweiz 
nichts  mehr  spricht,  als  für  Frankreich  oder  Italien  oder  England,  dass 
vielmehr  eher  ein  Land  anzunehmen  ist,  in  welchem  das  Lateinische  auch 
ins  Volk  drang,  wie  in  Frankreich.  Freilich  reicht  auch  schon  der  Einfluss 
der  Schule,  in  welcher  die  Tabellen  herzusagen  waren,  vollständig  aus, 
die  Verstümmelung  der  Wörter  zu  erklären.  Christ  (S.  108  Anm.  12)  macht 
mit  Recht  darauf  aufmerksam  unter  Verweisung  auf  Beda's  Schrift  de  ar- 
gumentis  lunae.  In  der  Münchener  Handschrift  14689  findet  sich  Fol.  70^  im 
x\n8chlu8s  an  einen  Abnchnitt  über  die  Namen  und  Zeichen  der  unciae,  wel- 
cher die  Ucberschrift  ^^Verba  Bedae^^  hat,  folgende  Stelle:  Haec  inquam 
ponderum  vocabiila  pel  curacleres  non  modo  ad  pecuniam  mensurandam ,  verum 
ad  quaevis  Corpora  sive  tempora  dimetienda  coneeniunt.  ünde  et  ratio  vel  mos  ob- 
tinuit,  ut  in  cantione  compiitorum  pueri  I  et  II  saepius  asse  et  dipondio 
mutenty  item  tressis^  quarttis,  quinquis,  sexis,  septus  et  cetera  huius- 
modi  quasi  tres  asse^ ,  quatuor  asscs  proferant^  ei  in  eundem  modum  sequentia 
numerorum  quam  plnrima.  Es  stehen  mir  Beda^s  Werke  leider  nicht  zu 
Gebote,  um  nachzusehen,  ob  und  welchem  Werke  Beda's  diese  Stelle  ent- 
nommen ist.  Der  Schliiss  derselben:  Sic  et  cetera^  quae  verbo  melius  collo- 
qucntis  quam  scribentis  stilo  disci pariter  et  doceri  queant,  wird  von  Berneli- 
nus  mit  dem  Beisatz  ut  ait  quidam  citirt.  Er  wusste  also  nichts  von 
der  Autorschaft  Beda's  oder  erinnerte  sich  derselben  nur  im  Augen- 
blick  nicht. 

Es  folgt  nun  weiter  eine  Explanatio  extremae  partis  calculiy  die  Abbe 
(Christ  S.  140)  eine  obscura  brevitas  alterius  expositionis  nennt.  Sie  ist  auch 
im  Einzelnen  nicht  zu  verstehen.  Doch  ist  etwa  Folgendes  der  Sinn:  Die 
erste  Zeile  der  Col.  125—127  giebt  Anlass,  über  die  Form  des  Aszeichens 
zu  sprechen ,  die  eigentlich  ein  .  1 .  wie  bei  dem  Zeichen  der  Einheit  ist, 
aber  zuweilen  auch  durchstrichen  erscheint,  um  sie  nicht  wiederholt  an- 
schreiben zu  müssen  (?).  Dann  wird  jene  erste  Zeile  selbst  wiederholt;  aber 
statt  sie  zu  erklären,  werden  die  Zeichen  genannt,  bei  welchen  die  Multi- 
plication  auch  nur  1  As  giebt;  man  vergleiche  Col.  125,  Z.  1—7,  9,  11,  15, 
19,  27.  Von  den  übrigen  Zeilen  endlich  wird  erwähnt,  dass  das  Productder 
in  der  125.  und  126.  Columne  stehenden  Ausdrücke  so  viele  As  giebt,  als  in 
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der  127.  Colamne  genannt  sind ,  nnter  Wiederholung  von  Col.  125,  Z.  8,  10, 
23,  und  Col.  128  Z.  4. 

Wir  dürfen  es  A  bbo  nicht  verdenken,  dass  er  sich  in  dieser  Explanatio 
nicht  zurecht  fand,  ebenso  wenig  als  bei  der  endlich  noch  folgenden. (S.  71 
bis  72),  welche  die  Ueberschrift  trägt:  Item  alia  explanatio  prioris partis,  und 
welche  wieder  auf  die  Quadrate  zurückkommt.  Abbo  (Christ  S.  139) 
nennt  sie  eine  explanatio  satis  Habens  obscuritatis  und  lässt  sich  gleichfalls  aof 
sie  nicht  ein.  Bernelinus,  bei  dem  ich  Auskunft  darüber  suchte,  führte 
mich  auf  eine  Regel,  die  man  wirklich  eine  Explanatio  hätte  nennen  kön- 
nen (s.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  IX,  S.  319).  Allein  auch  hier  erfahre 
ich,  dass  ich  zuviel  Sinn  in  den  Worten  suchte,  die  Abbo  andeutete.  Die 
nunmehr  vorliegende  alia  explanatio  besteht  in  nichts  Anderem,  ats  einer 
Probe  der  gefundenen  Quadrate  durch  Th eilung  derselben  mit  der 
Grundzahl  in  der  bei  den  Alten  gebräuchlichen  Weise  der  Division.  1}  mit 
sich  multiplicirt  giebt  li^Vf^s*  ^^  '^^^^  °^°  davon  zuerst  1^  weggenom- 
men, und  es  bleibt  ^f^^^;  dann  wird  ^  von  !  =  {■  und  endlich  ^  von 
i  "  iV  iw  ^weggenommen,  wodurch  Alles  weggebracht  ist.  Ebenso  wird  mit 
den  Quadraten  von  1^  und  l|  verfahren.  Das  Quadrat  von  2  wird  nar  er- 
wähnt, aber  als  an  vierter  Stelle  stehend,  so  dass  also  der  Verfasser  dieser 
Explanatio  eine  andere  Vertheilung  der  Zeilen  vor  sich  hatte,  als  die  Mss. 
£i  und  B^  geben.  Von  dem  Quadrat  von  2^  wird  zuerst  das  Doppelte  von  2 
und  von  ^  weggenommen,  daun  ^  von  2  und  von  ^.  Ebenso  wird  bei  den 
Quadraten  vou  2^,  2f  verfahren.  Endlich  wird  das  Quadrat  von  3  erwähnt 
und  dann  alles  Weitere  bereits  für  verständlich  erklärt. 

Dass  derartige  Zusätze  fürVictorius  nicht  passen,  dürfte  einleuch- 
tend sein.  Ob  sie  dem  VII.  Jahrhundert  angehören  oder  einem  späteren, 
vermag  ich  nicht  zu  entscheiden.  Im  X.  Jahrhundert  hat  sie  Abbo  bereits 
so  mit  dem  Calculus  des  Victorius  verbunden  gefunden,  dass  er  sie  nicht 
davon  zu  unterscheiden  vermochte.  Weil  nun  aber  die  drei  Erklärungen, 
welche  sich  im  zweiten  Theile  der  Tabellen  finden,  nicht  von  Victorius 
herrühren,  kann  ich  auch  die  Tabellen  selbst  nicht  als  von  ihm  herrührend 
ansehen ,  um  so  weniger ,  als  sie  nach  anderen  Tabellen  erst  angefügt  sind, 
die  auch  ein  schwacher  Rechner  leicht  im  Kopfe  behalten  kann.  Dadurch 
verlieren  aber  diese  Tabellen  nicht  ganz  ihren  Werth,  sondern  sind  als 
Ueberreste  dessen,  wovon  es  vom  VII.  bis  zum  X.  Jahrhun- 
dert für  nöthig  erachtet  wurde,  es  in  Tabellenform  darzu- 
stellen, immerhin  der  Beachtung  werth.  Es  wird  deshalb  auch  nicht  un- 
passend sein,  was  Bernelinus  und  die  von  mir  in  der  Münchner  Hand- 
schrift 14689  gefundenen  Schriften  in  dieser  Beziehung  bieten,  in  Kürze  hier 
zu  erwähnen. 

Das  4.  Buch  des  Bernelin  us  handelt  von  den  Minutien,  und  zwar, 
wie  ausdrücklich  bemerkt  wird,  mit  Benützung  des  Werkes  des  Victorius, 
qui,  dum  brevis  studuü  fieri,  (actus  est  obscurissimus.    Zunächst  giebt  Berne- 
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:linQ8  im  Wesentlichen  dasselbe,  was  in  der  Praefatio  des  Victor  ins  von 
S.  58  Z.  1  —  S.  59  Z.  13  enthalten  ist,  aber  neben  dem  Nominativ  assis  wird 
auch  as  genannt  nnd  bemerkt,  dass  es  bei  den  Gewichten  libra  heisst« 
Zwischen  sexiula  nnd  emisescla  (dimidia  sextuld)  wird  dragma  za  3  scripuli 
eingeschaltet  und  nach  dem  scripulus  noch  angereiht:  oboius  =s  ^  calci  oder 
3  süiquae^  ceratis=s2  calci  oder  Ij  siligua^  dann  siliqua  und  calcus.  Wie  bei 
Victor  ins  (S.  50  Z.  15)  wird  dann  auf  den  Calcnlns  selbst  verwiesen, 
dieser  aber,  d.  h.  die  Col.  1 — 98,  nicht  mitgetheilt,  so  dass  also  der  Besitz 
des  Calculns  desVictorius  vorausgesetzt  erscheint.  Dagegen  wird  die 
Tabelle  angeführti  welche  in  den  Col.  119  und  120  Z.  i  — 35  steht,  aber  noch 
dadurch  erweitert,  dass  für  die  Theile  der  uncia  die  Zahlen  der  calci  an- 
gegeben werden ,  die  darauf  treffen.  Hieran  reiht  sich  die  Behandlung  der 
Prodncte  der  unciae  und  minuliae^  d.  h.  der  damals  gebräuchlichen 
Brüche,  die  kleiner  als  ein  as  und  kleiner  als  eine  uncia  sind,  in  sich  nnd 
andere  unciae  und  minutiae.  Davon  enthält  aber  der  Calculus  des  Victo- 
rius  auch  mit  den  Anhängen  nichts  und  es  werden  vielleicht  deshalb  Re- 
geln dafür  aufgestellt.  Die  erste  lautet:  Quaelihei  unciarum  vel  minutiarum 
fuerit  ducla^  ioiam  (d.  h.  den  sovielten)  pariem  illiuSj  in  quam  ducitur^  quaeret^ 
quota  ipsa  est  assis.  Als  Beispiele  werden  angeführt:  ^ .  i  ==  ^i  dann 
|(.-j[^  =  121^1^.  Dieses  Ergebniss  wird  durch  Division  von  24  in  242  gefun- 
den, von  dem  bemerkt  ist,  dass  es  sich  zu  2C4  verhält,  wie  204  zu  288. 
Man  suchte  also  zunächst  die  Zahl,  welche  der  Proportion  entspricht: 
X  :  204  =  264  :  288,  und  zwar  ist  das  zweite  und  dritte  Glied  der  Proportion 
deshalb  264,  weil  1  deunx  =  204  scripuli ,  das  vierte  Glied  ist  288,  weil 
1  a5  =  288  scripuli.  Diese  Zahl  x  gab  dann  die  Zahl  der  scripuli  des  Pro- 
dnctes  und  diese  brachte  man  durch  Division  mit  24  an{  unciae y  wobei  der 
Rest  die  kleineren  Minutien  finden  Hess.  Denn  24  ist  in  242  10  mal  enthalten 
und  so  hat  man  den  dextans  (U),  und  der  Rest  2  giebt  2  scripuli  oder  1  emi- 
sescla (yj^y).  Aehnlich  wird  bei  dem  3.  Beispiele  verfahren:  \\ii=jzY^' 
Denn  die  Proportion  288  {as) :  204  {deunx)  =  240  {dextans)  :  x  giebt  für  x  die 
Zahl  220,  und  diese  mit  24  getbeilt,  9  unciae  und  4  scripuli  oder  die  sextula. 
Als  weitere  Beispiele  sind  gegeben:  t^V'iV^MF  (ö^ö/?<*),  A-«^^  W'l«  + 
+  Ä-A  =  TJirV  (*^^*'«^ö  et  dragma)  oder  ==  ^^^{-g  {sicilicus  et  scripulus), 
IY.x\  =  rllTlil  (emisescla  et  emisesclae  lerlia).  Wo  also  die  vorhandenen 
Namen  nicht  ausreichten,  da  wendete  man  Zahlwörter  an. 

Die  zweite  Regel  {alia  fortassis  regula  facilior  unciarum  tantummodo) 
lautet:  Si  quaeratur,  quid  sit  quaeque  uncia  in  se  vel  in  aliam  ducta^  multiplice- 
tur  numerus  unciarum  in  se  vel  inter  se.  Et  quot  duodenarii  illa  multiplicatione 
concreverinty  tot  unciae  resolutoriae  erunt;  z.  B.  ^ .  J ,  6.6  =  36 ,  36  :  12  =  3,  also 
quadrans;  ^.^5,  6.7  =  42,  12  in  42  3mal,  Rest  0,  also  erhält  man  zunächst 
quadranSf   Der  Rest  giebt  12  semiunciae  und  diese  mit  12  dividirt  1  semiuncia^ 
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Die  beiden  Regeln  nnterscbeiden  sich  also  dadarcb,  dass  man,  nm  die 
.Rechnung  mit  Brüchen  in  eine  Rechnung  mit  ganzen  Zahlen  nmznwandelD, 
bei  der  ersten  eine  Reduction  auf  scHpuli,  .bei  der  zweiten  auf  unciae  vor- 
nahm, und  bei  ersterer  die  Form  der  Proportion  beizog ,  bei  letzterer  nicht. 

Nach  diesen  Regeln  folgte  die  Tabelle  der  Productc  der  unciae 
und  mimUiae  in  sich  und  die  anderen,  die  zwar  im  Münchner  Codex  fehlt, 
aber  von  Ollcris  in  seiner  Ausgabe  der  Werke  Gerbert's  auf  S.  393  bis 
806  aus  besseren  handschriftlichen  Quellen  gegeben  ist.  Diese  Tabelle,  die 
ich  früher  als  zum  Caiculus  des  Victor iujs  gehörig  betrachtete,  rührt,  wie 
es  scheint,  von  Bernelinus  her,  da  dieser  bei  seiner  Arbeit  keine  an- 
deren Hilfsmittel  gehabt  zu  haben  behauptet,  als  den  Caiculus  des  Victo- 
rias, der  aber  diese  Tabelle  nicht  enthält.  Hat  Bernelinus  jedes  Pro- 
duct  nach  einer  der  Regeln  ausgerechnet,  dann. hat  er  sicher  eine  geraume 
Zeit  dazu  gebraucht. 

Endlich  wird  noch  Antwort  gegeben  auf  die  Frage:  quoia  parsrassis 
existal  guaelibet  minutia.  Der  Schluss  des  Werkes  des  Bernelinus  behan- 
delt die  Multiplicntion  und  Division  der  Minutien  mit  An\\endang  von  Co- 
lumnen ,  wovon  ich  in  meiner  Schrift  von  den  Zahlzeichen  etc.,  Nr.  169  bis» 
171  das  Nähere  angegeben  habe. 

Es  hat  also  Bernelinus  nur  die  PracfHtio  des  Victorias  und  die 
fünfte  Tabelle  des  Anhangs  in  sein  Werk  mit  eingeflochten,  die  übrigen 
Tabellen  desselben  aber  weggelassen  und  dafür  andere  gegeben,  die  für 
seine  Zeit  ihm  nothwendig  erscheinen  mochten.  Da  er  sich  aber  über  die 
dunkle  Kürze  des  Victor ius  beklagt,  so  ist  zu  vermuthen,  dass  er  ein 
Exemplar  mit  den  oben  erwähnten ,  allerdings  kaum  verständlichen  Erklä- 
rungen vor  sich  hatte  und  dass  auch  er  dem  Victorius  beilegte,  was 
einer  viel  späteren  Zeit  angehörte. 

Die  Schrift,  welche  im  cod.  monac.  1J689,  fol,  64*— 08*  steht,  die  ich  in 
der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  X,  S.  242,  mit  A^  bezeichnete  und  die  Ol- 
le ris  in  der  Ausgabe  der  Werke  Gerbert's  S.  333  — 345  abdruckte,  giebt 
zuerst  die  Namen  der  Astheile,  dann  in  Worten  ausgedrückt  die  Pro- 
ducte  der  unciae  in  sich  und  dann  eben  diobor  unciae  in  die  anderen  unciae. 
Hieran  reiht  sich  folgende  universalis  regula:  Omne  quod  sab  unitaie  lo- 
calur,  sive  in  numerum  gucmlibcl,  sive  in  aliquid  illorum ,  quae  sub  unitaie  sunt, 
ducatur,  non  multiplicaiionem  cxposcit  sed  toiam  (d.  h.  den  sovielsteu)  partem 
illiuSf  in  quem  ducitur,  quota  pars  ipsum  assis  existii;  z.  B.  uncia  in  24,  uncia 
=  y*Tj  os^  also  ■j\j.24  =  2.  Solche  Beispiele  werden  noch  mehrere  gegeben 
und  man  erkennt  darin  die  erste  Regel  des  Bernelinus,  aber  sie  ist  bereits 
auch  auf  Producte  von  Astheilen  und  ganzen  Zahlen  ausgedehnt.  Hieran 
reiht  sich  auch  die  zweite  Regel  des  Bernelinus  als  alia  regula  numeros 
tantum  comparandi  ad  uncias^  und  gleichfalls  in  Ausdehnung  auf  ganze  Zah- 
len, z.  B.  quadranti  ocionarius  comparetur,  d.  h.  J.8.  Die  Ausführung  lautot: 
quadrans  =  3  unciae,  3 . 8  =  24 ,  12  in  24  2 mal ,   also  Resulat :  2  asses.    Oder 
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octonarius  irienti,  d.  h.  8.|;  triens  =  4  unciae^  4.8  =  32,  12  in  32  2  mal,  Rest  8; 
also  Ergebniss :  2  asses  bisse. 

Ganz  in  derselben  Weise  werden  hierauf  die  minuiiae  behandelt,  d.  h. 
die  Brüche,  welche  kleiner  als  -^^  sind.  Anch  hiervon  werden  in  Worten 
die  Prodncte  der  minuiiae  in  sich  und  die  anderen  minuiiae  und  in  die  unciae 
angegeben  und  dann  die  beiden  Eogeln  angewendet,  aber  die  zweite  mit 
Rednction  auf  scripuli  und  daher  Division  mit  288.  Bemerkenswerth  ist, 
dass  die  ausgerechneten  Prodncte  nur  für  die  minus  capaces  und  minus 
periti  mitgetheilt  werden ,  also  bald  nach  Bernelinus  —  denn  nach  die- 
sem scheint  mir  die  besprochene  Schrift  anzusetzen  zn  sein  (s.  Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Phys.  X,  S.  276  und  277)  —  das  elomentave  Re.chnen  solche  Fort- 
schritte machte,  dass  die  Multiplicationstabellen  für  überflüssig  gehalten 
wurden.  Dazu  stimmt,  dass  Victorius  nicht  erwähnt  und  sein  Calculus, 
der  nur  die  Producto  von  ganzen  Zahlen  in  ganze  Zahlen  und  die  Brüche 
bis  znr  dimidia  sextula  umfasste ,  nicht  zu  Hilfe  genommen  wird. 

Dagegen  finden  sich  in  derselben  Handschrift  unmittelbar  an  den 
Schluss  von  A^  angeschrieben  die  Anweisungen  über  die  Quadrirungen  von 
Summen  ans  Ganzen  und  Brüchen,  welche  ich  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  IX,  S.  3J8,  anführte  (Olleris  giebt  sie  zum  Tiieil  S.  345  und  346)  und 
welche  an  Col.  121  — 124  in  den  Anhängen  am  Calculus  des  Victorius  er- 
innern. Man  könnte  sogar  in  dem  Anfange  derselben  die  Quelle  sehen,  aus 
der  die  Stelle  S.  67:  jyQuolguol  ergo  asses  ...  praccesserint ,  eodem  numero  ... 
geminatilur*'*'  genommen  ist.  Es  heisst  nämlich  dort  am  Anfang:  Quoilibet 
asses  praecesserint  quamlibet  de  minutiis  unciarnm^  duplo  muUipliceniur  ipsae 
minuiiae ,  deinceps  unius  lantum  minuiiae  mimitia  iungalur,  ad  ultimum  numero- 
silas  assium  in  se,  quae  mimiiias  praecedit.  Also  wenn  a  die  asses ^  m  die  mi- 
nulia  bezeichnet,  so  hat  man  («  +  m)  («  +  m)  =  2 « .  m  +  m . m  +  a  .  a.  Hieran 
reihen  sich  noch  andere  Anweisungen,  die  sich  kurz  darstellen  lassen  durch 
(a  +  m)  {ii  +  w)  =  «  («  +  m)  +  m  («  +  m) , 
(«  +  i)(^  +  i)  =  (i.i+i«)  +  («.«  +  i«), 

(«  +  l)i«  +  l)  =  (^.«  +  4«)  +  Ui  +  i«), 

(«  +  l)(«  +  |)  =  [c^.«  +  (4  +  i)«]  +  [||  +  (i  +  i)«l, 

(«+i)(«+i)=(M+*«)+ («•«+*«) 

Dabei  befinden  sich  in  Tabellenform  die  Andeutungen  derMultipli- 
cationen  von  1^,  \\,  2|,  2^,  3^,  3»,  4^,  4^,  if ,  ij,  2|,  2^,  3|,  3|,  4|,  4^ 
in  sich  selbst  und  die  ausgerechneten  Quadrate  von  1,  1;^,  1.^,  If ,  2 
2\,  2j,  2j,  3'ZUgleich  unter  Beifügung  der  Zahl  der  scripuli,  welche  das 
Quadrat  enthält.  Es  mag  dieser  Abschnitt  etwas  älter  sein  als  A^ ,  aber  er 
weist  gleichfalls  auf  eine  Zeit  hin,  in  der  bestimmte  Kegeln  die  Tabel- 
len überflüssig  machten,  die  vom  V.  bis  X.  Jahrhundert  in  Gebrauch  ge- 
wesen zu  sein  scheinen ,  dann  aber  den  verbesserten  Methoden  weichen 
mussteu.     An   den  Calculus  des  Victorius  scheinen  allmalig  Anhängsel 
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gemacht  worden  zu  sein;  die  Tabellen  der  Quadrate  and  Prodacte  der 
unciae  und  minutiae  wurden  dagegen  wahrscheinlich  selbstständig  aafgestellt. 
Doch  ich  kehre  nun  zum  Schlnss  des  im  Nachstehenden  mitgetheilten 
Textes  zarück.  Was  auf  8.  72  ^^^.  sich  findet,  hat  Abb o  entweder  nicht  in 
seiner  Handschrift  des  Calcalus  des  Victorius  gefunden  oder  auch  selbst 
nicht  mehr  za  diesem  Calcalus  gerechnet,  weil  er  von  der  letzten  Explanatio 
sagt,  dass  sie  in  fine  calcüli  sich  befinde.  Er  redet  zwar  selbst  noch  vonMas- 
sen  und  Gewichten,  aber  was  erangiebt,  stimmt  nicht  zu  dem,  was  in  B^  and 
B^  sich  findet.  Wieviel  Werth  Letzteres  hat,  mögen  Diejenigen  entscheiden, 
welche  eingehendere  Stadien  über  die  alten  Masse  gemacht  haben.  Ich  habe 
möglichst  getreu  wiedergegeben,  was  ich  in  der  Abschrift  Wölfflin's  und 
der  Collation  Halm 's  fand.  Jedenfalls  liegt  ein  neaer  Beleg  vor,  wie  es 
mit  dem  Wissen  am  das  X.  und  XI.  Jahrhundert  bestellt  war. 


Der  Calcalus  des  mctorioa. 

Unitas  illa,  unde  omnis  numerorum  multitudo  procedit,  quae  proprie 
ad  arithmeticam  disciplinam  pertinet,  quia  vere  simplez  e^t  et  nulla  par- 
tium coogregatione  subsistit;  nullam  utique  recipit  sectionem. 

De  ceteris  vero  rebus  licet  aliquid  tale  sit  ut  propter  integritatem  ac 
5  soliditatem  suam  unitatis  meruerit  vocabulo  nuncupari,    tarnen  quia  com- 
positum est  divisioui  necessario  subiacebit.  Nihil  enim  in  tota  rerum  natura 
praeter  memoratam  numerorum  uniiatem  tam  unum  inveniri  potest,  quod 
nulla  omnino  valeat  divisione  distribui.   Quod  ideo  fit,  quia  non  simplicitate 
sed  compositione  subsistit.    Dicitur  enim  unus  homo,  unus  equus,  unus  dies, 
10  una  hora,  unus  nummus  et  alia  huiusmodi  innumerabilia,  quae  licet  unitatis 
sint  sortita  vocabulum,  tamen  pro  causae  atque  rationis  necessitate  dividun- 
tur.    Ad  huius  divisionis  coropendium  tale  calculandi  argumentum  antiqui 
commenti   sunt,  ut  omnis  dividenda  integritas  rationabili  per  illud  possit 
partitione  secari,  sive  id  corpus  sive  res  incorporea  sit,  quod  dividendum 
15  proponitur. 

In  hoc  argumento  unitas  assis  vocatur.  Cuius  partes  iuxta  proportio- 
naliiatem  suam  propriis  sunt  insignitae  vocabulis,  notis  etiam  ad  hoc  ex- 


Vor  1)  Incipit  praefatio  de  ratione  calcüli  B^B^. 

5)   memit  5|,  meru[er]it  Äf  die  Correctur  vielleicht  von  erster  Hand;   voca- 
bulo mernerit  B^,  [I  conpositiim  B^. 

8)   non  Ulla  B%, 

10)    quae]  quia  /?j,  qu**,  corrigirt  in  que  von  jüngerer  Hand  /?f 
12)   conpendium  B\, 
17)    vocabulis.    Notis  Bx  8%* 
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cogitatis,  per  qnas  eadem  vocabnla  exprimantur,  ut  per  discretionem  nomi- 
nam  et  notas  nominibus  affixas  unms  caiasque  particulae  notis  facilias  ad- 
vertatnr.  Et  assis  quidem,  qui  per  .1.  litteram,  sicut  in  numeris  anum 
scribi  solet,  exprimitur,  .XII.  partes  habet,  quarum  si  nnam  ei  detraxeris, 
reliqaae  andecim  partes  iabus  dicantur,  illa  vero  qaam  detraxisti,  id  est  5 
daodecima,  nncia  vocatur.  Si  duas  sustuleris,  decem  residuae  dextans  et 
quod  Bustulisti,  id  est  duae,  sextans  appellatar.  At  si  tres  dempseris,  no- 
vem  qaae  remanserunt  dodrans  et  tres  demptae  qaadrans  vocantur.  Qaod 
si  qnattuor  tollere  velis,  octo  reliqnas  bissem  et  qaattuor  [sublatas]  trientem 
nominabis.  Quinque  vero  snblatis  Septem  residnas  septuncem  et  quinqae  10 
Bublatas  quincunceu  placuit  appellari.  Cam  vero  per  mediam  fuerit  facta 
divisio,  utramqne  dimidiam  senis  partibns  constans  semissem  vocitarunt, 
nnciam  antem  et  dimidiam  sescunciam^  anciaeque  dimidium  semanciam. 
lam  reliquae  minntiae,  qaaram  congestione  dimidium  unciae  conficitnr,  ut 
sant  sicilici,  sextulae  et  cetera,  melius  ex  ipsius  calculi  inspectione  cogno-  15 
scnntur. 

iBcipit  autem  idem  calculus  a  mille  et  nsque  ad  qninquaginta  milia 
progreditur;  primo  per  duplicatiooQm,  deinde  per  triplicationem ,  tum  per 
ceteras  multiplicationes  incrementa  capieiis  tanta  numerositate  concrescit, 
ut  Qbque  ad  infinitum  quantitatis  eins  summa  perveniat.  20 

Scribitur  vero  lineis  a  superiori  parte  in  inferiorem  descendentibus, 
snperins  milium  summas  ex  multiplicatione  venientes,  inferius  divisionum 
minutias  continentibus,  a  quibus  tarnen  in  legende  principium  est  faciendum 
et  sie  snrsum  versus  eundum,  quo  usque  ad  milium  summam,  qaae  ex  illa 
multipUcatione  panlatim  adcrescit,  legende  veniatur;  incipiendumque  a  di-  25 
midia  sextola  per  duplicationem  usque  ad  .11.^  inde  iterum  a  dimidia  sez- 


2)  ad  fizas  Bi, 

4)  ei   fehlt  in  B^. 

5)  nndecim]  XI  B^. 

6)  X  Bi  II  dextas  ß^. 

7)  aextas  Bi  Bt  B^  ||   III  B^  ||    Villi  Bz, 

8)  dodras  B^  ||  III  B^  ||  quadras  B^  [|  vocator  B^, 

9)  IUI  B^  II    VIII  Bt    II    Uli  Bt    II    Das  eingeklammerte  „sublatas'*  ist  eine 
sehr  wahrscheinliche. Vermnthang  von  Christ« 

10)  V  Bt  II  vn  Bt  II  V  Bt. 

11)  „vero"  fehlt  in  A3. 

12)  vocaverunt  Bf 

14)  reliquas  minacias  B^,  „reliqnae  mlnuciae**  infolge  von  Correctur  B%, 
21)  superiore  ^|. 

23)  continentes  ^1 ,  continentibns  B%^  aber  nnr  infolge  von  Correctur,  und  so, 
dass  dass  e  von  „es**  noch  sichtbar  ist. 

24)  miiiaru  Bx  B^. 

25)  aecrescit  Bt  ||  venitur  ^1,  veni[a]tur,  a  von  jüngerer  Uand,  Bf 
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tula  per  triplicationem  usqne  ad  .III.,  tum  a  dimidia  sextula  per  quadri- 
plicationem  usque  ad  .IUI.,  et  sie  usque  ad  finem. 

Hierau  reihen  sich  iti  den  Handschriften  B^  und  B^  die  Tabellen 
der  Producte  von  dimidia  seu:iula  bis  mille  in  2  bis  50,  auf  den  Tafeln 
Colnmnc  1  bis  98,  ferner  die  Tabellen  in  den  Columnen  101  —  124.    Die 
Colunmen  99  und  100  sind  auch  in  den  Handschriften  frei  gelassen. 
Die  Abweichungen  in  den  Handschriften  sind  folgende: 
Col.  3  Z.   8  DCCC  B,. 
„  20  XX  VT  B,. 
„     7    „  41  ff  B^  ^,,  wie  überhaupt  das  Zeichen  für  ^  (p)  ersetzt 
ist  durch  ein  dem  Zeichen  für  7  unciae{f)  fast  ganz 
gleiches. 
„      9   „  12  CCCLXXX  B^  B^. 

,,  14  CCLX  ß,  B^, 
„    II    „29  VI»  2?,,  Vf  B^. 

„38  1/^,5,.  * 

„  45  pU   Bi. 

„    13   „    7  lÜDC  B^  /?,. 

„  29  V)f  B,B,. 
„     15    „  10  DCCC  5,. 

„38  13  B^B^. 
„     17    „  38  IIB  ^1  B^. 

„41  tF  B,B^. 

„  42  -Juu  B,B^. 

„44  ^  B^B^. 
„     19    „33-38  Vf|IIIi;^|  III«  I  II«;  |Ifflr|l3j:   B,B^. 

„40-43  f!S\Vf\%^\'Si-  B,B^. 
„    21    „    7  IlTiCCCC  Bi  B^. 

„    9,  10  liCCIIC   B,B^, 
„21  LXVI  B^. 


1) 

23 

,.    3,  4  XCCC  1  VIIIC  Bt 

„    7  VC  5,. 

„  13  DCCCCXL  B,  5,. 

„  39  np  ^,  fi,. 

„  42  3P«-^^  5,  /?,. 

^.. 

>> 

24 

25 

„  17  XX  Bf 

» 

„  4  VIIIICCC  /.',  //,. 

1)  per  triplicationem  a  diinidin  sextula  ß^.  \\  Nach  „sextula**  Rasur  Äf 
3)  EXPLICIT  .  PRAEFATIO   IN   DI   NOMINE  INCIPIT  LIB  CALCULUS . 
QUEM  VICTORIUS  CONPOSUIT.    Aj.    Ebenso  nur  COMPOSUIT  Bf. 
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Col. 

25  Z.  42  if   », ,  5f «-»   ff,. 

„  43  IP-  B,  /?,. 

n 

27 

„  18  CCL  B,. 

„  33  Vllff  Ä,  ff,. 

„35-37  VWIWIIIOP-  ff,  ff,, 

„  41  f  ff,  2?.. 

„  48  5f  D   ff,  ff,. 

»» 

29 

„   4  XHCC  ff,. 

„  9  iicc  5,. 

„  11  ICCCCIIII  ff,  ff,. 
„  42  -JfVA^  ff,  ff,. 

n 

80 

„  29  ur  ff,. 

11 

31 

„   4  XIIDCCC  ff,. 
„  31  Xlir;  ff,  2?,. 
„  34  VIII/:  Ä,  ffj. 
„  88  III0  Bt  ff,. 

„  40  DSF  ff,  i?,. 
„  42  VP-W  ^,  2?,. 
„  44  If  1?,  5.. 
„  45  XXAJ   ff,  Bf 

>i 

32 

„   2  DCCC  5,. 

33    „    3  XIIIICCC  B^. 

„  13  ICLX  B,  B^. 

„  15  DCCC  B^. 

„  22  CXXV   B,  B^. 

„  32  XV  ^1  ^,. 

„  42  ^   B,  i?t. 

„  43  :Jf/i  Bt  B^, 
35    „  15  DCCCL   5,. 

,,  33  Xx^  Bt  Bf, 

„  45  ^f'M^  Bf. 
37    „11  IDCC  ^,  ^,. 

„  29  XVIII»  ^1  Bf. 

„  30  xvi;  ß,  i?,. 

„  42  ff^AJ  Bt  Bf. 

„43  >P3    5,,  5P-3    i?,. 
39    „  20  CLXXVIIII  Bt  Bf. 

„  30  XVIf  Bt ,  XVIIf  corrigirt  ans  XVI/"  Bf. 

„  39  iMf  ^,  Bf. 

„  44  If   ^1  -fff. 
41    „  34  X  Bt  Bf. 

„44»3  ^.,5fP  /?.. 
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Col.  41  Z.  45  ^f^JU  Bt  Bf. 

,,    43   „  21  CLXXX  B^  B^. 

„  40  %9  B^  B^. 

„  41  tKf  Bf  Bf. 

„  42  ff'^J  Bt  B^. 

„  44  yi'^f^  By  Bf. 

„  45  J-DU  ^,  Äj. 

„    45   „    6  XÜD  B^  Bf. 

„    9  miDCCCC  Bf, 

„  27  XL  Villi  ^,. 

„  30  Vmi  B^  Bf. 

„  42  ^^  ^,  ^,. 
„    47   „    5  XVD  By  Bf. 

„  29  XXV»^  B,  Bf. 

„  30  XXV)f  B^. 

„  32  XVII«  Ä.  Bf. 

„  45  ^-uuD   ^^. 

„   49  „  20  ccxxmi  Bt  Bf. 

„  31  XVIIIB  B,  Bf. 

„  38  inilj^  B,  Bf. 
„    51    „    4  XVIIIIDCCCC  B^  Bf. 

„  17  DCCCC  B,  Bf. 

„  20  CCXLIIII  B,  Bf. 

„  31  XX-J  B^  Bf. 

„  34  Xllllf  B^  Bf. 

„  40  115  Bi  Bf. 
„    53    „    6  XIIIID  B,  ^2. 

„  23  CLXIIII  B,. 

„  30  XXlf  B,  Bf. 

„  32  XVIIIIfi  B,  Bf. 

„  33  XVlf  B,  Bf. 

„  42  »^  B,  Bf. 

n  44  5f   ^1  Bf. 
„    55   „    3  XXIIIICC  By  Bf. 
„    8  VIIDCC  B^  Bf. 
„  23  CLXXXIIII  Bi. 
„  32  XVIIKf  B,  Bf. 
„  33  XXro'  Bt  ^f 
„  37  VIW  B,  Bf. 
„  39  Illf  B^  Bf. 
„  40  IW  5,  5,. 
„  41  m  B,  Bf. 
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Col.  55  Z.  42  fffyj  B^  B^. 

„  44  t^Ou  B^  B^. 
„    57   „  41  n  Bi  B^. 

„  43  E^  Bi  Bf, 

„  44  5f  Bi  Bf. 
„    59   „    2  XXVIDCCCC  ^,  ^,. 


„    5  XXIIIDC  ^j,  XVIIIIDC  Bf. 

„  14  TlDCCCCLX  ^j. 

„  29  XXVIII-Jf  B,  Bf. 

„  33  XVIIIu  B^  Bf. 

„  36  XB  Bi  Bf. 

„  37  VII«  2?,  ff,. 

„  30  im/:  ff,  5,. 

„  41  IV  ff,  Bj. 

„  43  JF  ff,  ^,. 

„  44  "»«-»  B,  ff,. 
61    ,,  20  CCLXXXVIIII  ff,  ff,. 

„  29  XXVIIKf  ff,  ff,. 

„  32  XXI-JJ^  ffj  ff,. 

„  85  XIIW  B,  Bf. 

„  45  Ifw  ff,  ff,. 
«3  „    6  XVIIIDCCC  ff,  A- 

„  33  XVIim  -ff,  5,. 

II  36  X  ^1  ^|. 

„  39  ran-  ^,  ^„ 

„  42  fffy-  B,  Bf. 

„  44  »B^f. 
65   „    3  XXVICC  B^  Bf. 

„    6  XVI  /?,  5,. 

„  11  IIIDC  Bi  Bf^  aber  in  ^t  ^^^  ^^  ^^^^  jüngere  Hand  in 
IIILX  corrigirt. 

„  25  CXXVI  B,  Bf. 

„  41  nf  B,  Bf. 

„  43  fm  B,  Bf. 
67   „    3  XXVII  B^  Bf. 

,1 13  iICCC  B^  Bf. 

„  18  DCCC  i?,  Bf. 

„  41  IVJ>  2?,  Äf 

„  44  IfP^JU  B,  ^,. 

69   „    3  XXVIIDCCC  B,  Bf. 
„  13  ITdLXX  B,  Bf. 
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Col.69  Z,20  CCCXXVIII  B,  F,. 
„  21  CCLXXXVIIII  B,. 
„  27  LXXI  Bt  Ä.. 
„  37  VIII  Bi  B,. 
„  42  luv-»  B,  Bf 

„43  :>fF  B^,  yjff-  Bf 

„  44  U/  5,  ^,. 

„  45  ^''J-  5|  A>  «'""■  '><'•  ^t  '**  ^  wegradirt. 
„    71    „  15  IDCCCCL  5,  Bf 
„  1»  OCCLX  5,  Bf 

„  25  CXLVIIII  ^,  Bf 

„  27  LXXII  Ä,  ßf 

„  37  VIII>  ß,  Bf 

„  39  IIIIJJ^  ßi  Bf 

„  45  14^   g.  Bf 
„    73   „    4  XXVID  B,  Bf 

„    5  XXXIIDCCC  B,  Bf 

„  27  LXXIII  B,  Bf 

„  38  VIW  J9,  ß,. 

„  39  IUI«  i?,  ß,. 

„  45  )U  ß,. 
„    75  „  4  xxvTccc  ^,. 

„   0  XXVIIIID  Bf 

„  21  CCCXXII  B,  Bf 

„  29  XXXV«   /?,  »,. 

„  31  XXVIID-  B,  Bf 

„  32  XXV«  B,  Bf 

„  33  XXIIf  Bf 

„  34  XVIIIi;  ß,. 

„  39  Illfflrp.  B,  Bf 

„  41  W  B,  Bf 

„43  W-  Bi,m    Bf 
„     77    „    7  XV  Bf 

„  34  XXI  ß,  Bf 

„  35  XVI»:  /?,  Bf 

„  40  Ilf   P,  Bf 

„45  :)DM'   ß,. 
„    79    „  41  m  Bt  Bf  _ 

„    81    „11  IIDCLXXX  B,,  UIÜCLXXX  Bf 

„MIIDCXX  B,Bf 

„  32  XXXVIII  B,. 


„  33  XXXIIIIf  Bf 
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Col.  81 

Z.  3«  VIII  BCBf 
„  87  V;  B,  Bf 
„  38  Iin  B,Bf 
„  39  V>  5,  Bf 
„  44  y  By  Bf 

„   83 

„  11  IIIDCCCCLXX  ByBf 
„  29  XXXVIIIW  B,Bf 
„  81  XXXIÖ  B,Bf 
„  36  XIIIII-  5,  Bf 
„41  IHPä.P,. 
„  45  -»^  B,Bf 

„   85 

„  20  CCCLXXXIII  By  Bf 

„  28  XLIII  2?,. 

„  29  XLif  5,2?,. 

„  30  XXXVIII  B,  Bf 

„  32  xxvnii»  ß,  ß,. 

„  35  XVIIIlj;  ByBf 
„  37  XII  Bt  Bf 
„  38  VII:J^  ByBf 
„43«:  5,5,. 

,.    87 

„    8  XIIIID  B,  Bf 
„  20  CCCCII  B,  Bf 
„  31  XXX«  B,Bf 
„  43  fflrp.  B,. 
„  44  ppt/   Ä,. 
„  45  I-Ka-»  Bf 

„    89 

„    8  XIIIIDCCC  B,  Bf 

„  27  XCIIII  /?,ß,. 

„  30  XXXVIII»  B,  Bf 

„  36  XV»  B,  F,. 

„  39  V«  B,Bf 

„  41  m  Bf 

„  42  Kv^  B,  Bf 

„  43  fflrp  B,  Bf 

„    91 

„    4  XXIIDCCCC  Bt  Bt ,  aber  in  », 
„    6  XXIIICC  Ä,  Bf 

vor  XXII 

eine  Kasnr. 

„   8  xviinc  B^  B^. 

.  „  27  XCVI  /?,;  IUI  aaf  Rasur  B^. 
„  32  XXXI-M^  B^B^, 
„  34  XXf  j?,5,. 
„  43  IBW3_^,  Z?,. 
„   93   „    4  XXXIHD  ^,  B^. 
„  11  IIICCCXX  ^,  B^. 
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Col.93  Z.18  DCCCLX  ß^B^. 
„  25  CCXCII  B^. 
„  26  CXLm  B,B^, 
„  27  XCVIII  B,B,. 
„  31  XXXV  J^.iPj. 
„  42  Ilf  ^,^,. 

„  45  y  ^|. 

„   95   „    3  XXXVIIICC  B^  B^. 
„    5  XXVIIICCCC  B,B^. 
„  11  micccx  B,B^. 

„  13  inCCCCXX  ist  in  B^  ausgelassen  und  alle  folgen- 
den Zahlen  um  eine  Stelle  aufwärts  gerückt.    Die 
letzte  dadurch  leer  gewordene  Zeile  hat  eine  jün- 
gere Ha^d  mit  Bleistift  durch  "ili^  ausgefüllt.  B^  hat 
IIICCCCXX  zwischen  den  Zeilen  eingeflickt  und 
die  letzte  Zeile  leer. 
„  24  CCXLII  B^B^. 
„  29  XLIIII  B,B^. 
„  32  XXII«  ^,iP,. 
„  41  llf  B,B^. 
„  44  «Ä,^,. 
„  45  IM^  B,B^. 
„   97   „  31  XXVIIf  ^^5,. 
„  32  XXXIIW  B,B^. 
„  36  XV»  B,B^. 
„  38  VIIIIJ^  B,B^. 
„  42  m^y^  B,B^. 
„  103   „  36  Vmi  B,  B^. 
„  104  —  106  Z.  46  zweimal  in  J9,  und  B^  geachriehen,  aber  in  B^ 

sind  die  Zeichen  p  ausradirt.    Z.  47  fehlt  in  B^* 
„  105  Z.  46  V'  B^  B^. 

„  106   „  31  X*'.'  Bi\    C  ist  ausgewischt,  aber  kein  X  an  seine 
Stelle  gesetzt. 
„  44  fSf  B,. 
„  107  —  110  Z.  14  fehlt  in  B^  B^. 
„108  Z.    1  9-  B^B^. 
„    h  w"  Bx  B^. 
„    S  fff  Bf  B^. 
^,    Q  fif*  B^, 
„  10  »  B,. 
„109   „     1  %f  B,B^. 
„    ^'^B.B^. 
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Col.  100  Z,   5  y  B^  B^. 

„  10  /Du  B^B^. 
„    113—115  Z.  42  fehlt  in  ^j^^* 
„    118  Z.  10  n-  B^B^. 
„    119    „  25  ff-  B^. 
„    120    „  37  II  B,B^. 

„  49  CXLVIin  5^  ^,,  aber  bei  ^,  in  CLXVIIII  corrigirt. 
„   121    „  13  XXXVIIII   B^. 

„  41  m  B^B^. 
„    122    „    8  DLXXXIII  B^B^,   aber  bei  B^  in  DLXXVI  cor- 
rigirt. 
„  11  DCCCLXXVnil  B^B^,  aber  bei  ^^  CL  ansradirt. 
„  12  DCCCLXXXIIII  B^B^,    aber  bei  B^  ein  C  aus- 
radirt. 

0 

13  DCCXXV  ^1,  DCCC*XLI  B^. 


„  18  ICLXVI  B^  B^, 

„  36  1»D   B^B^, 

„  38  III>3  ^,^,. 

„  42  V>  ^1,  Vl>  i?2,  znm  Tbeil  auf  Rasur. 

„  91  XVIIIIPD   B^B^, 

123  „  29  X^  ^j. 

„  44  XIIi;^  B,B^. 

124  „     5  XXX-J  B^B^. 

„  19  Lxvinr/D  ^1,  LXvrii*/iD  ä,. 

„  28  C/D   ^1. 

„  29  CV>D  B^B^. 

„  30  CX/  ^i^g. 

„  45  CLXXXII>^j5jj. 


An  den  Scblnss  der  Tabelle  in  der  124.  Columne  reiht  sich  fol- 
gender Text: 
Totus  prior  numerus  et  eins  quarta  pars  in  secundo  tramite  invenitnr. 
Seeundo  totus  prior  numerus  et  duae  quartae  partes  eins  in  secundo  tramite 
invenitur.  Tertio  totns  prior  numerus  et  ter  qnarta  pars  eins  in  secundo 
tramite  invenitur.  Qnotqnot  ergo  asses  •*)-•  aut  ./  aut  -jj^*  praecesserint, 
eodem  numero  assium  ipsi  •>.  vel  -f-  vel  •j?*-  geminantur  usque  [ad?] 
XU  locum,  in  quo  XU)*  in  se  .CLPD«  efficiunt,  eo  quod  duodecies  «^^  ge 
minatnr. 


b)  Bsmm  BiBf  \\  ipBe  BiSfBt  \\  ."^^  vel ,  f.  vel  .f,  BiBt^y  stni  f  fmt  ff  Bt  \\ 
„ad"  fehlt  in  Ä,  Ä,. 

5  —  7)  yyUflque  .••  geminatnr**  ist  im. Commeutar  des  Abbo,  d.h.  in  Bz  weggelassen. 
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Hierauf  folgen  die  Tabellen,  welche  ii^den  Columnea  125 — 130 
stehen;  die  Abweichnngen  in  den  HandHcbriften  sind: 
Col.  125  Z.  10  !)  By   B^  hat  die  Zeichen  hier  and  in  den  folgenden 
Zeilen  znm  Theil  aaf  Kasur;  ob  von  erster  oder 
zweiter  Hand,  ist  nicht  zu  unterscheiden. 

„  11 1D  B^,  y  B^, 

„  12  ff  B^. 
„  13  W3  B^. 

„  uyB,. 

„  15  >:>  J?!,  fB^. 

„  16  1;D  B,,  >D  B^. 

„  17  1f:.  B^. 

„  18  «D  By 

„  19  9fB,,  «B^. 

„  20  »fB,,  «D  -Bg. 

„  22  If  D  J?i. 

n23lf;5,. 

»   24  f  B,. 

„  25  f  D  ^1. 

„  26  ff  B^. 

„  27  f>D  J?i,  P-Bj. 

„  28  >  B^. 

„  29  ;D  ^1. 

„  30  ff  J?j. 

„  81  ff  B^. 

„  32  0  J?j. 

„  33  O  ^j. 

„  34  «;^i. 

„  35  «>D  JBj. 

,,  36  B  5j. 

n    37    »:  B^. 

„  38  ffD  5^. 

„  40  tff^  B^B^'j  aber  bei  B^  ist  )■  ausradirt. 

„  41  fffB,,  »f>*B^. 

„  42  «TD  J?i. 

„  43  ffff  B^;  bei  5g  ist  f  wegradirt. 

„  44  ffff^  B^;  bei  B^  ist  ^  wegradirt. 

„  45  m  B^. 

„   126  „  30  XLVni  auf  Rasur  B^. 
„   127  „  30  XXnn  auf  Rasur  B^. 

„  40  XXXVI  B^B^. 
„    128  „  15  quaras  B^^B^. 

,,  22  sesclae  B^  mit  durchstrichenem  aj^y^-^OOglC 
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An  die  Columnen 


128—130  reiht  8ich  folgender  Text: 
Janua  calouli. 


Bis  media  sescle  id  est  sescle. 

Bis  sescle 

9> 

daae  sesclae. 

Bis  sicilicQS 

f) 

semuncia. 

Bis  daae  sesclae 

)) 

semuncia  et  seso 

Bis  semuncia 

» 

uncia. 

Bis  uncia 

)» 

sextas. 

Bis  sescuncia 

j» 

qnadras. 

Bis  sextas 

n 

treas. 

Bis  qnadras 

» 

semis. 

Bis  treas 

9t 

bisse. 

Bis  quincunx 

») 

distas. 

Bis  semis 

» 

assis. 

Bis  septas 

)i 

assis  et  sextas. 

Bis  bisse 

n 

assis  et  treas. 

Bis  dodrans 

)» 

assis  et  semis. 

Bis  distas 

>) 

assis  et  bisse. 

Bis  labus 

>» 

assis  et  distas. 

Bis  assis 

» 

dipondios. 

Bis  bini 

» 

quaterni. 

Bis  terni 

1) 

seni. 

Bis  quaterni 

)> 

octeni. 

Bis  quini 

»5 

deni. 

Bis  seni 

»» 

decus  dipondius. 

Bis  septus 

» 

decus  quartus. 

Bis  octus 

» 

decus  seztus. 

Bis  nonns 

n 

decus  octus. 

Bis  deni 

1» 

viceni. 

Bi&  vigeni 

») 

quadrageni. 

Bis  trigeni 

n 

sexageni« 

Bis  quadrageni 

9) 

octuageni. 

Bis  quinquai 

»» 

cean. 

*  Bis  sexai 

n 

cean  biae. 

2)  „sesclae"  an  beiden  Stellen  B^. 

8)  sescle]  sesclae  ß^. 

5)  sesclae]  sescle  ßi  B^, 

11)  biss  B^, 

18)  iabns  ^,. 

28)  Teceni  B^. 

33)  ceanbie  B^. 

10 


15 


20 


25 


80 
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Bis  septai  id  est  cean  quadrai. 

Bis  octai  „      cean  sexai. 

Bis  nonai  „      cean  octai. 

Bis  cean  „      diicen. 

5  Bis  ducen  „      quadricen. 

Bis  tricen  „   *  sexacen. 

Bis  qnadricen  „      octicen. 

Bis  quinquien  „      chile. 

Bis  sexacen  „      chile  dncen. 

10  Bis  septaceu  „      chile  quadricen. 

Bis  octacen  „      chile  sexacen. 

Bis  nonocen  „      cbile  octacen. 

Bis  chile  „      dischile. 

Item. 
^^  Ter  media  sescla. 

Qaater  media  sescla. 

Qainqaies  media  sescla  et  reliqna. 

EXPLAMATIO  EXTREMAE  PARTIS  CALCULI. 

Prodacitnr  pars  .OXLIIII.  i  haec  est  forma  vel  notaassi»;  sed  ali- 
20  quando  corrnmpitur  forma  eins  notae  inscriptione  eins  qnia  sie  est  «i-  haec 
fignra  rationabiliter.  Ideo  entm  assium  notae  corrampuntnr  nisi  in  nno  loco 
ubi  absqne  dnplicatione  in  postremo  ordine  sunt  ante  pondera,  qnia,  cum 
haec  fignra  nota  assis  est  A*  et  multitudo  iuncta  simul  fignrarum  eins  occn- 
paret  membranum,  ut  hi  .III.IIJ:.  exempli  cansa.  .1.  forma  assis  ponitur 
25  primitns  et  inde  notatur  quia  ipsa  de  notis  impletur  formis  subsequentibus 
eam  et  ne  multitudo  formaruni  assis  quia  sicilicns  verbi  causa  .XLVIII.  vi- 
cibus  unum  assini  implet  et  cetera.  «^M^*  dednc  pars  .CXLIIII.  et  rel. 
Hae  notae  semel  multiplicatae  uunm  assim  implent,   ut  puta  M^-U.  D  «uu. 

80  Quando  vero  numerus  iteratur  et  iterum  duc,  per  priorem  numerum 

notae  multiplicatae  insequenti  nnmero  minore  asses  efficiunt,  ut  puta  «^D« 


i 

7)  octacen  Bf, 

18)   IZIREMAE    Bf. 

10}  t]  pro  Bi.    Es  scheint  .1.  ursprünglich  gestanden  zu  haben. 

20).  4]  pro  Bi. 

21)  assuum  Bi ;  bei  Bf  ist  u  durch  Rasur  in  i  verwandelt. 

26)  Zwischen  „assis**  und  „quia*'  scheint  eine  kurze  Zeile  ausgefallen  au  sein. 

28)  M^.U.D.UU./i.f.U— i^Ul>lff  Äi,  vf'.U  D.UU.pp  (beides  auf  Rasar), 
*D-*^»  (über  den  drei  letzteren  auf  Rasur:  AO«  >«/pD-3«  (Diese  vier  Zeichen  auf 
Rasur.) /D.:)p.3PD. 
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XLIin  .  V.  asses;  ^PD  .  XLIIII  .VII.  asses;  %.  XII  asses  .V.  usque  dum 
dicit  »=PD  .  XLVIII.  asses  XLVH. 

Item  alia  explanatio  prioHis  partis. 

I>  in  se  IfpD.     lu  primis  tolle  aequalitatem  prioris  numeri  de  sub- 
sequenti,  hoc  est  .Y)"  remanet  •l'pD-,  quae  isto  modo  dividas  super  priorem    5 
numerum,  id  est  .l>*i  >•  mitte  super  .1.,  eiusdem  scilicet  quartam  partem, 
P'D*  super  y^  bimiliter  ipsius  quartam  partem.    In  secnndo  loco  dicis  .If* 
in  se  .Hl*-    Tolle   iterum  semper  ut  ante  prioris  numeri  pleiiitudinem  de 
subsequenti,  id  est  .If. ,  remanet  •/')-•    Ista  vice  semis  mitte  super  .1«,  id 
est  ipsius  medietatem,   'l**    autem  super  -f*,  illius  similiter   medietatem.  10 
Tertio  loco  aeqne  ponis  .10^-  in  se  .III.p*D.    Similiter  ut  supra  tolle  priori 
numero  de  subsequenti   aequalem  partem,   id   est  A!F-,  remanet  .I'J'pD., 
quae  sie  inmittuntur.   Tolle  de  .1.  qui  remansit  ,ff.  et  mitte  super  priorem, 
id  est  ter  quaternam  partem;  deinde  .fpD.,  quae  remanserunt,  mittis  simi 
liter  super  priorem  .^.,  eiusdem  ter  quaternam  partem,  id  est  .III.  super  15 
unamquamque  unciam.    Quarte  deinde  loco  ad  perfectum  devenit,  quando 
dicit  .II.  in  se  .IUI.    Secnndo  ordine  dicis  .ll.>.  in  se  .Vp*D.     Nunc  in- 
primis  tolle  .IUI.  de  subsequenti  numero  ad  illa  priora  et  -f  ad  «l*-,  rema- 
nent  ./P3«f  mitte  super  .II.,  id  est  quartam  partem,  ut  antea,  .pD.  ad  .>. 
[In  secundo  loco  dicis  .Ilf»  in  se  .VI")«»]    Duc  ut  ante  de  inferiore  numero  20 
.IUI.  ad  complementum  prioris  numeri,  et  remanent.II.  et  .>.     Iterum 
mitte  .1.  ad  .f.  complendum.     Alterum  unum  ad  superiores,  id  est  dimi- 
dietatem    ad   utrumque,  .1*.  iterum  iunge  ad  -f*,  id  est  dimidietatem,  ut 
supra.     Cum  dicis  tertio  .110*.  in  se  .Vll.fp^.,  adplica  ut  ante  .IUI.  de 
.VII.  inferioribus  ad  .II.  superiores,  remäneut  .III.fp*D.    Adde  iterum  ad  25 


1)  •'pD]  ^UD  ^ii  l>«^i  ^t  das  Richtige  auf  Rasur.  ||  „dum"  fehlt  bei  Bt  und 
ist  bei  Bt  eingeflickt. 

6)  .  I")« .  fehlt  bei  Bi ,  das  zweite  >  bei  B^, 

7)  „PD  ..•  partem"  fehlt  bei  B^.  \\   .If.]  I>  Bt. 

9)  .  I.  fehlt  bei  ^g,  wo  über  der  Zeile  „assem**  steht. 

10)  .RfBi. 

> 

14)  nach  „partem"  steht  bei  B2  am  Rand  „sicilicos**. 

14—15)  „deinde  . . .  partem"  fehlt  bei  B^, 

15)  .III.]tres  Bt. 

17)  .V.p-3.]  .II/^D..^i ;  bei  Bf  steht  das  Richtige  auf  Rasur. 

20)  Das  Eingeklammerte  fehlt  in  B^Bt^  die  Ergänzung  ist  nach  Analogie  gebil- 
det and  kann  auch  anders  ausgedrückt  gewesen  sein. 

21)  .11. ]  1*^8. 

22)  .1.]  f  Bf  II  „complendum"]  über  der  Zeile  dazu  noch  ad  Bf.  |J  dimidietatem] 
„demedietatem"  mit  i  über  den  beiden  ersten  e  B^  B^, 

25)  Nach  .III./p3,  ist  in  B^  am  Rande  beigefügt  „-V  quaeponas  duobus".  ||  ad  . 
dodras  ,Jf.  Bi,  ad  dodrante  j^  B^  von  nt  an  auf  Rasur. 
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dodrantem  ,^,  .!/"•  duo  dodras;  [remanent]  .II.P'D.  Item  ponas  duos  do- 
drantes  superiores,  remanent  .fP'D»,  quae  mittes  iterum  auper  dodrantem, 
nt  ante,  id  est  tres  sicilicos  ad  imamqi^amqae  unciam.  Postea  dicis  .III.  in 
8e  «Villi.    Sic  isto  modo  per  omnia  crescente  numero  intellectus  aperit. 

5  OlEARIA  INCIPIUNT  P0ND£RA. 

aextarius  dicitur  a  .VI.  parte  congei  .II.  unciarum. 

Mesura  .  centum  sextarii. 

-r  magnus  seztarius  et  parvus  .  sed  magnus  aextarius  bis  XV  uncias  habet 
parvas  bis  .X. 
10  Omnes  sextarii  himminae  duae 

quartarius  quarta  pais  sextarii  id  &  ')f. 
Qaartarii  .IUI.  octuarii  .VIII. 

XX  unciae. 
Chiati  .XII. 
15  XL  scripnli. 

Chiatus  olei  pendit  z^IIII.    LX  scripuli. 
Octaarins  1^  .  quartarius  V  . 
himmln  a  M. 

pondns  librae  enim  quO  generale  est  nt  huic  aliquando  specialis  qa?{  idem 
20  significat  assls  .XII.  unciarum. 

Sextarius  olei  pendit  libram  .10* 

CXX  unciae. 
Congeus  .  sextarii .  VI. 

pondo  .XII.  unciae. 
26  Olei  pondo  .X  .  CLX.  unciae. 
Simodius  congeus  ♦Ill.'Jf.  sextarii. 
VIII.  olei  pondo  .Xm.*».         _ 

CCCXX  unciae.   CCXL  unc.  unum  asses  et  (fLXXX  unc.  efficiunt. 
Modius  .  simodii .  II .  congei .  II. 
80  &  .  VI .  semis  sextarii  .  XVI. 
Olei  pondo  .XX VI. 8. 

DCCCCLX  unciae. 


1)  „remanent'' fehlt  bei  ^1  und  ^,.  [|  II.p-D.]  I./ auf  Rasur  ^t*  ||  duo  dodras 
ßi ;  in  Bi  ist  das  Richtigere  durch  Correctur  hergestellt. 

2)  Zu  „superiores*'  ist  in  B^  „duos"  hinzugeflickt.  ||  .ffl.  ^i,  bei  B^  steht  ^ 
auf  Rasur.   [|   super  dodras  Bi ;  bei  Bt  ist  das  Richtigere  durch  Correctur  hergestellt. 

4)  VIII  Bi. 

6)  Das  klein  Gedruckte  sind  Glossen,  die,  wie  sie  mitgetheilt  sind,  in  den 
Handschriften  Bi  ß^  zwischen  dem  Text  stehen. 

10)  Dazu  am  Rand:  „himmina  dicitur  quasi  seminina  hoc  est  semi  sextarii"  Bi 
(„semis  8extari"^2)' 

16)  „LX  scripuli"  fehlt  bei  B^. 
25)  .X.]  decem  ^,. 
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Anfora  italica  .  modii .  III. 
simodi .  VI .  congei .  VIII. 
I  •  CCLXXX  unciae. 

Sextj^rü  XLVin  .  olei  pondo  .  LXXX. 

Anfora  gallica  modii  ,1111.    Simodi  .Vin.  ^ 

hie  .  0.  LXXX.  signiticat .  quia  couveuit  eo  quodoctavuin  indicatnumerum.- 
Congei  .X.0.  sextarii .  LXIIIL 
Olei.  pondo.  C  VI«. 

Item  melaria  ing. 

Chiatua  mellis  pendit  •')*)'•  ^^ 

X(^^. 

Octnariuß  .^/^-«'VI. 

terüa  pars  unius  cuiusque  mensurae  olei  additur  ad  xneDsnram  mellis  .  mel 

enim  gravins  est  quam  oleum  et  ideo  tertia  pars  additur.   Vas  enim  quod 

IX  unciae  olei  implent,  si  melle  impleatur  .XU.  uncias  tenet;  et  haec  con-  15 

venientia  iu  reliquis  mensuris  debet  observari. 

YII  •  unciae  et  semiuncia. 
Quartarins  f  &  p. 

XII  •  unciae. 
himmina .  If<  ^ 

XXX  aociae.    I  olei  pondo. 

Sextarias  mellia  pondo  .  II  ./.CLXXX. 

mellis. 
sextarius  .  ",  •  VI. 

mellis  pondo  .  XVIIII .  uncias  habet.  25 

mellis  pondo  .X. 

CCXL  uncias. 
aimodins  ^  CLXXX. 
congeus  .  I  •  IIII .  fl . 

IUI  asses  olei  et  trias  CXL.  30 

aextana  .VIII .  mellis. 
pondo  .  XIII .  ^. 

hie  treas  significat  •  CCCC. 
Modins  .  LXXX  .  uncias. 

treas  enim  in  melle  .  in  oleo  .f.  g5 

Congei  mellis  .  CCC  .  LX  •  uncias  .VI .  asses 
XVIII  mellis  .  CVIII .  uncias  .  0  .  mellis  XII  unciae. 


14)  quod]  quae  Bi\  ß^  „quod"  infolge  von  Correctur. 

15)  IX  unciae]  ex  uncia  Bi  B^, 


)  in  einer  Zeile  A«. 
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Simodii .  II .  coDgei .  II .  VI .  0.    .  XTI .  nnciae. 
Sextarii  XVI  mellis  .  pondo  .  XXVI .  «. 

Anfora .  ICCCCXL  unciae. 

UQUsqaisque  enim  modius  .  LXXXV.  uncias  habet  in  mensara  mellis. 
&  Italia  modii .  III .  simodi .  VI .  cougei .  VIII. 
•  Unnsquisque  sextarius  .  XXX  .  uncias. 

Sextarii .  XL VIII .  mellis  .  pondo  LXXX;  X Villi  unc.  in  uno  quoqne  mel- 
lis pondo. 

Anfora  gallica  modii .  IUI .  IDCCCCXX  unciae  simodi .  VIII .  X0*  bisse  hie 
^^  CXX  uncias  habet .  id  est  decem  duodecies. 

Sextarii .  LXIIII .  mellis  .  pondo  .  C. 

VI .  0 .  melle  XII .  uncias  ad  mensuram 

ad  libram  mellis  .  in  libra  duo  .III.V    duobus  unciis  adde  tres  .  ad  tres 

nncias  olei  bis  dnos  unciis  mellis  implent .  simul  sextarium  mellis. 
15  decem  enim  unciis  mellis  dimidia  pars  additur  hoc  est  duae  unciae. 

Oleo  in  sextario  .VI .  ad  sextarium  .  I .  sexies  .V.  biseuim  duo  mellis  on- 

ciae  propter  .  II .  accipiuntur  .  in  oleo. 

Centum  pondo  olei .  sextarii  LX.   icc  urTc. 

Centum  pondo  mellis  .  sextarii  LX.     DCCCCLX  unciae  olei  mellis    aari  ar- 
20  genti  rel. 

Talentam  cuiuslibet  mercedis  .  pondo  LXXX. 
Talentum  olei .  sextarii  XL VIII.    DCCCCLX  unc. 
Talentum  mellis  .  XXXII .  sextarii.    DCCCCLX  unc. 


25  De  geometrica  nunc  loquitur. 

Digitus  habet  .  P*D  .  extremus  artus  auricularis  in  longum  XVIII  scripulos. 
Palma  .1-.  Cubitus  .  II-.  cubitus  ab  ulna  usque  ad  ungulas  .  Gressus  .Ilf . 

duos  pedes  et  dimidium,  id  eSt .  XXX  .  unciae  policis. 
Passus  .V.  pedes  .  LX  .  unciae.    Pertica  pedes  .  X  .  hoc  est .  CXX  .  unciae. 
30  Aripinis  vel  aripennis  perticas  XII  habet ,  hoc  est  ICCCXL  uncias, 

passus  •  XXUII .  pedes  .  CXX. 
Leuna  habet  passus  ID  .  pedes  VIID  .  aripinis  LXIIf .  ictus  .  LX. 
Stadium  habet  pedes  DCXXV.  passus  CXXV. 


16)  .  I .]  unom  B^, 

17)  .!!•]  es  scheint .  VI .  zu  schreiben. 

19)  Hierzu  ist  am  Rande  bemerkt:  ,|ICC  .  similiter  sunt  tunc  tertia  pars  numeri 
sextariorum  olei.  In  mellis  sextarium  continetur.**  Bei  B^  sind  einige  Buchstaben 
abgeschnitten. 

2d)  DlOIOMETBICA  B^. 

26)  artioularis  /?2. 

32)  L«ua  Bi.  r^  i 
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lug^eram  habet  passns  XLyill .  pedes  CCXL. 

Digiti  XVI  transversi  pes  est ,  hoc  est  Xu  .  unciae. 

Bisse  yel  bes  Vlil  unciae  policis  .  cnbitas  nlna  dodras  •  propterea  dielt  cubi- 
tns  nina  ad  discretionetn  mensarae  a  sinu  intus  ineipiente ,  quae  bes 
dicitur.  et  nsqne  ad  artnm  pugni  utraque  mensnra  extenditur. 

A  China  .  C  .  pedes. 

Ictns  habet  XXV  pedes  in  qnadro,  a  medio  incipientes  in  .  IUI .  partes, 
per  circuitum  autem.CXXV.  pedes.  Duo  aripines  iugerum  faciunt, 
ID  passus  leuna  est,  IIU  passuum  passus  scinns  sive  parasanga. 

Obolus  dimidins  scripulus,  minima  pars  mensurae. 

Dodras  .  Villi .  uncias  habet. 

Denarios  .  X  .  numero  .  I .  scripuli .  pondeus  duo  et  semis. 
.  I .  II .  scripuli  et  semis  IDCCCCXX  unc. 

Sestertium  .  V .  sextarii .  Gomor  .  VI .  modii. 

modius  dignas  .  I.III .  auc  & .  VII .  scripuli.  1& 

Medignum  .  sextula  sexta  pars  sextarii. 

idem  et  assis  XVI.  . 

Libra  ^/„  XII.    Mna  libra  greciae. 

•  I .  cum  dicitur  LX  librae  atticae  talentum.  20 

L]f  librae  atticae  talentum. 

De  rebus  liquidis. 
cocTearia  scrip  et  qnarta  pars  scripuli.  X  scrip. 

Duo  coclearia  cleme  dr,  quattuor  clemeses  mistrum  faciunt;  Mister  /IIII. 
pars  chiati  est.  25 

^  &  ^  .  IIII .  hoc  est .  XL  .  scripuli. 
Chiatus  .  sexta  pars  himminae  est. 
Himmina -medius  sextarius. 
Oephi  sive  opha  .  III .  modii .  quorum  decima  pars 

IIII .  sextarii  LXXX  ui^  X  VI  30 

est  quadrisextium  .  &  himmins  <&  semis 


6)  Unterhalb  dieser  Zelle  am  Räude  befindet  Mich  in  Bi  und  Bt  folgende  Figur: 
XXXI.  ped  a  •  im  •  digiti  transTeni. 


XXXL  ped  A  -  Un  •  digiti  tTansTeni. 

7)  .  IUI .]  quattuor  Bt. 
24)  deme  B^.  [|   demeses  B^. 
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LXXX  uDc 

Hin  vero  modius  &.  Ill.sextarii,  caias  quarta  pars  aeq:  quadrisextiam  & 
X  UDC  I.II.anc  hoc  est  semiB  himmine. 

himmina  &  semis .  qaia  pars  triam  sextariorum  quarta  /  himmina  & 
^  semis  est. 

De  altera  ratione. 
duae  unciae       dimidinm  sextarii  XII  uuciarum 

II  .y^  sextarius,  himmina  .  !•*  quartarius  .  (>  Octuarius  .3.  chiatus  .  U .  Con- 
gens  sextarii  VI .  XII .  X  passos  XII .  LX  librae  talentam  est,  LXXX 
^^  pondos  talentum  .  Stater  .  XX  .  ^i', 

XIIII  scripnli.  VI  Script  scriptulus  &  scriptala 
Sicel  &  sicilicus  /  .  I ,  stater. 

Dragma  .  II .  ^  .  Didragma .  •  duae  dragmae  im  •  ^  .  Et  alibi  dragma 
.  III .  ^  .  Didragma  .  VI .  ^  .  XXIIII  scripuli  ^  uncia  est. 
15  Denarium  •  X  .  4' .  Scriptula  &  dimidinm  .  ^  trimesis  est,  tres  trimeses  • 
SüliduB  est. 
Tributum  .  X  •  pars   pecauiae  .  census   solidus    ab  uno  quoqae  denario  X 
scriptulae. 


Unter  der  Rubrik  . 

De  SIGNI8  PONDERUH 

folgt,  was  bei  Hnltsch,  metrol.  scripL  relL  11,  S.  121  Z.  0  bis  8. 123  Z.  10 

und  S.  133  Z.  14  bis  S.  135  Z.  6  bereits  gedruckt  ist. 

Die  Abweichungen  von  ersterem  Text  als  dem  verwandteren  sind: 

S.  121  Z.  16  geminata  B^B^. 

„  17  nach  T„te"  B^B^. 

„  18  .im.  B^B^. 

„  19  .V.  B^By 

i 
„  122  „     1  nach  H  „eta"  B^B^.  \\  octo]  .Vm.  JB^,  Vm  J?,. 

„    3  nomisma]  Nummisma  B^B^. 

Zwischen  Z.  4  und  5  haben  B^B^'  IB  .  Iota  adiancta 

beta  significat  dimidinm  solidum. 

„    5  <]VB^,  yk  B^. 

„    8  N]  En  B^B^,  \\  adiunctum  JJ^  J?g.  ||  greco^^^g. 

„  10  p]  r  B^B^.  \\  Gammae  B^. 

„  12  laada  B^^B^. 


3)  X  unc  fehlt  in  B^.   \\  hoc  est]  li  -f  ^i- 

6)  fehlt  in  ^t.  "  • 

V 

17)  denario  Bi ;  bei  B^  scheint  o  aus  u  von  erster  Hand  corrigirt. 
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S.  122  Z.  13  adiectnm  B^^  aber  corrigirt  ans  ,,adinnctnm'S  II    „hn* 
bens"  fehlt  bei  J?i^j. 
„  14  cornnnm  adinncto  B^B^» 
„  15  y  Latina]  fix  latinum  B^  B^,  \\  cbiatnm  B^^  B^. 
„  17  cotilem  B^B^, 
n  123  „     1  Xigrecnm  B^^B^.  |j  „iaii<:tum**  fehlt  B^B^, 
„    3  „habnerit"  fehlt  J^i  Fg. 
„     4  acitabnlnm  qnod  greci  oxifalona  B^B^. 
„    5  mi  grecnm  superposito  N.  latino  B^  F^. 
*  11    0  mna  B^B^* 

„    7  T\  T]  Ai  5j,  AAa  B^.  II  landa  grecnm  B^B^. 
„    9  X**.  X]  io  Äi,  ;ioa  Fg.  II  snperiori  FjÄ,. 
„  10  coninncta.  kenix  ß^J^g. 
Hierauf  folgt  in  B^  von  jüngerer  Hand,  etwa  des  XI.  Jahrhundert«, 
was  bei  Hultsch  ib.  S.  138  Z.  24  bis  S.  139  Z.  18  steht.   Die  Abweichungen 
sind: 

S.  138  Z.  27  „In  pondere''  ist  zu  dem  Folgenden  gezogen. 
„  139  „    2  quatuor  autem. 
„    5  faciunt]  reddnnt. 
„   17  sed]  f. 
B^  hat  diesen  Abschnitt  nicht. 

Inc.    NOMINA    PONDERUM   MEDTGINALIUM   QUORUM   MENTIO    IN    SINOULIS  GON- 
FECTIONIBUS  CONTINETUR. 

Obolus  est  scripulus  dimidius  .  siliquae  .  HC. 

Coclearium  .  scripulus  .  I .  et  dimidius,  id  est  siliquae  .  VIIIL 

Dragma  •  scripuli .  HI .  id-  est  siliquae  .  XVin.  5 

Ulcae  .  scripuli .  HE. 

Stater  habet  dragmas  .  1111 .  id  est  scripulos  .  XII .  facit  semunciam  siliqua- 
rum  .  LXXn. 

Cyatns  habet  dragmas  .  X  •  id  est  Scripulos  XXX  •  facit  unciam  •  I .  scripu- 
los .VI .  siliquas  .  CLXXX.  10 

Aeitabulum  habet  dragmas  .  XVI .  id  est  scripulos  .  XLV .  facit  unciam  If  & 
scripulos  .  Villi .  siliquas  .  CCLXX. 

Cotula  habet  dragmas .  LXXII.  id  est  scripulos .  CCXVI .  facit  uncias  .Villi, 
siliquas .  ooCCXCVI. 

Mina  habet  stateres  .XXV.  id  est  dragmas  .  C  .  scripulos .  CCC  .  facit  li-  15 
bram  .  I .  siliquas  .  ooDCCC. 

Talentum  habet  minas  .  LX  .  facit  libras  .  LXXIf .  siliquas  .  CVIIL 


1)  „lac.*' fehlt  bei  ^,.   jj  „singnlis"  fehlt  bei  ^s. 
6)  ülc^e  Bf. 
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ü«•./i^>'A••y^>•>•^•-V^-'-^.^w■•<'■/■ 


Libra  habet  scripulos  .  CCLXXXVIII .  facit  dragmas  .  XCVI. 

Congius  habet  ^.VI. 

^  habet  -  XVm. 

Cjatas  habet  r  If • 

Cotala  habet  cjatos  .VI. 

Acitabnlnm  habet  octavam  partem  seztarii. 

Cocleare  habet  tertiani  partem  cjati. 

Sextarias  vini  habet  libram  .  I .  z:  .VI. 

Sextarias  olei  habet  libram  .  If- 

Sextarias  meUis  habet  libras  .  Uf» 

Ulcen  dragma  .  I .  id  est  scripuli .  in. 

Tetrobolon  .  dragmae  .  XV  •  id  est  scripali  •  XLV. 

Bei  B^  ist  parallel  mit  dem  oben  aus  B^  Erwähn tea  gleichfalls  von 
derselben  jüngeren  Hand  noch  beigeschrieben: 

Calcnlus  minirans  est  omniam;  ponderatnr  enim  hordei  grano  ano  ant 
lentis  granis  daobns.  Siliqaa  secnndam  quosdam  ponderatnr  hordei  granis 
nil.inde  et  obnlns,  cnm  eins  triplas  sit,  granis  hordei  .  XU.  Secnndam 
qaosdam  antem  siliqua  ciceris  granis  et  lentis  granis  mediatis  •  III .  ac  inde 
5  obnlns,  cam  eins  sit  triplas,  ciceris  granis  .Villi  •  asseverant  constare. 
Scripulas  et  gramma  et  olca  nominatur;  constat  autem  obolis  daobas. 
Emina,  id  est  sextarins  dimidins,  ponderatnr  libra  nna,  sextarins  libris  dao- 
bas, koenix  sextariis  .111 .,  cinath  sextariis  .V.,  congins  sextariis  .VI.  Mo- 
dias  vero  •  XXII .  sextarios.  Urna  modias  semis.  Satum  sextarios  XXXIII. 
lö  Batas  sextarios  .  L  .  Medimna  modii  .V.  Artaba  sextarios  LXXII.  Gomor 
modii  •  XV.    Chorns  modii .  XXX. 

De  mbnsüris  in  liquidis. 

Coclear  minimam  in  mensaris,  id  est  dragma  et  dimidia.  Them  coclearia  IL 
Mistram  themes  HI.  Ciatas  dragmae  .  X  .  Acitabalnm  vel  oxiphalon 
15  dragmae  .  XV.  Emina  C  dragmae ,  sextarins  CC  dragmae.  Amphora  nrne 
IL  Sextarias  vini  ant  aqnae  libra  ana  et  uncia  semis.  Sextarins  olei  libra 
et  semis.    Semis  libra  et  daae  librae  sextarias  mellis. 

Am  Rande  der  letzten  Colnmne  steht  in  B^  von  späterer  Hand  des 
X.  oder  XI.  Jahrhunderts : 

—  obolas. 
ZZ  oboli  duo. 


Z)  cam  eins]  cuei  Bi . 
6)  gamma  ^i. 
8)  sextarins  .  ni .  Bf, 
12)  Bei  Bi  Alles  in  einem  Zage,  ohne  besondere  Zeile  für  die  Ueberschrift. 

15;  C  dramae  Bi»  r^  i 
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T     oboli  tres. 

r^   oboli.  IUI. 
£       oboli  qain^ae. 
^       dragma. 

f  I^  siliqnae  .VIII . 

hj      solidns. 

I  b     solidus  dimidins. 
KY     cyatus. 

KO    emina. 
I2     acitabulus. 

10     QDcia. 
N  r   semuncia. 

7-   sextarias. 

AI    mina. 

I      talentnm. 
A,    libra. 

V 
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I.   Ueber  algebraische  Carven,  deren  Punkte  sich  mit  einer  Variablen 
in  eindeutige  Beziehung  setien  lassen. 

Diese  Cärven  wurden  schon  mehrfach  untersucht  und  es  soll  der 
Zweck  dieser  kurzen  Note  sein,  zu  zeigen,  wie  sich  die  Haupteigenschaf- 
ten der  besagten  Curven  aus  ihrem  oben  angedeuteten  Merkmale  ableiten 
lassen. 

Wir  fassen  eine  Curve  C„  w*®*"  Ordnung  ins  Auge,  von  welcher  wir  vor- 
aussetzen, dass  sich  jeder  ihrer  Punkte  durch  einen  Werth  eines  veränder- 
lichen Parameters  eindeutig  bestimmen  lässt,  während  auch  umgekehrt 
jedem  Punkte  der  Curve  nur  ein  einziger  Parameter  werth  entsprechen 
soll.*  Den  Parameter  des  variablen  Punktes  x  der  Curve  wollen  wir  kurz 
auch  mit  x  bezeichnen.  Nach  unserer  Voraussetzung  entspricht  also  jedem 
Curvenpnnkte  ein  einziger  a: -Werth  und  umgekehrt  jedem  a?-Werthe  ein 
einziger  Curvenpunkt. 

Da  zwei  Punkte  x^ ,  x^  der  Curve  C«  eine  Gerade  0  und  folglich  auch 
deren  n — 2  weitere  Schnittpunkte  mit  der  Curve  C^  bestimmen,  so  werden 
sich  die  Parameterwerthe  der  letzteren  Punkte  aus  den  zwei  Parametern 
OTi ,  (C,  bestimmen  lassen.  Es  wird  sich  somit  eine  Beziehung  in  Form  einer 
Gleichung  zwischen  den  Parannetern  a;, ,  a:,,  .r,  dreier  Punkte  der  Curve  C., 
welche  in  gerader  Linie  liegen ,  aufstellen  lassen. 

Wir  wollen  diese  Gleichung : 
1)  /'(^ia^,.r,)  =  0 

zum  Ausgangspunkte  unserer  Betrachtungen  machen.    Was  die  Form  der 
Gleichung  l)  anbelangt,  so  lässt  sich  von  ihr  im  Allgemeinen  behaupten. 


1)  Hierbei  ist  ein  Doppelpunkt  wirklich  als  ein  doppelter  Punkt  anfznfassen,  so 
dass  einer  solchen  Stelle  der  Cnrve  zwei  von  einander  yerschiedene  Parameter  ent« 
sprechen. 
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dass  sie  in  jeder  der  drei  variablen  vom  {n — 2)^*°  Grade  sein  müsse.  Denn 
nimmt  man  für  zwei  von  den  drei  Variablen  beliebige  Werthe  an ,  so  sind 
hierdurch  zwei  Punkte  von  C»  unzweideutig  bestimmt  und  die  dritte  Va- 
riable gehört  dann  als  Parameter  solchen  Punkten  von  €„  an ,  welche  auf 
der  Verbindungslinie  der  beiden  angenommenen  liegen.  Auf  dieser  Verbin- 
dungslinie liegen  jedoch  (weil  (7«  von  der  n^"°  Ordnung  ist)  ausser  den  zwei 
angenommenen  noch  («—2)  weitere  Punkte,  woraus  folgt,  dass  Gleichung  1) 
bei  gegebenen  Werthen  zweier  der  drei  Grössen  x^x^x^  (ji — 2)  Werthe  für 
die  dritte  liefern  müsse  und  dass  folglich  die  Gleichung  1)  bezüglich  jeder 
der  drei  Variablen  eine  Gleichung  (n— 2)*^^  Grades  sein  müsse.  Ueberdies 
erkennt  man,  dass,  wenn  f{x^x^x^t=zO  von  einem  Werthsjstem  x^x^x^  er- 
füllt wird ,  diese  Gleichung  auch  von  jedem  andern  aus  x^x^x^  durch  Ver- 
tauschung gebildeten  Werthsjstem  erfüllt  werden  muss.  Denn  sind  x^x^x^ 
drei  Punkte  einer  Geraden,  so  sind  es  ebenso  x^x^x^,  x^x^x^  u.  s.  w.;  es 
wird  also  die  Gleichung  l)  im  Allgemeinen  in  x^^  x^^  x^  symmetrisch  sein. 
Das  Gesagte  genügt,  um  zu  erkennen,  dass  Gleichung  1)  in  folgende  Form 
gebracht  werden  kann : 
.        Ax^-^  x^-  2  arg»-^ 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  nun  sofort  die  Hanptcharaktere  un- 
serer Curve  Ca,  nfimlich:  Classe,  Zahl  der  Inflexions-  und  Doppeltangenten* 

Ein  Inflexionspunkt  der  Curve  C^  ist  eine  Stelle  derselben,  für  welche 
Gleichung  1)  von  drei  gleichen  Parameterwerthen  erfüllt  wird,  denn  die 
Inflexionstangente  schneidet  die  Curve  in  drei  unendlich  nahen  Punkten. 
Setzt  man  also  in  1):  a;gc=;rg=a;^,  so  erhält  man  die  Gleichung  für  die^'In- 
flexionspunkte  der  Curve.  Diese  Gleichung  wird  aber  offenbar  in  x^  vom 
3  (n— 2)**"  Grade,  woraus  folgt: 

„Die  Curve  Cn  besitzt  3(n— 2)  Inflexionspunkte.'' 

Die  Parameter  der  Inflexionspunkte  sind  also  die  Wurzeln  der  Gleich- 
ung 

2)  f[x^X^x^==(i. 

Denkt  man  sich  in  1)  einen  Parameter,  z.  B.  x^^  constant,  so  stellt 
diese  Gleichung  die  Beziehung  zwischen  den  Parametern  der  Punkte  x^x^ 
dar,  welche  durch  Gerade,  die  durch  x^  gehen,  auf  Cn  bestimmt  werden. 
Eine  solche  Gerade  wird  aber  zur  Tangente,  wenn  x^^^^x^  wird.  Um  also 
die  Berührungspunkte  der  durch  einen  Punkt  x^  gehenden  Tangenten  von 
Ca  za  finden,  hat  man  in  1)  x^=iX^  zu  setzen.    Die  entstehende  Gleichung 

3)  /"(«?!  arg  arj) 

ist  in  x^  offenbar  vom  Grade  2  (»—2),  und  folglich  lasaen  sich  durch  jeden 
Punkt  der  Curve  C«  an  sie  2  {n-—2)  Tangenten  legen,  und  da  die  Tangente 
des  betreffenden  Punktes  für  zwei  durch  ihn  gehende  Tangenten  gilt,  so 

Zeitschrift  1  Mathematik  u.  Physik  XVI,  6.  6        ^      ,  ,,  \Ci\o 
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Ufsen  sich  durch  jeden  Punkt    an  unsere   Canre  C.   2(n— 2)  +  2,  d.i. 
t(n — 1)  Tangenten  legen,  woraus  also  folgt: 

„Die  Curve  C„  ist  von  der  2(/i  — !)»«■  Classe/' 

Die  Gleichung  3)  stellt  die  ßeziehung  zwischen  einem  Punkte  x,  der 
Curve  und  den  (n — 2)  Punkten  {x^)  dar,  in  welchen  C.  von  der  Tangente  des 
Punktes  x^  getroffen  wird.  Fallen  von  diesen  (n — 2)  Punkten  zwei  zusam- 
nien ,  so  ergiebt  sich  eine  Doppeltangente  der  Curve  6. ,  für  welche  x^  und 
der  doppelte  von  den  Punkten  x^  Berührungspunkte  sind.  Um  also  die 
Zahl  und  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangente  von  Cu  zu  finden ,  hat 
man  nur  zu  bestimmen,  für  wieviele  und  für  welche  Werthe  von  «r,  die 
Gleichung  3)  zwei  gleiche  Wurzeln  jt^  erhält.  Damit  3)  für  x^  zwei  gleiche 
Wurzeln  liefert,  ist  nothwendig,  aber  auch  hinreichend,  dass  die  Discrimi- 
nante  verschwinde.  Diese  ist,  weil  3)  in  x^  vom  (n— 2)*^'* Grade  in  den  Co- 
efficienten  von  xr^,  vom  Grade  2(n— 3),  und  da  diese  Coefficienten  in  x, 
vom  Grade  2  (n~-2)  sind,  so  ist  die  entsteheude  Gleichung  in  x^  vom  Grade 
4(n— 2)(«— 3).  Diese  Gleichung  wird  die  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangenten liefern ,  und  da  jeder  Doppeltangente  zwei  Berührungspunkte  zu- 
kommen, so  ergiebt  sich: 

„Die  Curve  C«  besitzt  2  («  — 2)  (n  — 3)  Doppeltangenten." 
Nachdem  man  so  die  Classe,  die  Inflexions-  und  Doppeltangenten  von 
Cn  bestimmt  hat,  ist  es  nicht  schwer,  diejenigen  Singularitäten  von  Cn  an- 
zugeben, welche  diese  Curve  von  den  allgemeinen  Curven  n***"  Ordnung 
unterscheiden  werden.  Es  werden  dies,  der  erniedrigten  Classenzahl  wegen, 
im  Allgemeinen  Doppelpunkte  sein.  Bezeichnet  man  ihre  Zahl  mit  x^  so 
ergiebt  sich  einer  bekannten  Gleichung  zufolge  für  x: 

n  (?i—  l)  =  2  («  —  1)  +  2ar, 
und  hieraus: 

^_(«-jH«-2) 
2 
Diese  Zahl  stimmt,  wie  man  sich  leicht  tiberzeugen  kann,  mit  den  an- 
deren von  uns  gefundenen  Uauptmerkmalen  der  Curve  Cn  überein.     Man 
erhält  z.  B.  für  die  Zahl  der  Inflexionspunkte  einer  Curve  n^^^  Ordnung  mit 
X  Doppelpunkten  bekanntlich  die  Zahl 

3  w  (n— 2)  — 6ir 
und  folglich  für  unsern  Werth  von  x  nach  einer  einfachen  Reduction 

3(fi-2), 
wie  wir  auch  direct  gefunden  hatten. 

„Wenn  sich  also  die  Punkte  einer  Curve  n**'  Ordnung 
in  eindeutige  Beziehung  mit  einem  variablen  Parameter 
setzen  lassen,  so  ist  die  Curve  im  Allgemeinen  eine  mit 
(^-l)'(^-2) 


Doppelpunkten.'^ 


Digiti 


zedby  Google 


Kleinere  Mittheilungen.  83 

Es  ist  dies  die  grÖssteZabl  von  Doppelpunkten,  welche  bei  einer  Curve 
iiter  Ordnung  auftreten  können,  ohne  dass  diese  in  Curven  niederer  Ordnung 
zerfallen  müsste. 

Als  besondere  Fälle  des  von  uns  gefundenen  stellen  sich  jene  dar,  wo 
die  Doppelpunkte  von  C^  theilweise  zu  Spitzen  werden ,  oder  wo  durch  das 
Zusammenfallen  dieser  Doppelpunkte  mehrfache  Punkte  der  Curve  C^  zum 
Vorschein  kommen. 

Prag,  29.  September  1870.  Dr.  Emil  Weyr. 


n.    Elementares  tlber  das  Dreieck. 

Herr  Professor  C.  W.  Baur  hat  in  dieser  Zeitschrift*  einen  Satz  auf- 
gestellt, welcher  einen  eigenthümlichen  Weg  angiebt,  auf  dem  man  zu  der 
Bertthrungstangente  **  zwischen  dem  einem  Dreieck  einbeschriebenen 
Kreise  und  dem  zu  demselben  Dreiecke  gehörigen  sogenannten  Kreise  der 
neun  Punkte  gelangen  kann ,  ohne  von  diesen  beiden  Kreisen  auszugehen. 
Mit  etwas  veränderter  Bezeichnung  lautete  dieser  Satz : 

„Wenn  man  die  drei  Eckpunkte  eines  Dreiecks  mit  i^^,  ^g,  J^^  die 
ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  entsprechend  mit  a^,  ög,  a^  bezeichnet, 
und  nun  von  ^2  ^^^  &^^  ^3  ^i^  Strecke  a^  bis  B^^^  von  J^  aus  auf  a^  dieselbe 
Strecke  a^  bis  B^^  abträgt,  darauf  den  Schnittpunkt  6^  der  beiden  Verbin- 
dungsgeraden ^3^3^  und  A^B^^  mit  A^  verbindet,  und  endlich  den  Punkt  D^ 
bestimmt,  in  welchem  die  soeben  erhaltene  Verbindungsgerade  A^b^  die 
Seite  a^  oder  deren  Verlängerung  schneidet;  und  wenn  man  sich  alsdann  in 
ganz  analoger  Weise  durch  cyclische  Vertauschung  der  Indices  die  Punkte 
D^  auf  «2  'lod  ^8  aaf  «3  verschafft,  so  liegen  die  drei  Punkte  B^,  D^j  D^  in 
derselben  geraden  Linie,  welche  nichts  Anderes  ist,  als  die  Berührungs- 
tangente  zwischen  dem  einbeschriebenen  Kreise  und  dem  bekanntlich  von 
diesem  berührten  Kreise  der  neun  Punkte." 

Ausser  dem  in  diesem  Theorem  erwähnten  einbeschriebenen  Kreise  k 
giebt  es  aber  noch  drei  andere  Kreise  Ar^,  /Tg,  Afg,  welche  auch  die  Richtungen 
der  Dreieckss<ßiten  berühren,  und  die  drei  an  a^,  an  a^^  an  a^  anbeschrie* 
benen  Kreise  heissen,  je  nachdem  sie  die  Seite  a^  oder  a^  oder  ^3  zwischen 
den  Eckpunkten,  die  beiden  anderen  Seiten  dagegen  in  ihren  Verlängerun- 
gen berühren.  Da  nun  diese  drei  Kreise  k^^  A'g,  ^3  den  Kreis  der  neun 
Punkte  p  ebensowohl  berühren  wie  /r,  so  liegt  die  Frage  nahe^  ob  man  nicht 
vielleicht  auch   die   drei  Berührungstangenten  zwischen  p  einerseits  und 


*  Jahrg.  XII  S.  354,  Kleinere  Mittheilung  XIX. 

^*  Berührungstangente  zwischen  zwei  sich  berührenden  Kreisen  mögo  die  Ge- 
rade heisseo,  welche  beide  in  ihrem  Berührungspunkte  tangirt. 
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k^  ^81  ^3  andererseits  anf  ähnliche  Weise  gewinnen  kann,  wie  die  Gerade 
D^  D^D^y  welche  ja  nach  dem  Bäurischen  Theoreme  die  Kreise  p  und  k 
in  ihren  Berührungspankten  tangiren  soll. 

In  der  That  ergiebt  die  Untersuchung  dieser  Frage  das  Resultat,  dass 
man  zu  allen  vier  Berührungstangenten  durch  die  nachfolgende  Construction 
gelangen  kann: 

Man  trage  die  Strecke  a^  erstens  von  A^  aus  nicht  blos  auf  die  Seite  a^ 
selber,  sondern  auch  auf  deren  Verlängerung  ab,  wodurch  man  die  beiden 
Punkte  B^  und  W^  erhalten  möge;  zweitens  trage  man  dieselbe  Strecken 
auch  von  A^  aus  auf  die  Richtung  von  a^  sowohl  nach  A^  hin,  wie  auch  nach 
der  entgegengesetzten  Seite  hin  ab,  wodurch  man  die  beiden  Punkte  B^ 
und  W^*  erhalten  möge;  man  ziehe  alsdann  die  vier  Verbindungsgeraden 
A^B^y  A^W^^  A^B^^  A^W^^  und  bestimme  die  vier  Schnittpunkte 
Cj  von  A^B^  und  A^  B^^ 
C^        A  W^         A  W^ 

^1       »»     ■^2*'2        >»     '^a'^^S   ? 

alsdann  verbinde  man  diese  vier  Punkte  mit  y/,,  wodurch  man  vier  Gerade 
A^C^y  A^C^y  -^1^1*1  -^1^1*  erhält,  welche  die  Seite  a^  oder  deren  Verlänge- 
rung entsprechend  in  den  vier  Punkten  2)^,  D^^  D^^  D^  sehneiden;  endlich 
wiederhole  man  durch  cycHsche  Vertauschung  derlndices  zweimal  dieselbe 
Construction,  indem  man  nun  a^  und  a^  in  derselben  Weise  bevorzugt ,  wie 
eben  a^  bevorzugt  wurde. 

Dann  hat  man  schliesslich  auf  jeder  Dreiecksseite  vier  Punkte  erhal- 
ten, nämlich 

2>i ,  DjS  />!*,  />i«  auf  a^ , 

von  welchen  zwölf  Punkten  je  vier  in  derselben  Geraden  liegen,  nämlich: 

D,\  I)^\  D^^  m  d,, 

I),^  D,M),^  in  d,, 

I),\  D,\  B^^  \n  d,, 
und  zwar  sind  diese  vier  Geraden  d,  d^,  d^,  d^  die  obenerwähnten  Bernh- 
rung8tangenten  zwischen  dem  Kreise  p  und  den  vier  Kreisen  A:,  A:^,  Ar,,  k^ 


^  Was  die  Bezeichnung  hier  und  im  Folgenden  anbetrifft,  so  bedeuten  die  Zif- 
fern ,  welche  an  Pankte  bezeichnende  grosse  Bachstaben  oben  oder  anten  angefügt 
sind,  immer  Indices,  und  zwar  soll  ein  nnten  angefügter  Index  andeuten,  dass  der 
entsprechende  Punkt,  wenn  er  auf  einer  Dreiecksseite  liegt,  auf  derjenigen  liegt, 
welche  mit  demselben  Index  behaftet  ist.  Dagegen  soll  der  einem  Pankte  B  oder  }f 
oben  angefügte  Index  anzeigen,  dass  der  Punkt  durch  Abtragung  der  Dreiecksseite 
von  gleichem  Index  erhalten  ist. 
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Um  dies  nachzuweisen,  suchen  wir  zuvörderst  die  Verhältnisse  auf, 
nach  welchen  die  Dreiecksseiten  von  den  zwölf  Punkten  D  getheilt  werden, 
und  herücksichtigen  dabei,  dass  gleichgerichtete  Strecken  gleiche,  ent- 
gegengesetzt gerichtete  entgegengesetzte  Vorzeichen  erhalten,   dass  also 

z.  B.  -ij,/>i  =  — 2>i^2,  und  -j-^  negativ  ist,  wenn  D^  AXtf  J^J^  zwischen 

A^  und  A^  liegt,  dagegen  positiv  ist,  wenn  D^  auf  der  Verlängerung  von  A^^A^ 
liegt.  Dann  ist,  weil  sich  die  drei  Eckpunktstransversalen  AJ>^^  ^2^s^  ^z^^ 
der  oben  angegebenen  Construction  gemäss  in  demselben  Punkte  C^  schnei- 
den, nach  dem  Satze  des  Ceva: 

A^D^-  A^B^'  A^B} 
oder 

aUo 

In  derselben  Weise  ergeben  sich  ans  der  üonstrnction  die  Verhältnisse 
ffir  die  übrigen  elf  Pnnkte  2>,  so  dass  man  erhält: 

^«V^      «1  +  °« 
^s^i*  «1-"»' 

\  ^»  _      "»—"s 


^aV,       "i  +  ^a 
A,D,' 


<».  — Oi 


A,D, 


^«V 

«!+"« 

«1  +  «.' 
««  +  «3 

A,D,' 

«»-«8. 

«8  +  «l 

^1^8'_        «8+«l  ^iV^        «I 


__^ 8_  _  _  "8        "1 

^2-^8^  Ö3— ^a'         ^2^8*  «8  +  V 

Daraus  folgt: 

und  ebenso  ergiebt  sich : 
2^  ^«jV   l^£l   ^iA'  =  4.i 


A,D,^AiD,^-A,ß, 
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Die  Anwendung  der  Umkebrung  des  Satzes  des  Menalaos  auf  jede 
dieser  vier  Gleichungen  führt  zn  dem  Resultat,  dass  viermal  drei  der 
Punkte  D  in  derselben  Geraden  liegen,  nämlich 

1)         D^,  Z>2,  i>s  '°  ^^  2)         I>^\  D^\  2)3!  in  d,. 

3)         D^\  D^\  />3«  in  rf, ,  4)         D^\  D^\  D^^  in  d,. 

Und  da  ferner 

A^    A^^    A.Dj^ 
^  A^D^'  A^D^A^D^ 

..  A^    A^D^    A,^'__ 

^  A,Dr  A,D,' A,D} 

^  A,I>,^'A^D,^'A^D, 

ist,  so  ergiebt  die  Umkehrung  des  Satzes  des  Ceva,  dass  von  den  zwölf 
Geraden,  welche  man  durch  Verbindung  jedes  der  zwölf  Punkte  D  mit  dem 
gegenüberliegenden  Eckpunkte  des  Dreiecks  erhält,  viermal  drei  sieb  in 
demselben  Punkte  treffen ,  nämlich 

5)         A,D^\  A,D,^  A,D^\  6)         A,D,,  A,D^\  A^D^\ 

7)         A,D,\  A^D,,  A^D^\  8)         A^D^\  A^D,\  A^Dy 

Wenn  nun  noch  gezeigt  wird,  dass  die  vier  Bertihrnngstangenten  zwi- 
schen p  einerseits  und  k,  Ar^,  Ar,,  k^  andererseits  jede  der  Dreiecksseiten 
auch  dem  Vorzeichen  nach  in  denselben  Verhältnissen  schneiden,  in  denen 
diese  Seiten  von  den  eben  gefundenen  Geraden  d,  d^,  r/,,  ^3  getheilt  wer- 
den, so  ist  damit  dann  auch  die  Richtigkeit  des  erweiterten  Baur- 
sehen  Theorems  nachgewiesen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  auf  den  drei  Seiten  a^,  a,,  a^  entspre* 
chend  die  Mittelpunkte  mit  itf^,  3/,,  ü/3,  die  Höhenpunkte  mit  H^^  ZT,,  H^^ 
die  Berührungspunkte  des  einbeschriebenen  Kreises  k  mit  Ti,  7,,  T^^  des 
an  a^  anbeschriebenen  Kreises  A:,  mit  7^  T,^,  T^,  die  von  A:,  mit  T^^  7",*,  Jj*, 
die  von  k^  mit  T^^  T,',  ^3^  Ferner  sollen  die  vier  Punkte,  in  welchen 
Ar,  Afj,  Ar,,  k^  den  Kreis  der  neun  Punkte  p  berühren,  bezüglich  ü^  ü^,  f/,,  ü^ 
heissen.  Die  ihnen  entsprechenden  Berührungstangenten  mögen  a^  in 
E^y  E^\  E^,  E^,  a,  in  jE,^  E^,  E^\  «3  in  E^,  E^\  E^,  E^  schneiden.  Da  nun 
der  Kreis  der  neun  Punkte  bekanntlich  durch  die  sechs  Punkte  M^^  M^j  M^ 
J7^,  H^y  H^  geht,  so  ist  nach  dem  Tangentensatze  E^  £7^,  wofür  wir  das  ihm 
gleiche  E^T^  setzen,  mittlere  Proportionale  zu  E^My^  und  E^H^^  und  Analo- 
ges muss  für  alle  Punkte  E  gelten.  So  erhält  man  für  jeden  dieser  Punkte 
eine  Proportion,  aus  der  sich  leicht  das  Verhältniss  bestimmen  lässt,  in 
welchem  er  die  ihn  enthaltende  Dreiecksseite  theilt.  Wir  wollen  dies  nur 
für  einen  der  zwölf  Punkte  E  ableiten,  um  einen  beliebigen  herauszugreifen 
für  E^^  d.  h.  den  Punkt,  in  welchem  der  an  a^  anbeschriebene  Kreis  o, 
berührt.    Diesem  Punkte  entspricht  die  Proportion 
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E^^B^  :  E^^  Tgi  =  äV  T^^  :  E^^  M^ 
E^^  H^  -  AV  T^  »  E^  1\^  -  E^  M^  =  E^  T^  :  E^^  Jf, , 

T^^ff^  :  M^  T^^  =  E^^  7\^ :  £•/  M^, 
M^  Jgi  -  V^g  :  E^^  M^  —  i?g»  7;i  =  yj/g  Tg«  :  E^^M^, 


oder 

d.h. 
oder 

d.h. 

indem  im  zweiten  und  vierten  Gliede  auch  die  Vorzeichen  umgekehrt  sind. 
Nnn  ist  aber 


femer 
also 

und 

daher 


*     *  2/ig  ' 

8     2  2     2  2^3  * 


^2-^2^=-;; i » 

^,^,i=^^f      ^s  +  ^i_  +  l)     und     ^3Jg,i  =  ^(      ^»  +  ^t  1), 

^    *         2\2(i,  — aj  +  fli         /  ^    *        2\2a5,  — 03  +  «!         /* 


daher 


also  das  Verhältniss  beider 

^i^t  ^  g8  +  gi  +  (2fla  —  «3  +  ^1)  ^ ?2.+fi  =  _  ^2+\ 

^8^2^        «8  +  «1  —  (2fl2  —  O3  +  ^)        ''s  —  ^»2  <*2  —  «3* 

Der  Punkt  E^  theilt  also  a^  auch  dem  Vorzeichen  nach  in  ganz  dem- 
selben Verhältniss,  wie  der  Punkt  D^^  fällt  also  mit  ihm  zusammen.  Man 
übersieht  sehr  bald ,  dass  auch  jeder  andere  Punkt  E  mit  demjenigen  unter 
den  Punkten  D  identisch  ist,  welcher  dieselben  Indices  hat.  Demnach 
fällt  auch  jede  Gerade  e  in  die  mit  demselben  Index  behaftete  Gerade  cf, 
was  der  Inhalt  unserer  früheren  Behauptungen  war« 

Das  einfache  Gesetz ,  nach  welchem  oben  die  zwölf  Punkte  C  und  die 
zwölf  Punkte  D  construirt  sind ,  und  das  nns  schon  zu  einer  Reihe  von  Be- 
ziehungen der  Lage  unter  den  Punkten  D  geführt  hat,  ist  geeignet,  uns 
vermuthen  zu  lassen,  dass  damit  der  Schatz  der  geometrischen  Beziehungen 
zwischen  den  vielen  Punkten  und  Geraden ,  auf  die  wir  gekommen  sind, 
noch  nicht  erschöpft  ist.  Die  auf  der  Lage  der  Punkte  C  und  D  zu  einander 
beruhenden  Relationen  lassen  sich  alle  in  der  Form  aussprechen ,  dass  ent- 
weder drei  Punkte  in  derselben  Geraden  liegen ,   oder  reciprok  dazu  drei 
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Gerade  durch  deDselben  Punkt  gehen.  Von  diesen  Beziehungen  mögen 
einige  hier  kurz  angeführt  werden. 

Von  den  8echsVerbindungsge^adenC?,C,^  (7,r,«,  C^C^^Ci^C^^C^^C^^C^^C* 
lassen  sich  viermal  drei  derartig  zu  einem  Tripel  zusammenstellen,  dass  die 
drei  Geraden  eines  solchen  Tripels  sich  in  demselben  Punkte  schneiden. 
Diese  vier  Tripel  sind: 

9)       c,  c,\  c,  c,\  c, c,\  10)       c,  c,\  c^c,\  c;  C,\ 

und  zwar  sind  die  vier  Punkte,  von  denen  jeder  der  gemeinsame  Schnitt- 
punkt dreier  Verbindungsgeraden  ist,  die  Eckpunkte  eines  Vierecks,  dessen 
sechs  Seiten  diese  Geraden  sind.  Ganz  dasselbe  findet  auch  bei  den  nach- 
folgenden vier  Tripeln  von  Verbindangsgeraden  statt: 

13)         C,  C,\  C, C,«,  C,  C,\  14)         C,  C,\  C,»  6V,  C.«  C,\ 

15)         (7,»C.S  C^C^,  C^'C,\  16)         C^'C,\  C*C,\  C.C,\ 

Ferner  bilden  die  sechs  Punkte  C,*,  C,*,  C,*,  CV,  C/,  Ci*  ein  Sechseck, 
von  dessen  15  Seiten  dreimal  je  drei  sich  in  demselben  Punkte  treffeni  näm- 
lich:    17)       C,*(7,S  C^*C,\  Cn'C^\  18)         C,'C,\  C^^C^\  C,'C,\ 
lö)         C,'C,\C,'C,\C,'C,\ 

Zu  der  reciproken  Beziehung,  welche  aussagt,  dass  drei  Punkte  in  der- 
selben Geraden  liegen,  gelangt  man,  wenn  man  sich  die  sechs  Punkte  auf- 
sucht, in  denen  a^  von  C,  C/  und  C,*C,*,  öf  von  C,C,*  und  Cj'C,*,  a,  von  C,C,' 
und  Cg'Cs'  geschnitten  wird.  Dann  liegen  nämlich  viermal  drei  dieser  Punkte 
in  derselben  Geradon,  und  zwar  die  Schnittpunkte  von 

20)  Ci'Cj»  und  a, ,  C,»C,*  und  a^,  C^^C^^  und  ö,; 

21)  C,*C,*  und  «,,  C^C^  und  a,,  C^C^  und  a,; 

22)  C,  {7|*  und  «, ,  C^  C^^  und  a, ,  C,(7/  und  a,, 

23)  C,6V  und«,,   C,C,*  und  a,,   (7/ (7,*  und«,, 

und  zwar  bilden  diese  vier  Geraden,  auf  denen  je  drei  der  Punkte  liegen, 
ein  Vierseit,  dessen  sechs  Eckpunkte  diese  Punkte  sind.  Ganz  dasselbe 
findet  statt  bei  den  sechs  Punkten,  in  denen  a^  von  C^C^  und  C^C^\  o,  von 
C/Ci*  und  C^C^^  «8  von  C/C,*  und  C^^C^  geschnitten  wird.  Dann  sind  die 
vier  Tripel  von  Schnittpunkten,  welche  in  gerader  Linie  liegen,  folgende: 

24)  6?,»C,*  und  fl, ,  C,»(7,i  und  a, ,  C,*C,*  und  a,, 

25)  Cj^Cj*  und  a,,  (7,*C,«  und  <r,,  C,»6J,'  und  a,, 

26)  C,*  C,*  und  a, ,  6',*  C,«  und  «, ,  6?,«  C,»  und  a, , 

27)  C,*  (7,*  und  a, ,  C,*C,'  und  a,,  C,*6;'  und  a,. 
Schliesslich  ist  vielleicht  noch  erw&hnenswerth ,  dass  viele  der  an- 
geführten geometrischen  Relationen  sich  noch  in  etwas  anderer  Form  aus- 
sprechen lassen,  indem  nämlich  in  ihnen  die  Eigenschaft  von  sechs  Geraden 
enthalten  ist,  Tangenten  eines  und  desselben  Kegelschnittes  zu  sein,  oder 
von  sechs  Punkten ,  Punkte  eines  und  desselben  Kegelschnittes  zu  sein. 

Potsdam,  10.  December  1870.  Dr.  H.  Schubbbt. 
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Zur  Theorie  der  Erdtemperatnr. 

Von 

Dr.  0.  Feölich, 

Docent  an  der  Akademie  Hohenheim. 


Die  Absicht,  welche  Physiker  und  Meteorologen  bei  Beobacbtnngen 
der  Erdtemperatar  gewöhnlich  verfolgen ,  ist  entweder  die  Erlangung  einer 
Anschaanng  über  den  Gang  derselben  im  Vergleich  zur  Lufttemperatur, 
über  die  Grösse  der  jährlichen  und  täglichen  Schwankung  in  den  verschie- 
denen Tiefen,  über  die  Art  der  Fortpflanzung  der  einzelnen  Störungen  von 
der  Oberfläche  nach  unten  u.  s.  w. ,  oder  aber  die  Auffindung  der  numeri- 
schen Werthe  für  die  in  Betracht  kommenden  Wärmeconstanten  des  Erd- 
bodens and  für  die  Wärmequellen ,  welche  die  Temperatur  der  Erde  be- 
dingen, die  Sonnenwärme,  die  Himmelswärme  und  die  Eigenwärme  der 
Erde.  Der  Endzweck,  welcher  durch  die  genannten  Beobachtungen  und 
Berechnungen  schliesslich  erreicht  werden  soll,  kann  wohl  kein  anderer 
sein,  als  die  Uebertragung  der  ans  einzelnen  Fällen  gewonnenen  Resultate 
auf  die  ganze  Erde  and  die  Aufstellung  der  allgemeinen  Bilanz  zwischen 
Wärmeabgabe  und»  -einnähme  für  die  Erde  und  ihre  Atmosphäre;  denn 
man  darf  wohl  behaupten,  dass,  wenn  auch  Pouillet^s  bekannte  Unter- 
suchungen eine  Vorstellung  geliefert  haben  für  die  Werthe  der  ausserhalb 
der  Erde  liegenden  Wärmequellen,  dennoch  diese  Werthe  keine  genauen 
sind  und  über  die  Art,  wie  dieselben  beim  Durchgang  durch  die  Atmosphäre 
und  die  oberflächliche  Schicht  der  Erde  modificirt  werden,  beinahe  Nichts 
bekannt  ist. 

Die  wenigen  Versuche  nun,  welche  angestellt  wurden,  um  die  Elemente, 
wie  die  in  die  Erde  dringende  Sonnenwärme,  die  Temperatur  des  Himmels, 
die  absorbirende  Kraft  der  Atmosphäre  u.  s.  w.  zu  berechnen,  zeigen  deut- 
lich, dass  weder  die  bisher  angestellten  Messungen  genau  genug  sind, 
noch  die  theoretischen  Formeln  den  Sachverhalt  treu  genug  wiedergeben. 
Die  Möglichkeit   der  Berechnung  jener  Elemente  jedoch  ist  vorhanden: , 
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denn  bei  jedem  Apparat,  in  welchem  verschiedene  Ursachen  irgendwelche 
physikalische  Vorgänge  bewirken,  müssen  sich  immer  auch  Beobachtung 
und  Berechnung  so  einrichten  lassen,  dass  jene  ursächlichen  Elemente  be- 
stimmt werden  können.  Die  Punkte,  in  wekhen  die  Einrichtung  der  Be- 
obachtungen der  Verbesserung  bedarf,  lassen  sich  leicht  angeben ;  nament- 
lich gehört  hierher  das  Schützen  der  Erde  vor  dem  Eindringen  des  Tag 
Wassers;  von  Theorie  über  diesen  Gegenstand  besitzen  wir  beinahe  nur  die 
Poisson' sehe  Formel,  welche  zwar  das  Gesetz  der  Temperaturverände- 
rung  liefert,  aber  für  genaue  Berechnung  nicht  ausreicht. 

Aus  diesem  Grunde  schien  es  mir  wünschenswerth ,  die  Theorie  der 
Erdtemperatur  so  weit  auszubilden,   als  es  die  genauere  Berechnung  von 
hierher  bezüglichen  Beobachtungen  verlangt,  und  ich  glaube  im  Folgenden 
dieses  Ziel  auch  erreicht  zu  haben.   Die  Formel,  welche  Poisson  für  die 
Temperatur  der  Erde  gegeben  hat,  ist  erweitert  worden  durch  Berücksich- 
tigung der  wechselnden  Absorption  der  Sonnenwärme  in  der  Atmosphäre, 
und  es  wurde  ferner  nach  der  Methode,  welche  Tralles  (Berliner  Akad. 
1818 — 1819)  angegeben  hat,  eine  neue  aufgestellt.    Beide  Formeln  zeigen 
eigenthümliche  Vortheile  und  Nachtheile  in  Bezug  auf  die  Berechnung  der 
Beobachtungen;  die  erstere  verlangt  eine  Zeitdauer  der  Beobachtungen  von 
wenigstens  Einem  Jahre,  die  letztere  dagegen  macht  es  möglich,  ans  den 
Beobachtungen  Eines  Tages  und  Einer  Nacht  sämmtliche  Elemente  zu  be- 
stimmen, so  dass  naah  derselben  je  nach  der  Güte  der  Beobachtungen  be- 
liebig kleine   oder   grosse  Zeiträume  zur  Bestimmung  der  Elemente  mit 
einander  verbunden  werden  können.  Die  t'oisson^sche  Methode  stellt  die 
Einwirkung  der  Sonnenwärme  und  analog  die  Temperatur  der  Erde  für  das      , 
ganze  Jahr  durch  eine  trigonometrische  Doppelreihe  (tägliche  und  jährliche 
Periode)  dar,  die  Tralles  *sche  Methode  betrachtet  jeden  Tag  und  jede     | 
Nacht  für  sich  und  bestimmt  die  Constanten  der  Nacht  aus  denjenigen  des 
vorhergehenden  Tages  u.  s.  w.     Die  erstere  Methode  ist  für  die  tägliche 
Periode    praktisch    unbrauchbar,    weil   ültraelliptische  Integrale  als   Co- 
efficienten   auftreten;   die   letztere  jedoch  erlaubt,  die  Erdtemperatur  für 
jeden  Tag  und  jede  Nacht  als  Function  der  Zeit  darzustellen.- 

Die  Vorstellung,  von  welcher  ausgegangen  wird,  ist  diejenige  eines 
aus  Erde  bestehenden ,  nach  dem  Innern  der  Erde  zu  unendlichen  Stabes, 
in  welchem  die  Wärmeströme  nur  längs  der  Axe  sich  bewegen,  indem  die 
Umgebung  entweder  dieselbe  Temperatur  hat,  wie  der  Stab,  oder  für 
Wärme  undurchdringlich  ist,  und  in  welchem  von  einer  gewissen  Tiefe 
unter  der  Oberfläche  an  die  Temperatur  des  Stabes  der  Zeit  nach  con- 
staut  ist ,  aber  mit  der  Tiefe  wächst.  * 


*  Was  die  Breite  des  Ortes  betriflFt ,  so  sind  die  Verhältnipse  im  Polarkreis  i« 
Nachstehenden  nicht  behandelt ;  die  Anfstellnng  der  betreffenden  Formeln  unterliegt 
jedoch  keiner  Schwierigkeit. 
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Wir  werden  im  Folgenden  die  beiden  Formeln  nach  einander  ableiten 
nnd  sie  dann  hinsichtlich  der  Berechnung  der  Beobachtungen  vergleichen. 
Vorerst  muss  jedoch  der  Einwirkung  der  Sonnenwärme  eine  sweckmässigere 
Form  gegeben  werden. 


Entwickelnng  der  Einwirkung  der  Sonnenwärme  nach 
trigonometrischen  Functionen   der   Zenithdistanz   d«r 

Sonne. 

Sei  6  die  in  der  Zeiteinheit  senkrecht  zur  Flächeneinheit  auftre£Pende 
Sonnenwärme,  wenn  die  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  gleich  der  hal- 
ben grossen  Axe  der  Erdbahn,  e.c  derjenige  Theil  derselben,  der  in  die 
Erde  dringen  würde  ohne  die  Absorption  in  der  Atmosphäre,  wenn  ferner 
z  der  Weg  der  Sonnenstrahlen  durch  die  Atmosphäre,  Ä^  die  Höhe  der  At- 
mosphäre, a  der  Absorptionscoefficient  der  Luft  für  Sonnenwärme  für 
z  =  By  ^  die  Zenithdistanz  der  Sonne,  ri  die  Excentricität  der  Erdbahn, 
V  die  wahre  Länge  der  Sonne,  co  diejenige  des  Ferihels,  so  ist 

z 
—  ff  B 

-P=€0.e         .  coB%  [1  +  2iy  .co5(i;— w)] 

die  in  der  Zeiteinheit  in  die  Einheit  der  Oberfläche  eindringende  Sonnen- 
wärme. Die  Orösse  a  wird  für  den  jeweilen  betrachteten  Zeitraum  als  con- 
stant  angenommen;  ferner  ist,  wenn  U  der  Radius  der  Erde, 

oder,  wenn  =^  gesetzt  wird. 


z 


H     l-k 


{—  k  cosd'  +  j/\  —  Ar*  sin^d^ }. 


Wenn  fi  die  Breite  des  Ortes,  y  die  Neigung  der  Ekliptik,  v  die  wahre 
Sonnenlänge  und  t^  der  Winkel,  dön  der  Meridian  der  Sonne  mit  dem  Me- 
ridian des  Ortes  bildet,  also  der  Stnndenwinkel,  so  ist 


cos  &==sin(i  sin  y  sin  v  +  cosfi  cos  aj;  ]/l  —  sin^y  sin^v. 
^  kann  nur  Werthe  annehmen  von  0  bis  -  ,  bei  Auf-  und  Untergang 

der  Sonne  ist  ^  =  -,     Wenn  wir  daher  der  Function  /^zwischen  -  und  n 
2  2 

den  Werth  Null  geben,  so  ist  die  Entwickelung  von  P  nach  den  Cosinus  der 

Vielfachen  von  ^: 

P=zBa(\  +  21^  C05 [v  —  co])  1^0  +  -^!  .cos^+  Jf  .  cos2^+  ...j, 

wo 
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r  2 


^^  =  i   je    ""».cos^.d^y        ^,=^    /«    ""^.co^^.d^, 


2 


"-Iß-"'- 


^,  =  -    Ig      ^  .cos&.cos2&.dd' 
0 

U.  8.  W. 

Diese  Integrale  suchen  wir  auf  einander  zu  reduciren. 

Zunächst  wird,  wenn  man  &  =  amUyk  setzt  und  fiir  cos^  =  cosamu,k 


und  z/d«^l  —  k'  sin^d'  die  Jacob i* sehen  Reihen  benutzt,  welche  nach 

Potenzen  von  qi  =  e        *  (Jacobi'sche  Bezeichnung)  fortschreiten,  der 
Exponent  — ,  mit  Vernachlässigung  der  Ordnung  ^j*: 


*=*! 


e2Ä."-|.e        2Ä-,"l^ey^ 


WO 


0 
Was  die  Vernachlässigung  betrifft,  so  sei  bemerkt,  dass  nach  der  Pouil-       I 
1  et ^schen  Annahme  iGr=^\fA, 

^  =  0.987654,     ^,=0.0015528, 
q^  also  eine  sehr  kleine  Grösse.    Führt  man  nun  in  den  Integralen  ^^Ax       \ 
die  Variable  y  ein,  so  werden  dieselben  sämmtlich  ausgedrückt  durch  In-       , 
tegrale  von  der  Form 

/e-^<^y.dy  ' 

— C^ — '  •  I 

y  I 

0 

.      nK  I 

nnd  zwar  wird : 

^.  =  '^-^  1^.(«)  +  4y.  [F, C«)  -  f\  («)] I.  j 

'^.  =  ^'  {4.-^4(0;) -3.F,(a)+  125,,  [4./'j(«)-6.F,(«)  +  F,(«)]}etc. 
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Nun  ist  aber 

es  lassen  sieb  daber  alle  Integrale  F(^a)  durch  Differentiation ,  resp.  Inte- 
gration nacb  a  ableiten  aus  einem  einzigen  Integral  dieser  Reibe ,  das  man 
beliebig  wäblen  kann,  und  wenn  für  dieses  eine  Integral  eine  zur  prakti* 
scben  Berechnung  geeignete  Bntwickelung  gefunden  wird,  so  sind  dadurch 
ähnliche  Entwickelungen  für  alle  anderen  gegeben. 

Die  obere  Grenze  y  s=s-—  kann  ohne  merklichen  Fehler  bis  oo  aus- 
2  A 1 

gedehnt  werden ,  den  Fall  ausgenommen ,  wo  o  klein  ist.  So  ist 

für  «  =  0.5,     1.0,     1.5, 

wo  z.  B. 

^o(«)  =  Tü>       A»       A» 
der  bei  der  Ausdehnung  der  oberen  Grenze  auf  oo  begangene  Fehler  klei- 

,323 

Für  das  Integral 


/ 


/ 


0 

das  wir  nun  für  Fg  (a)  setzen,  besitzen  wir  aber  eine  Entwickelung ; 
SchJäfli  {Annali  di  Matematica^  Serie  11*^^  Tomo  l**^  Fase.  111)  zeigt,  dass 
das  allgemeinere  Integral 

h-'-^y.S^^'y.dy 
0 

einem  speciellen  Fall  der  BesseTschen  Differentialgleichung  genügt,  und 
giebt  die  Eutwickelung  desselben  nach  Potenzen  von  a.  Hieraus  ergiebt 
sich  für /;(«): 

WO  nach  Legendre  7^(1)  =  0.577216. 

Leitet  man  hieraus  die  Entwickelungen  für  jP^(a),  Ff{a)  etc.  ab  und 
setzt  dieselben  in  die  Ausdrücke  für  ^q,  J^^  A^  ...  ein,  so  erhält  man 
schliesslich  diese  letzteren  Grössen ,  die  Coefficienten  in  der  trigonometri- 
schen Reihe  für  die  Wirkung  der  Sonnenwärme  P,  explicite  in  Function 
von  a  und  ^i ,  d.  h.  von  dem  Absorptionsvermögen  und  der  Höhe  der  At- 
mosphäre.  Man  findet 
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-^  .  y^o  =  1  —  1.57080  .  o  +  0.46139  .  c'  +  0.02095  .  a*  + 
+  0.00067  .«»  + 0.00001  .«' +  ... 


—  %- jO-S.««  +  0.02083. o*  +  0.00052. a*  +  0.00001 .«'+ ...}, 

A^  =  0.78540  —  o  +  0.78540.  o*  —  0.20936 .  a' 

—  0.00502.0*  — 0.00011. a^—  ... 

+  log  -  {0.16667.0»  +  0.00417. c*  +  0.00007. o'  +  . . . } 

I  -  0.785 -  0.577. o  + 0.785. o*- 0.146. o»- 0.001. o*-  ...   i 
+  /o^?L(-a +  0.084.0» +  0.001.0*+...)  T 

—  .  .^,  =  0.33333  +  0.53861  .o«  —  0.52360. a»  +  0.10457. o* 
4Ä', 

+  0.00125. o»  +  0.00001. o^  +  . . . 

—  log  -  {—  0.5. o»  +  0.06251. o*  +  0.00086. o*  +  0.00001  .a«+...} 

I— 1.333  + 2.357. o  — 0.423. o'— 0.262. o»+0.02lV  +  ...i 

'i-  .  .^.  =  0.33333.0  —  0.78540.0*  —  0.03860. o»  +  0.26180.O* 
A  K 

—  0.04182.  o*  —  0.00027. o'  —  . . . 

+  log-\—  0.50001. o»  +  0.02081. o*  +  O.OOOlO.o^  +  •  •  • } 

!!.910.o—2.356.o*+0.3l7.o»+0.262.a*— 0.036. o*  —  ..  ] 
+  log  -  (o  —  0.750. o»  +  0.0J5.O*  -  0.001. o'  —  ...)        ( 
U.  ö.  w. 
Für  kleine  o  könuen  diese  Formeln  nicht  benutzt  werden;   in  diesem 
Falle  wird   man  sich  wohl  durch  Berechnung  von  Tabellen  helfen ,   oder 
auch  die  Exponentialgrösse  direct  entwickeln  und  dann  integriren. 


PoisBon'sohe  Methode. 

Entwickeluug  der  Formel  für  die  Temperatur. 

Wenn  /  die  Zeit,  x  die  Entfernung  eines  Punktes  in  dem  betrachteten 
Stabe  aus  Erde  von  der  Oberfläche,  k  die  innere  Leitungbfähigkeit ,  Cdie 

specifische  Wärme,  D  die  Dichtigkeit  der  Erde  und  -Ä^^tt-^i  so  is^  ^i® 
Differentialgleichung  für  die  Temperatur  u 
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Wenn  ferner  h  die  äussere  Leitungsfälligkeit  der  Erde ,  ^  die  Tempera- 
tnr  einer  über  der  Erde  ausgebreiteten  Hülle,  welche  der  Erde  dieselbe 
Wärme  zuschickt,  wie  der  Weltraum  und  die  Atmosphäre  zusammen,  so 
herrschen  an  der  Oberfläche  die  Bedingungen : 

dv 


^  =  0,      Ä(i;-|)-A:^=i>. 


Hier  ist  nun 


i^=2a.  e  ^,cos%\\  +2i2.coä(v—  w)] 
zuerst  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  tf;,  dem  Stunden winkel ,  dann,  da 
nur  die  jährliche  Periode  betrachtet  wird,  das  von  "^  unabhängige  Glied 
nach  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  der  wahren  Sonnenlänge  v  zu  ent- 
wickeln und  die  Sonnenlänge  schliesslich  in  wahre  Zeit  zu  verwandeln. 
Für  diese  Rechnung  verweise  ich  auf  meine  Doctordissertation  (Königsberg, 
1868)  und  gebe  hier  blos  das  Resultat  an.  Wenn  T  die  Zeit  eines  Jahres, 
so  wird 

P=  €<j  I Co  +  6',  .  sin^  271  +  C, .  C05  -  47r  +  ...    . 

Die  Coefficienten  Cq,  S^y  C^  sind  nur  in  linearer  Abhängigkeit  von  den 
Constanten  iV^,,  iV^,  iV,,  welche  nur  von  dem  Absorptionscoefficienten  a 
und  Hy  der  Höhe  der  Atmosphäre,  abhängen  und  auf  folgende  Weise  er- 
halten wurden :  Um  die  Rechnung  nicht  allzu  verwickelt  zu  machen,  wurde 

die  Reihe  für  e      ",  cosQ'  beim  3.  Glied  abgehrochen  und  gesetzt: 

s 

e   "^.cosO  =  iVo+ jY|.co5'^  +  iV,.co520, 
wo  aber  iV^,  jY|  ,  N^  nicht  als  Coefficienten  einer  Fourier' sehen  Reihe  be- 
stimmt sind ,  sondern  durch  die  Bedingung  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate, dass  nämlich 
n 

T 

0 

Aus  dieser  Bedingung  folgt,  dass  die  N  linear  von  den  Integralen  ab- 
hängen, welche  oben  mit  A^,  A^^  A^  bezeichnet  wurden,  nämlich 

^.  iVo=  - 1»' (l -^)  .  ^,  +  Y  •  ^' -  ^•• 
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wo 

60  dass  man  nur  die  Entwickelungeu  der  Ä  nach  a  und  9,  einzusetzen  hat, 
um  die  N  in  Function  dieser  beiden  Grössen  zu  erbalten. 
Für  C^^  5, ,  5,  hat  man  zunächst 

''i)  ^i>  f^i  s^Q^  ^^^  bereits  von  Poissön  berechneten  Coefficienten. 

Die  a,  il,  fi  sind  schliesslich  mit  elliptischen  Integralen,  welche  von  der 
Breite  fi  des  Ortes  und  der  Neigung  y  der  Ekliptik  abhängen,  verbunden 
durch  eine  Kette  von  Relationen ,  welche  folgt  (17  ist  die  Excentricität  der 
Erdbahn) : 

«1  =  «t ,     ^  =  *t  —  2iy.ö,  —  ij.r,,     ^,  =  c,  +  2iy  (Ä,  +  </,), 
«o  =  i» 

«1  =  -i (««*tt  5m'y  .  /,  +  2  cos^a  .  Ä.) , 

TT  cos  (i  ^       ^         /       I    •  r        0/» 

b^s=^  sin  (i  sin  y , 
2 

-  tV  ««'y  (3  ^'«V  - 1)  «^a  +  3  ^05»^  (>y,  -  ür,)t , 

c,  =  —  1 5m*y  (3  m*^  —  l)  , 
2 

-  i  sin^fi.J^  +  3  cos'fi  {H,  -  Jy,)] , 

!-(!-!  sin'y  +  fl  «WV  -  ^  sin^Y)  (^1  ^  ^)  1 
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SÄ* 

Hier  sind  K,  E^^  U^  (n,  Ar),  die  elliptischeD  Integrale  erster,  zweiter 
und  dritter  Gattung  nach  der  Legen dre' sehen  Definition;  für  den  Modal 
k  nnd  den  Parameter  n  hat  man 

k  = '-  ,     n  =  —  j 

COSfl 

Um  eine.AnscIiauung  zu  geben  für  die  Grösse  der  Coeffioienten  a,  i,  fi 
in  mittlerer  Breite ,  folgen  nachstehend  ihre  Werthe  für  Königsberg  und 
Brüssel: 


sin^y. 


KÖni^Bberg: 

Brüssel : 

«0  =  0.5 

«0  =  0.5 

«,=0.19226 

flr,  =  0.20579 

ö,  =  —  0.29355 

fl,  =  —  0.26884 

Ao==  0.18448 

Ao  =  0.15669 

A,  =  0.15621 

A,  =0.14758 

A,  =  0.04393 

A,  =  0.07810^ 

/Äo  =  0.00676 

fio  =  0.00559 

^,  =  —  0.00334 

^,  =  0.00007 

!«,  =  — 0.03814 

^  =  —  0.02929. 

Nachdem  nun  der  Ausdruck  für  die  Einwirkung  der  Sonnenwärme  in 
Function  der  Zeit  gefunden,  gehen  wir  zur  Aufstellung  der  Lösung 
über.    Es  sei 

M  =  t/^  +  «,  +  Mj  , 

wo  für  t/f,  t/,,  t/,  resp.  folgende  Differentialgleichungen  und  Bedingungen 
gelten  \(ti\  ist  die  Anfangstemperatur] : 


w. 


0  =  ^-i^ 

k  du*       .    . 

^=00,     M,  =  endlich, 


+'f^- 

k  aw. 

a;=oo,    i/,  =  0, 

'  =  0,     t/,  =  (u),— «,  —  «,; 

w. 

da?' 

a:  =  0,     M,--  —  =  -    j5j.5m  j27i  +  C,.co5-4ä  +  ...|, 
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Für  ti,  erhält  man : 

w,  ist  derjenige  Theil  der  Temperatur,  welcher  von  der  Anfangs- 
wärme der  Erde  abhängt;  bekanntlich  ist  gegenwärtig  sein  Werth  ein  sehr 
geringer.  Um  nicht  in  unnütze  Wiederholungen  zu  verfallen,  geben  wir 
hier  nur  das  Resultat  der  Po isson' sehen  Untersuchung.  Darnach  wird 
schliesslich 

WO  f  eine  von  dem  Anfangszustande  der  Erdwärme  und  dem  Alter  der  Erde 
abhängige  Constante. 

Für  M,  erhält  man 

WO 


f^    KT 


Die  vollständige  Lösung  für  die  Temperatur  u  nach  der  Poisson- 
schen  Methode  ist  daher 

Berechnung  der  Beobachtungen. 

Die  zu  bestimmenden  Elemente  sind:  A",  r- ,  a,  -7-,  |,  /*;  die  beiden 

ersten  lassen  sich  unmittelbar  aus  den  Beobachtungen  ermitteln,  zur  Be- 
stimmung der  vier  übrigen  ist  die  Kenntniss  der  beiden  ersten  nöthig.  Wir 
geben  die  Methode  der  Berechnung,  wie  sie  bereits  Poisson  angegeben  hat. 

Wenn  man  in  der  Formel  für  die  Temperatur  den  periodischen  Theil 
u  von  der  mittleren  Temperatur  u^  trennt,  so  ist 

Digitized  by  LjOOQ IC 


Von  Dr.  0.  Prölich.  *  99 


wo 


—  öt  •  ^'^  *.  cos  ^-  4»  —  p,iD  -  d,j  . . ., 

Für  (a  und  /^ ,  die  Eintrittszeiten  des  Maximums  and  des  Minimums, 
hat  man 

'^  2«  =  Pj  . a:  +  d,  +  ^^  +  £,  ,      ^  2%^p,  .  ar  +  Ä,  +  y  +  fc, 

wo  ia  and  ^  kleine  Grössen ,  die  sich  leicht  berücksichtigen  lassen. 

Wenn  t/«  und  t/<  das  Maximum  und  das  Minimum  der  Temperatur,  so 
ist ,  abgesehen  von  Correctionen ,  die  jährliche  Schwankung 

Wa  — «1  =  2^,  .^Pi*; 
nimmt  man  hierzu  noch  die  Gleichung 

— Ä  — OT  =  0,  +PiXy 

so  lassen  sich  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  P|  ,6  und  zweimal  px 
bestimmen.  Aus  den  beiden  für  />,  erhaltenen  Werthen  zieht  man  da3  Mit- 
tel, K  ergiebt  sich  dann  aus  />,  —  <^Qs  ^i  und  P\  >  indem 

K=^—^^   und   -  =p,  {cotgÖ^  -  l). 

Für  die  Bestimmung  von  a  und  ~  müssen  hier  die  Werthe  von  iß,  und 

h 

Qt  benutzt  werden.    Zunächst  hat  man  für  a : 

hier  enthalten  Z>j  und  2>2  Q^i^  ^^^  beiden  Grössen  -  und  A^,  sind  also  bekannt, 

n 

für  ^2  und  5]  lassen  sich,  wie  oben  gezeigt  wurde,  £ntwickelungen  in  a 
und  7i  angeben,  in  welchen  alle  Coefficienten  durch  die  Breite  des  Ortes 
und  die  Schiefe  der  Ekliptik  gegeben  sind.  Wenn  man  daher  für  die 
Höhe  der  Atmosphäre,  resp.  ^| ,   eine  anderweitig  begründete  Annahme 

macht ,  so  kann  a  aus  dem  Verhältniss  -r^  bestimmt  werden.     Dieses  Ver- 

Vi 

hältniss  lässt  sich  nach  verschiedenen  Methoden  aus  den  Beobachtungen  ab- 
leiten; die  brauchbarste  ist  wohl  diejenige,  nach  »welcher  man  die  Beobach- 
tungen des  ganzen  Jahres  für  jede  Tiefe  durch  zwei  periodische  Glieder 
darstellt,  und  dann  aus  ihren  Coefficienten,  welche  Glieder  von  zwei  geo- 
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metrischen  Reihen  sind,  die  entsprechenden  für  a;==0  berechnet.    -7-  erhält 

h 

man,  indem  man  aus  dem  für  o  gefundenen  Werth  <S|  berechnet  und  die 

Gleichung 

h      S,     ' 
anwendet. 

Die  mittlere  Temperatur  u^  ist 

tu 
J 

Stellt  man  dieselbe  als  lineare  Function  der  Tiefe  dar : 

b 


-.r(i+lx)+^+'^.c,. 


60  ist 


k 

Der  Werth  des  Gliedes  ---  .  C^  lässt  sich  aus  a  und  -r  berechnen  und 
h  h 

man  erhält  daher  auch  endlich  \  aus 

Die  Bestimmung  der  Elemente  nach  dieser  Methode  wurde  zuerst  von 
Poisson  bei  den  Pariser  BeobachtUDgen ,  ohne  Rücksicht  auf  die  Ab- 
sorption in  der  Atmosphäre,  ausgeführt;  die  Resultate  sind  aber  jedenfalls 
ungenau ,  namentlich  (ür  die  Hüllentemperatur  £.  Bei  der  Berechnung  der 
Beobachtungen  von  Herrn  Profebsor  Neu  mann  in  Königsberg  und 
Herrn  Quetelet  in  Brüssel  (in  meiner  Dissertation)  ergaben  sich  bes- 
sere Resultate;  dort  wurde  auch  der  Abjjorptionscoefficient  a  bestimmt. 


Trall66*80he  Methode. 

Entwickelnng  der  Formel  für  die  Temperatur. 

Hier  wird  T,  die  Temperatur  am  Tage,  und  N,  diejenige  in  der  Nacht, 
jede  für  sich,  behandelt;  die  allgemeine  Formel  für  die  letztere  erhält  man 
aus  der  erstcren,  indem  man  die  Sonnenwärme  gleich  Null  setzt. 

Für  T  gelten  dieselbe  Differentialgleichung  und  dieselben  Bedingun- 
gen, wie  oben  bei  der  Poisson' sehen  Methode;  nur  braucht  man  hier  die 
Einwirkung  der  Sonnenwärme  blos  nach  Cosinus  der  Vielfachen  des  Stun- 
denwinkels  tf;  zu  entwickeln,  da  man  die  Sonnenlänge  v  während  eines  Tages 
als  constant  annehmen  d|irf ;  die  Veränderung  der  Sonnenlänge  wird  erst 
berücksichtigt  bei  der  Zusammenstellung  von  Beobachtungen  mehrerer 
Tage. 
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Oben  wnrde  die  Entwickelang 

% 

aosgeführt;  für  cos^  hat  man 


1=1  cos  ^yi—  sin^y  sin^v ; 
drückt  man  cos^^  cos2&..,  hiermit  durch  cos i^,  co; 2 '^ . . .  aus,  so  hat  man 
die  gesuchte  Entwickelung. 

Wenn 

P=Ba.e         'Cos^cos[i  +  2flCOs(v-o)]^a^+a^.coSJ^JC  +  a^.cos-;2n+..., 

indem  ^=  —  »,  wo  T nun  der  halbe  mittlere  Sonnentag  =  12  Stunden,  so 
haben  die  «o»  «i  •••  die  Werthe 

l  +  2n2{v^.r     ^^+  ^^-^^        +(49>*  +  %'-l)3x.^,+  .... 

l+2iy.C05(t;-a))  Z-^.1---- 

u.  s.  w. 

Wenn  man  hier  von  derselben  Vorstellung  ausgeht,  wie  oben,  nttmlich 
von  einem  unendlichen  Stabe,  so  zeigt  sich,  dass  der  von  der  Anfangstem- 
peratnr  abhängige  Theil  der  Formel,  welcher  hier  nun  eine  wichtige  Rolle 
spielt,  eine  Form  annimmt,  welche  die  Berechnung  der  Beobachtungen  sehr 
erschwert.  Man  ist  daher  genöthigt,  zu  einer  andern  Vorstellung  zu  grei- 
fen. Bekanntlich  wird  nun  die  Temperatur  in  grösserer  Tiefe  unter  der 
Erdoberfläche  constant;  wir  können  uns  daher  auch  einen  Stab  von  der 
Länge  L  denken,  dessen  eines  Ende  in  der  Erdoberfläche  liegt  und  dessen 
anderes  Ende  auf  einer  constanten  Temperatur  A  erhalten  wird.  Wir  be- 
ginnen mit  der  Lösung  für  diesen  Fall  und  leiten  dann  aus  derselben  die- 
jenige für  einen  unendlichen  Stab  ab. 

L  endlich. 

Es  sei,  ähnlich  wie  oben, 

T  =  T,-i-T.-i-T, 

mit  folgendermassen  vertheilten  Bedingungen  [(T)^  ist  die  Anfangstempe- 
ratur]: 
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^       k  dT,      ^  ,  ta  „,       *  3T, 

-  =  »'     ^•-ÄrfJ  =  «+^''"         *  =  «•  T'-Ä^"«' 

a;  =  Z,    T,  =  ^,  a;  =  Z,  T,  =  0, 

<  =  0,  T.  =  (T).-T.-T., 


x  =  L,     T,  =  0. 

'     Nach  den  bekannten  Methoden  erhält  man  Bchliesslich  folgendes  Re- 
snltat: 

,    h  X 


■+^  ^"*  ■+:- 


^^  r„.co5n-n;  +  Z„.5f>in  —  « 


Üier    bedeuten    die    Grössen    (Om    die    Wurzeln    der    transcendenten 
Gleichung  *    • 


I' 


ferner  ist 


r  0 


y  dx  [(T),-  (T,)„-  (T.)j .  «•«»„  ^ 


0 

und  endlich  sind,  wenn 


I    a  J?  .  ÄW'  (»m  j. — 


die  Grössen  1^«,  2«,  iV,»:  /^  T 
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Fn  =  C{2 L'  —  x)  .  cosx  -  cos  {%r  - x') .  Cx 
^        k  -j/  nn     1     S  (2r  —  x) .  cosx  —  C05  (2l'  —  a:')  .  Äa-'j 
"^  h  y  2~kT\—C  (2X'—  o;') .  Äina:'  +  sin  (zV—x)  .Cx)  ' 
2„  =  S (2Z'  —  x)  .  «na'  -  sin  (21'-  x)  .  Sa?' 

;t  ^/  WTE     I      S (2r  —  ajO  .  coso?'—  CO«  (2 Z'—  a:') .  Sa:'  l 
+  Ä  /^  2/^T\  +  cl2r-'X).sinx'-sin{2r-^x).Cx\' 

JV.  =  C(2r)-co.2r+2^  j/^iS(2L')  +  sin2L'] 

Die  Weitlänfigkeit  des  periodischeD  Tbeiles  macht  diese  Lösung  znr 
Darstellang  von  Beobachtnngen  völlig  unbrauchbar;  es  mnss  daher  eine 
andere  Form  gesucht  worden.  Dieselbe  Aufgabe  lässt  sich  nun  nach  einer 
ganz  anderen  allgemeinen  Methode,  derjenigen  der  Integration 
nach  der  Zeit,  behandeln;  dieselbe  geht  von  der  Lösung  für  eine  con- 
stante  äussere  Temperatur  ans  und  leitet  durch  Einführung  von  kleinen, 
stossweise  erfolgenden  Aenderungen  derselben  die  Lösung  für  variable 
äussere  Temperatur  ab;  Herr  Professor  Neumann  in  Königsberg  pflegt 
dieselbe  vorzutragen,  sonst  findet  sie  sich,  soviel  uns  bekannt,  nirgends. 
Nach  dieser  Methode  erhält  man  folgendes  Kesultat  für  die  Te  mperatur 
am  Tage: 


T  =  A 


S 

L  —  X   --JX^^ 

sin  Oügn  =: ß 


+  ^^«11^»«  Gm,n  cos  yi  -  Jü—  5m,»j  .  Sin  <0m   — 


Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Temperatur  in  der  Nacht: 
1  _L  ^'  «.  1        ^  «.» 

i  +  ^i         y+jL 

Hier  ist 

,    .  ^  r  M     CO^^m-COSÖm^n 


_^^ 
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nnd  die  Constanten  iV^  sind  die  analogen  Grössen  för  die  Temperatur  in  der 
Nacht,  wie  die  D^  für  die  Temperatur  am  Tage.  * 

L  unendlich. 

Setzt  man  in  der  für  ein  endliches  L  erhaltenen  Lösung  L  unendlich, 
so  erhält  man : 

A  cos  A(r+  -  sin  Xx 
T  =  |  +  *-'.ao  +  ^    /  dl j—± X 


X  «-  ^*"  'j\  (T).  -  (TOo  -  (T.)o  j  j  A  CO*  i  a:'  +  ^  sin  ix'  [ .  dx 


OD 

n               h 

/       Jico8Xx  +  -:sinkx 

N  =  l  +  ^    i 

v 

0 

ru 

X  «-*'". 

/       (N)o-(N,).-(N,) 

A  eos  ^^'  +  T  sin  kx'  >  .  dx. 

Wenn  wir  nun  die  beiden  Lösungen  für  endliches  und  unend- 
liches L  vergleichen,  so  ist  klar,  dass  die  erstere  ein  zur  Darstellnng 
von  Beobachtungen  durchaus  brauchbares  T^  und  ein  wenigstens  nicht  un- 
brauchbares T,  besitzt,  dass  dagegen  in  der  letzteren  zwar  Tg  eine  sehr 
zweckmässige;  T,  dagegen  eine  völlig  unbrauchbare  Form  annimmt.  Wir 
legen  daher  im  Folgenden  die  Lösung  für  ein  endliches  L  zn  Grunde 
und  es  wird  sich  zeigen ,  dass  dieselbe  den  Ansprüchen  genügt. 


Die  Constanten  2>i  und  iV,. 

Sowohl  in  der  Lösung  für  die  Temperatur  am  Tage,  als  in  derjenigen 
für  die  Temperatur  in  der  Nacht  ist  von  den  Exponentialgrössen  nur  die 


*    Die  Identität  beider  Lösungen ,  die  sich  nur  im  periodischen  Theile  unter- 
scheiden ,   lässt    sich    nAchweisen ,  wenn   man   die   Functionen    y^   und    Z^  nach 

sin  am — 7 —  entwickelt  nnd  mit  der  eben  erhaltenen  Reihe  vergleicht.    (Die  Coeffi- 

cienten  der  Entwickelang  bilde  man  ans  den  Differentialgleichungen  für  Vn  nnd  Zw) 
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erste  mit  der  kleinsten  Wnrzel  coi  in  Betracht  sn  ziehen,  indem  dfe  übri« 
gen  nach  einiger  Zeit  unmerklich  klein  werden.  Wenn  eine  durch  mehrere 
Tage  fortlaufende  Reihe  von  Beobachtungen  vorliegt,  so  bestimmen  sich 
die  Constanten  Di  und  N^  dieser  Exponentialgrössen  für  die  einzelnen  Tage 
nnd  Nächte,  indem  zu  Sonnenaufgang,  resp.  Sonnenuntergang  die  Tempe- 
rataren des  Tages  und  der  Nacht  einander  gleich  gesetzt  werden.  Wenn 
T  ein  solcher  Zeitpunkt  ist,  so  ist  eine  solche  Gleichung: 

h                                            X 
1+  -  a:       ,  1 »'. 


L  —  x 


.   Ä  ,  k         .   Ä  ^ 

(O^m  _ 

Da  nun 

X 

so  hat  man  zu  beiden  Seiten  blos  Reihen  nach  sinmm  — z —  ;  es  muss  also 

L  —  x 

der  Coefficient  von  siVic»,  — - —  beiderseits  derselbe  sein.    Die  Gleichung 

wird  daher,  wenn 

h    5171 2  CO,  —  2  cDj    j  -^  \    T  *  /  4 


Der  Anfangspunkt  der  Zeit  liege  nun  in  einem  beliebigen  Mittag  und 
es  werde  von  da  an  fortlaufend  gezählt.  T|  sei  die  halbe  Tageslänge  des  i'®** 
Tages;  s{i)  ist  periodisch  um  2  7;  Z>/  und  iV/'  sind  die  Constanten  Z>,  und 
iV,  am  (^^^  Tage.  Dann  hat  man  die  Gleichungen : 


ZtiUehrift  f.  Mathematik  a.Fh7fik  XVI,  1. 
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zu  Sonnenuntergang^:  zu  Sonnenaufgang: 

ID.*  ID.* 

2.T«g:«(T,).e'  +A'  =  JV.*;    3.Tag:   *(-T,).«^  +^.»=^,• 

Q.  8.  W., 

oder,  wenn 

M  '  CO  < 

CD  * 

r:=e  : 

etc.  etc. 

Hieraus  ergiebt  sich  allgemein : 

1  2 

Da  in  diesen  Summen  die  letzten  Glieder  die  wichtigsten  sind»  so  ist 
.    die  umgekehrte  Reihenfolge  die  natürliche  und  daher  besser 

1  0 

femer 

t-2  i-2 

u  u 

and 

Macht  man  nun  die  Annahme,  dass  die  Temperatur  um  ein  Jahr 
=sj  Tage  periodisch  sei,  so  muss 

€9.* 

2>,i+i.«    ^-'    *      =.D,'    oder    Ai+i  =  r>./>,< 
sein,  also 

woraus,  da  pj^,.  =  p,-,  pj^^  =  ^<, 

Da  der  Anfangspunkt  der  Zeit  ganz  willkürlich  gewählt  ist,  so  muss 
für  irgend  einen  Tag  nj  +  i  im  n  + 1*®"  Jahre  nach  dem  Zeitanfange  2),' 
dieselbe  Form  haben,  wie  Z?i*.    Man  erhftlt  auch  ^  t 
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und  ähnlich: 

Die  Summen  erstrecken  sich  also  immer  auf  364  Tage ,  von  dem  be- 
treffenden !*•"  Tage  selbst  oder  vom  vorhergehenden  Tage  an  rückwärts 
gezählt.    Ausführlich  geschrieben  ist 

Z>,ni+,-=f ^ L?        ^'^'^^        |5«i+'^S"3  +  .-|, 

^2y^  JPJT       h     5f72  2a)| -»2  0)1    '  * 

1  — c    ^ 

wo 


X  COJ 


(„!^„+,,.)}.e^''' 


^'i'(-.2,T-r,-,) 


hier  ist  z.  B.  a^  der  für  den  t**"  Tag  geltende  Coefficient  flo»  ^«  ^'  ^ör  das 
an  diesem  Tage  stattfindende  Absorptionsvermögen  der  Atmosphäre. 

Die  hier  vorkommenden  Summen  würden  sich  auf  verschiedene  Weise 
behandeln  und  als  explicite  Functionen  der  wahren  Sonnenlänge  darstellen 
lassen;  da  dies  jedoch  kaum  auf  ein  einfaches  Resultat  führen  wird  und, 
wie  nnten  gezeigt  werden  wird ,  die  Constanten  />,  und  N^  nicht  zur  Berech- 
nung irgendwelcher  Grössen  nöthig  sind ,  führen  wir  ihre  Behandlung  hier 
nicht  weiter. 

Wenn  der  Anfangspunkt  nicht  in  einen  einzigen,  sondern  in  jeden 
Mittag  verlegt  wird,  so  bleibt  der  periodische  Theil  der  Temperatur  der- 
selbe; nur  statt  2>,'  ist  i>,'.  r«->  und  statt  iV,«  ist  iV,'.  r'-^  zu  setzen. 

Berechnung  der  Beobachtungen. 

Bei  der  Lösung  nach  der  Poisson'schen  Methode  giebt  es  nur  einen 
einzigen  Weg,  um  alle  Elemente  zu  bestimmen;  bei  derjenigen  nach  der 
Tr all  es* sehen  Methode  ist  zwar  der  Weg  im  Allgemeinen  auch  klar  vor- 
gezeichnet, im  Einzelnen  bleibt  jedoch  ein  gewisser  Spielraum.  Wir  wol- 
len im  Folgenden  zeigen,  dass  sich  bei  der  vorliegenden  Lösung  sämmt- 
liebe    Elemente    aus    den    Beobachtungen   Eines   Tages,  und 
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Einer  Nacht  bestimmen  lassen,  und  im  Allgemeinen  beliebig 
lange  Zeiträume  auf  die  Werthe  der  Elemente  berechnet  werden  kön- 
nen ;  wir  geben  jedoch  nur  einen  Weg  der  Bestimmung  an. 

Man  geht  von  der  nächtlichen  Temperatur  aus,  da  ihr  Gesetz  das  ein- 
fachere ist.    Es  ist,  wenn  N,  der  constante  Theil  derselben, 

N  =  N,  +  7^^,  •  *ino),  — z: —  .e 

Bildet  man  nun  in  jeder  Tiefe  Differenzen  von  Beobachtungen,  die  um 
die  gleiche  Zeit  t^  auseinander  liegen ,  nämlich 

so  ist 

^'"^ 

ferner 

sm  (Ol  —  — 

Sin  09]  — -— 


aus  diesen  beiden  Relationen  können  daher  -^  ^  und  Oj ,  oder  -r-  und  k' 

Li  K 

bestimmt  werden.    Nun  ist 

also  lässt  sich  hieraus  N,  bestimmen  für  jede  Tiefe. 

Nachdem  so  Nj,  j-  und  K  gefunden  sind,  müssen  die  Beobachtungen 

des  Tages  dazu  dienen ,  um  T| ,  den  constanten  Theil  der  Tagestemperatnr, 

und  —  a| ,  -r-  ^1  etc.  zu  bestimmen :  sind  auch  diese  Grössen  gefunden »  so 
h  h 

lassen  sich  alle  übrigen,  noch  nicht  bestimmten  Elemente  aus  ihnen  be- 
rechnen. 

Am  besten  wird  wohl  zu  diesem  Zweck  das  Maxiraum  der  Temperatur 
verwendet.    Die  Temperatur  am  Tage  ist 

T  =  T»  +  Z>,.«>i«,i— f  .^    ^* 

Ij 


+  J  ^"  a«  •  ^"»  ^m,«  .COsU^n  —  6m,n\  •  «««  »^ 


L^x 


8T 

für  das  Maximum  ist-^—  =0,  also,  wenn  /«  die  Zeit  seines  Eintrittes, 
oi 
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T 


also  die  Maximaltemperatar : 

•'  f '»^  «  —  ^»t,n  +  *i,fi j  •  sin a>m 


L^x 


xcos 
da 


nit 

Hier  sind  nun  die  Coefficienten  von  ^  aj,  ^cr,  etc.  alle  bekannt,  weil 

h  n 

die  Grössen  J„,„  nnd  C„,,„  nur  co^  enthalten  und  diese  Wurzeln  einer  trans- 
scendenten  Gleichung  sind,  deren  kleinste  Wurzel,  Wj,  oben  bestimmt 
wurde.  Man  hat  daher  für  verschiedene  Tiefen,  wenn  T|  =p  + g  .  a:  ge- 
setzt wird ,  Gleichungen  von  der  Form 

etc., 
wo  «,a2  ...,  a\a\...  bekannt  und  die  Grössen  p,  9i  -T  ^iy  "^  ^«  ®*^-  ^*^®' 

bestimmbar  sind.  Die  Berechnung  der  Coefficienten  «  ist  zwar  mühsam, 
indem    jeder  eine  Reihe  vorstellt,    die  nicht  sehr  rasch  convergirt;  sie 

braucht  jedoch  nur  ein-  für  alleraal  ausgeführt  zu  werden,   da  -  und  Ä' 

Elemente  des  Apparates  sind.  Die  Anzahl  der  a«  wird  so  gewählt,  wie  sie 
den  Beobachtungen  am  besten  genügt.  Stellt  man  nun  noch  Nj  dar  als 
lineare  Function  von  x : 

so  bat  man  für  --  a^: 


(•+-^). 


ferner  für  $  und  A: 


{  =  c-7d,     A;=c  +  d.L. 
k 
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Die  Eigenwärme  der  Erde  ist  in  unserer  Formel  nicht  herücksichtigt ;  es 

ist  daher  eigentlich  tiberall  noch  das  Glied  f{l  +  -.x)  zu  addiren.    Da  sein 

Werth  gering  ist,  denken  wir  uns  denselben  durch  die  Zunahme  der  mitt- 
leren Temperatur  mit  der  Tiefe  bestimmt  und  in  N|  als  Correction  immer 
in  Abzug  gebracht. 

Wenn  nun  endlich  -r-aoi  -r^i»  ~r  ^2**     bekannt  sind,  so  lassen  sich 
h  n         n 

mit  Hilfe  der  oben  gegebenen  Entwickelungen  nach  o  und  Qi  für  A^^  A^^  A^ 
etc.,  welche  in  den  Oq,  aj,  o,  etc.  enthalten  sind,  aus  den  Grössen  -v  <io  °°^ 

--ax  die  Grössen  a  and  — ,  resp.  das  Absorptionsvermögen  der  Atmosphäre 
h  h 

and  di^  in  den  Boden  eindringende  Sonnen  wärme  zc  bestimmen;  ja  sogar, 
wenn  -r-  a^  efne  durch  die  Beobachtungen  genügend  scharf  gegebene  Grösse 
ist,  auch  noch  ^j ,  und  aus  q^  die  Höhe  H  der  Atmosphäre.  Diese 
Bestimmung  von  -  und  a  hat  den  grossen  Vortheil  vor  derjenigen  dersel- 
ben Grössen  nach  der  Poisson 'sehen  Methode,  dass  ein  Glied  aus  dem 
Constanten  Theile  der  Temperatur  und  das  erste,  sicherste  des  periodischen 
Theiles  dazu  benutzt  wird,  während  in  der  Formel  nach  der  Poisson- 
schen  Methode  das  erste  und  das  zweite,  ziemlich  unsichere  Glied  des  pe- 
riodischen Theiles  genommen  werden  müssen. 

Hat  man  nun  Beobachtungsreiben  von  längeren  Zeiträumen  zu  berech- 
nen, so  ist  vorerst  klar,  dass  man  aus  mehreren  aufeinander  folgenden 
Tagen,  in  denen  die  Sonnenlänge  sich  nicht  wesentlich  ändert,  Mittelwerthe 
ziehen  und  dieselben  wie  Beobachtungen  eines  einzigen  Tages  berechnen 
kann.  Will  man  jedoch  Mittelwerthe  der  Elemente  für  Zeiträume  ermitteln, 
in  denen  die  Variation  der  Sonnenlänge  berücksichtigt  werden  muss,  so 
wird  man  zuerst  aus  einer  Anzahl  von  guten  nächtlichen  Beobachtungen 

die  Werthe  von  —  und  K  ziehen  und   dann  für  jede  Tiefe  und  für  jeden 

Tag  oder  für  jeden  als  einzelnen  Tag  behandelten  Zeitraum  die  Gleichung 
für  (Tx)a»  das  Maximum,  aufstellen  und  aus  allen  diesen  Gleichungen  die 

Grössen  p,  q^  t^i^  t  ^t  ©tc.  bestimmen. 
n  h 


Vergleichung  der  beiden  Methoden. 

Der  Hanptunterschied  in  der  Berechnung  der  Beobachtungen  nach  den 
Lösungen  der  Poisson'schen  und  der  Tralles'schen  Methode  besteht 
offenbar  darin ,  dass  im  ersteren  Falle  Beobachtungsreihen  von  wenigstens 
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einem  Jahre,  im  letzteren  nnr  von  wenigstens  einem  ganzen  Tage  vorliegen 
müssen.  Wenn  dieses  letztere  Minimum  in  der  Praxis  auch  nicht  genügen 
wird  wegen  der  Grösse  der  Beobachtangsfehler ,  so  erhellt  doch  daraus, 
dass  nach  der  letzteren  Methode  beliebige  Grnppen  von  Tagen,  z.  B.  von 
je  5  Tagen,  oder  von  einer  Reihe  wolkenlot>er,  ganz  bedeckter,  feachter, 
trockener  u.  s.  w.  auf  die  Elemente  berechnet  werden  können;  die  Tr al- 
les'sehe  Methode  ist  namentlich  geeignet,  die  Variationen  der  Elemente 
in  den  verschiedenen  Witterungsperioden  zu  liefern.  Sie  macht  es  ferner 
möglich,  ausser  der  eindringenden  Sonnenwärme,  dem  Absorp- 
tionsvermögen der  Atmosphäre  auf  Sonnenwärme,  der  Hül- 
len temperatur  $  noch  die  Höhe  der  Atmosphäre  zu  bestimmen,  für 
welche  bei  der  andern  Methode  eine  Annahme  eintreten  muss ,  und  endlich 
ist  die  Bestimmung  der  letztgenannten  Elemente  in  derselben  überhaupt 
weit  sicherer.  Die  Bedingung,  dass  in  der  Tiefe  Z  die  Temperatur  constant 
sei,  ibt  nur  eine  Supposition  in  der  Rechnung,  welche  nicht  das  Ausdehnen 
der  Beobachtungen  bis  in  jene  Tiefe  verlangt.  Es  darf  jedoch  nicht  ausser 
Acht  gelassen  werden,' dass  die  Anwendung  der  Tralles'schen  Methode 
genau  und  zahlreich,  namentlich  des  Nachts  angestellter  Beobachtungen 
bedarf. 

Schliesslich  sei  uns  noch  die  Bemerkung  gestattet,  Sass  diejenigen 
Nebenumstände,  welche  hier  nicht  berücksichtigt  sind,  namentlich  das  Ein- 
dringen des  Tagwassers  von  Oben,  sich  bei  zweckmässiger  Einrichtung  der 
Beobachtungen  wohl  vermeiden  lassen,  so  dass  nunmehr  die  Theorie  der 
Erdtemperatur  so  weit  gefördert  ist,  dass  sich  die  Beobachtungen  in  aller 
Schärfe  nach  derselben  berechnen  lassen. 
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IV. 

üeber  die  möglichst  genaue  mechanische  Bectification 

eines   verzeichneten  Curvenbogens,  bestimmt  auf  der 

Grundlage  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Von 

Che.  Wiener  in  Karlsruhe. 


(HierzQ  Tafel  I.) 


1.  Unter  der  Länge  eines  Curvenbogens  versteht  man  bekanntlich  den 
Orenzwerth  des  Umfanges  eines  in  denselben  eingeschriebenen  Vielecks- 
zages, dessen  Endpunkte  mit  denen  des  Bogens  zusammenfallen,  welcher 
Orenzwerth  erreicht  wird ,  wenn  die  einzelnen  Seiten  desselben  unendlich 
klein  werden.  Man  setzt  dabei  als  selbstverständlich  voraus,  dass  der  Zug 
auf  dem  Bogen  stets  vorwärts  schreitet. 

Um  hiernach  einen  verzeichneten  Curvenbogen  durch  Zeichnung  oder 
mechanisch  zu  rectificiren,  trage  man  auf  dem  Bogen  von  seinem  einen 
Endpunkte  aus  Sehnen,  die  am  zweckmässigstcn  unter  einander  gleich 
sind,  weiter,  übertrage  dieselben  in  gleicher  Länge  und  Anzahl  auf  eine 
Gerade  und  füge  die  etwaige  Restsehne  zu ,  wiederhole  dieses  Verfahren 
mit  kleineren  Sehnen  nnd  dann  wieder  mit  kleineren,  so  wird  man  grössere 
und  grössere  Längen  für  den  Umfang  des  eiDgeschriebenen  Vielecks  erhal- 
ten; man  setze  die  Wiederholungen  so  lange  fort,  bis  die  Vergrösserungen 
unmerklich  werden,  so  ist  der  erhaltene  Grenzwerth  der  Länge  als  die  des 
Bogens  anzusehen. 

2.  Dies  Verfahren  ist  nur  unter  der  Voraussetzung  richtig,  dass  durch 
das  Weitertragen  einer  Länge  mittels  des  Zirkels  keine  Fehler  entstehen, 
dass  also  die  Länge  auf  der  Geraden  wirklich  gleich  dem  Umfange  des  ein- 
geschriebenen Vieleckszuges  ist.  Diese  Voraussetzung  trifft  aber  nicht  zu; 
es  tritt  vielmehr  ein  Unterschied  beider  Grössen  ein,  der  mit  der  Anzahl 
der  weiter  getragenen  Sehnen  zunimmt.  Dadutch  wirken  sich  bei  der  Wahl 
der  Sehnenlänge  zwei  Rücksichten  entgegen,  indem  sowohl  die  Vergrösse- 
rung,  als  die  Verkleinerung  der  Sehnen  wachsende  Fehler  erzeugen;   es 
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wächst  nämlich  der  ans  der  Abweichung  der  Sehne  von  dem  zugehörigen 
Bogen  entspringende  Fehler  mit  der  Grösse  der  Sehnen;  dagegen  wächot 
der  durch  das  wiederholte  Weitertragen  der  Sehnen  erzengte  Fehler  mit 
der  Anzahl  oder  mit  der  Verkleinerung  der  Sehnen.  Wir  wollen  nun  zu- 
nächst diese  Fehler  einzeln  ermitteln  und  dann  die  kleine  Sehnen»  oder 
Bogenlänge  so  wählen,  dass  ein  möglichst  kleiner  Fehler  zu  erwarten  ist. 
Dabei  wollen  wir  von  einem  zu  rectificirenden  Kreisbogen  ausgehen  und  die 
gewonnenen  Ergebnisse  in  zweckmässiger  Weise  auf  andere  Curven  Über- 
tragen. Jener  Kreisbogen  sei  Ar- mal  im  Umfange  enthalten,  der  Durch- 
messer werde  mit  d  bezeichnet,  so  ist  die  Länge  des  Bogens 

nd 

T- 

3.  Sei  8  die  gewählte  Sehnenlängc»  b  der  zugehörige  Bogen,  so  ist 

,   .   b 
s  =  d  stn  — . 
d 

Wegen  der  Kleinheit  des  Winkels  —  kann  mau  in   der  Reihe  für  den 

Sinus  sich  mit  den  beiden  ersten  Gliedern  begnügen,  so  dass 

''"d==d'-^\ä)  ""^^  =  6-^7- 

n  d 
Da  die  Sehne  im  ganzen  Bogen  r.'^^^^  vorwärts  getragen  wird,  so  ist 

tc  0 

die  vermittelst  der  Sehnen  erhaltene  Bogenlänge 

nd      nd       n   b* 

*  Vb^lc"^  T 

Daraus  ergiebt  sich  der  Fehler 

P  __7cd      /nd      «   //\_  TT  6* 

♦  ''"■T""\T""ö^rf/      öA  flf' 

4.  TrMgt  man  mittels  eines  Zirkels  mit  zwei  Spitzen  eine  gewisse  Länge 
auf  einer  ^verzeichneten  Linie  mehrmals  weiter,  so  besitzt  jeder  Zirkelstrich 
einen  Fehler,  welcher  von  dem  Einstechen  unter  wechselnder  Neigung, 
von  der  Rauhigkeit  des  Papieres,  von  dem  Einstechen  zur  Seite  der  Linie, 
von  einem  seitlichen  Drucke  beim  Drehen  der  Spitze  in  dem  Stiche  und 
vielleicht  noch  von  anderen  Ursachen  herrührt.  Diese  Fehler  bewirken, 
dass  jede  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Stichen  befindliche ,  auf  die 
Linie  projicirte  Länge  einen  Fehler  besitzt,  welcher  wechselt  und  dessen 
wahrscheinliche  Grösse  f  sein  mag.  Der  wahrscheinliche  Fehler  r  von  n 
solchen  auf  einander  folgenden  Längen  ist  dann  nach  der  Wahrscheinlich- 
keitarechnung  bekanntlich  r==:ynf. 

5.  Um  f  für  eine  kleine  Zirkelöffnung,  welche  ein  fast  senkrechtes 
Einstechen  erlaubt,  durch  Versuche  zu  bestimmen,  trug  ich  eine  Länge  b 
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von  wenigen  Millimetern  mittels  eines  Handzirkels  anf  einer  anf  festes  Zei- 
chenpapier gezogenen  geraden  Linie  n  -  mal  weiter  und  wiederholte  anf  ver- 
schiedenen Geraden  m-inal  diese  Operation.  Ichmass  dann  mittels  eines  an- 
gelegten Massstabes  anf  -^  Millimeter  genau  die  erhaltenen  Längen  ab  and 
fand  dafür  m  verschiedene  Werthe,  deren  arithmetisches  Mittel  der  wahr- 
scheinlichste Werth  von  nb  ist.  Daraus  ergaben  sich  die  Fehler  Vj  ,ft ,  p«  —  Vm 
der  einzelnen  Ergebnisse,  indem  man  jedes  Mittel  um  jedes  einzelne  Er- 
gehniss  verminderte,  und  ans  ihnen  folgt  der  wahrscheinliche  Fehler  des 
Werthes  nb  bei  einer  einmaligen  Operation* 


Hieraus  folgt  der  gesuchte  wahrscheinliche  Fehler  bei  einmaligem  Auf- 
tragen 

*  Indem  ich  dann  mit  derselben  oder  einer  etwas  veränderten  Länge  // 
dieselbe  Operation  ausführte,  erhielt  ich  einen  andern  Werth  von  /*.    Zwi- 
schen diesen  Werthen  nahm  ich  das  Mittel  als  wahrscheinlichsten  Werth 
von/* an;  die  Beachtung  der  Gewichte  der  einzelnen  Ergebnisse  hätte  erst 
Untersuchungen  zu  deren  Feststellung  erfordert,  und  gewisse  wahrschein- 
liche Annahmen  über  die  Gewichte  lieferten  etwas  vom  Mittel  f&at  nicht 
Abweichendes,  so  dass  ein  wirklicher  Vortheil  daraus  nicht  entstanden  wäre. 
So  ergab  sich  z.  B.  bei  6  =  1"°,  «=  100,  m=10,  nb== 
102,2,   102,3,   102,25,   102,4,   102,15, 
102,4,  102,3,   102,2,     102,3,    102,8""". 
Hieraus  folgt  das  Mittel  102,33,  und  daraus  v  = 

+  0,13,  +0,03,  +0,08,  —0,07,  +0,18,  • 

—  0,07,  +0,03,  +0,13,  +0,03,  —  0,47'"". 
Daraus  bestimmt  mau 


und  hieraus 


, /0,13»  +  0,03*  +  . . .       ^  .       „„ 
=  0,6745^  ^ T_^_r_  =0,1244«", 


/r=?^!i^  =  0,01244- 
J^IOO 


Die  verschiedenen  Versuche  zur  Bestimmung  von  f  mögen  in  der  fol- 
genden Tabelle  zusammengestellt  sein : 


*   Encke,  lieber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  Berl.  astron.  Jahrb.  f. 
1834,8.282  0.284.  ^  , 
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b 

71 

m 

Mittlere 
Ljinge  n  b 

f 

1«.» 

100 

10 

102,33""" 

0.0124"" 

1,5 

100 

5 

146,40 

0,0151 

1,5 

I(i9 

5 

217,32 

0,0102 

2 

121 

10 

246,84 

0,0043 

3,9 

64 

10 

249,14 

0,0139 

5 

49 

10 

245,56 

0,0170 

5 

49 

10 

241,72 

0,0118 

6,9 

36 

10 

244,89 

0,0147 

Aus  diesen  Werlhen  ergiebt  sich  als  Mittel  /"=  0,0124,  welchen  Wßrth 

wir  abgerandet 

^  /^= 0,012»" 

setzen  wollen.    Es  sagt  dies  aus,  dass  beim  Weitertragen  einer 

kleinen   (nnbokannten)    Länge    mittels    des    Handzirkels    in 

einer  solchen  Länge  ein  walirscheinlicher  Fehler  von 

0,012»-=  j-V"" 
begangen  wird. 

Ich  bemerke  dabei,  dass  ein  guter,  nicht  mehr  neuer  Handzirkel  mit 
dreieckigen  Spitzen  angewendet  wurde  and  dass  bei  rauhem  Papier  (Can- 
<jon)  mit  b  nicht  unter  1,5"",  bei  glätterem  nicht  viel  unter  1""  gegan- 
gen werden  durfte.  Es  stieg  nämlich  f  für  rauhes  Papier  und  6  =  1""  auf 
0,02,  für  glattes  Papier  und  6  =  0,5""  auf  0,027"".  Mit  einem  Mikrometer- 
zirkel mit  runden  Spitzen  erhielt  ich  /*=  0,010"";  auch  konnte  mit  ihm 
selbst  auf  rauhem  Papier  sehr  gut  bis  auf  6  =  1""  herunter  gegangen  wer- 
den. Endlich  füge  ich  zu,  dass  ich  den  Zirkel  in  wechselndem  Sinne  um- 
schlug, indem  ich  aus  einigen  Versuchen  bemerkt  hatte,  dass  das  Um- 
schlagen in  unverändertem  Sinne  etwas  grössere  Fehler  herbeiführte,  und 
endlich,  dass  ich  die  Zirkelspitze  leise  einsetzte,  wobei  die  Stiche  gerade 
noch  erkannt  werden  konnten.    Es  wird  f  auch  mit  der  Person  wechseln. 

6.  Trägt  man  eine  Zirkelöffnung  n-mal  auf  einer  Linie  weiter  und 
dann  noch  n-mal,  und  nennt  die  Summe  der  n- ersten  Stücke  I,  die  der 
n- zweiten  II,  so  ist  bekanntlich  —  wenn  der  wahrscheinliche  Fehler  des 
Auftragens  einer  Zirkelweite  f  ist  —  der  wahrscheinliche  Fehler  sowohl  der 
Summe  I  +  II,  als  der  Differenz  I  — II  durch  Y'Zn  f  bestimmt. 

Wenn  man  nun  eine  kleine  Zirkelweite  n  mal  anf  einer  krummen 
Linie  und  dann  »mal  auf  einer  geraden  weiter  trägt,  so  ist  —  abgesehen 
von  dem  Unterschiede  der  kleinen  Sehnen  und  ihrer  Bogen  —  der  Unter- 
schied  beider  Längen   gleich  dem  Fehler  f^  der  Rectification ,  und  er  ist 

nach  dem  eben  Gesagten  p z —  ^ 

^  ft^Y^nf. 
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Es  ist  aber  bei  der  Rectification  des  Kreisbogens  von  der  Länge  — 

nd 

daher 

7.  Es  werden  bei  der  Rectification  des  Bogens  zwei  Fehler  begangen, 
wovon  der  eine,  ^ ,  bekannt,  der  andere  aber  zufällig  und  wechselnd  ist 
und  die  wahrscheinliche  Grösse  /*,  besitzt. 

Nach  Nr.  3  und  6  gilt 


^''^tkd'       ^^-^y    kh  ^' 


Beide  hängen  bei  gegebenem  Kreisbogen  (d^k)  und  gegebener  Genauigkeit 
(/*)  nur  noch  von  dem  zu  wählenden  6  ab.  Wir  wollen  nun  b  so  wählen, 
dass  das  Gesammtergebniss  möglichst  genau,  oder  der  eintretende  Ge- 
sammtfehler  möglichst  klein  oder  ein  Minimum  wird.  Da  aber  derOesammt- 
fehler  wechselnd  und  unbekannt  ist,  müssen  wir  etwas  für  die  Genauigkeit 
des  Ergebnisses  möglichst  Günstiges  an  seine  Stelle  zu  setzen  suchen. 
Dabei  bieten  sich  zwei  Möglichkeiten.  Wir  können  entweder  den  wahr- 
scheinlichen oder  den  mittleren  zu  fürchtenden  Gesammtfehler  zu  einem 
Minimum  machen.  Wir  wollen  beide  Anschauungen  durchführen,  worauf 
es  uns  dann  leicht  fallen  wird,  uns  über  den  Vorzug  des  einen  oder  des  an- 
dern Ergebnisses  zu  entscheiden. 

Machen  wir  zuerst  den  wahrscheinlichen  Gesammtfehler  zu 
einem  Minimum.  Wären  f^  und  /*,  beides  für  sich  wahrscheinliche  Fehler, 
so  wäre  bekanntlich  der  wahrscheinliche  Gesammtfehler 


Da  aber  /*,  ein  bestimmter  und  bekannter  Fehler  und  nur  /,  der  wahrschein- 
liche Werth  eines  wechselnden  Fehlers  ist,  so  gilt  jene  Formel  nicht  und 
e&  ist  ein  näheres  Eingehen  auf  dieWahrscheinlichkeitsfunction  nothwendig. 
Diese*  giebt  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  ein  zufälliger  und  von 
vornherein  durchaus  unbekannter  Fehler  zwischen  den  Grenzen  x  und 
x-^rdx  liegt,  durch  den  Ausdruck  tp{x)  dx^  worin 

Darin  bedeutet  h  eine  Grösse,  die  für  verschiedene,  gleich  zuverlässige 
Operationen  eine  Constante  ist,  welche  aber  bei  wechselnder  Genauigkeit 
mit  dieser  zunimmt;  Gauss  nennt  h  das  Mass  der  Präcision.    In  der  Figur 


*   Gauss,    Theoria  moius  corpor um  coelestium  etc.    Liber  il,  Sectio  III,    Gotlingae 
1809.  S.  212.  —  Encke  a.  o.  O.  8. 2Ö9.  ^  ^ 
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sei  P  der  ürsprnng  des  rechtwinkligen  CoordinatenRjstenis ,  PQ  die  posi- 
tive Abscissenaxe ,  so  ist  die  krnmme  Linie  Pi  Qi  eine  Wahrscheinlichkeits- 
cnrve,  welche  der  obigen  Function  folgt;  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  ein  Fehler  zwischen  den  Grenzen  x=:PR  nnd  x-^dx  begangen  werde, 
wird  dnrch  q>(x)  dx  oder  RRi.dx  gemessen.  Daher  wird  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  ein  Fehler  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  liege,  durch 

b 


oder  dnrch  die  zwischen  jener  Cnrve ,  der  Abscissenaxe  nnd  den  zu  o:  =  a 
und  x  =  b  gehörigen  Ordinaten  liegende  Fläche  ausgedrückt.  Jenes  Inte- 
gral kann  im  Allgemeinen  nur  durch  eine  Beihe  ausgedrückt  werden. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  begangene  Fehler  zwischen  den 
Grenzen  —  oo  und  +  oo  liege ,  muss  natürlich  gleich  Eins  oder  Gewissheit 
sein,  nnd  es  ist  der  Factor  vor  dem  Integrale  derart  bestimmt,  dass 

h      l/n 


Nun  ist  nach  Gauss  *  der  wahrscheinliche  Fehler  r  derjenige, 
für  welchen  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  begangene  Fehler,  absolut 
genommen,  kleiner  als  er  sei,  ebenso  gross  ist,  als  die,  dass  er  grösser 
sei;  jede  nämlich  gleich  ^.  Um  r  zu  bestimmen,  suche  man  zwei  gleiche 
Fehler  mit  entgegengesetzten  Zeichen ,  nämlich  x^  —r^PQ'  und 
x  =  +  r=sPQ  Bo^  dass 

+r 


Ä/ 


e-h-x*ax  =  i. 


so  ist  nach  der  obigen  Definition  r  der  wahrscheinliche  Fehler.  Es  ist  dann 
die  Fläche  Q'QOiPiQ\  die  Hälfte  der  zwischen  der  unbegrenzten  Wahr- 
scheinlichkeitscurve  und  der  Abscissenaxe  eingeschlossenen  Fläche.. 

Setzt  man  hx=^t^  worin  i  eine  neue  Veränderliche,  so  ist 


X  =  ~  r  /  =  —  ^ 


*  Bestimmung  der  Genauigkeit  der  Beobachtungen,  Zeitschr.  f.  Astron.  u.  s.w. 

Ton  Y.  Lindenau  undBohnenberger.   Tübingen  1816.  I. Bd.  S.  187.  —  Encke 

a.  o.  O.  8.  271.  ^M^ 
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Es  folgt  aus  der  letzteren  Gleichung 

ß=  0,476936, 

und  es  ist  p  —  Är  oder  ä  =  —. 

Die  Ordinate  im  Ursprung  ergiebt  sich  für  a;  ==  0 

7>i>,  =  ^==4=l=0,269li 

j/n      j/n   '^  ^ 

8.  Anders  stellt  sich  die  Wahrscheinlichkeitscurve,  wenn  zugleich  ein 
bekannter  und  ein  zufälliger  Fehler  begangen  wird.  Sei  in  der  Figur  jetzt 
0  der  Ursprung  der  Coordinaten,  OP=f^  der  bekannte  Fehler,  so  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  er  allein  begangen  wird,  so  gross  als  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  der  zufällige  Fehler  Null  sei,  nämlich  =/^P, ;  die 
Wahrscheinlichkeit  aber,  dass  ein  Fehler,  der  um  PQ^PQ'  grösser  oder 
kleiner  als  OPy  d.  h.  gleich  OQ  oder  OQ'  ist,  begangen  wird,  kommt  der 
Wahrscheinlichkeit  00i  =  0'0\  dafttr  gleich,  dass  der  zufällige  Fehler  PQ 
beträgt.  Es  zeigt  sich ,  dass  die  Wahrscheinlichkeitscurve  die  frühere  Ge- 
stalt besitzt,  dass  nur  ihre  Sjmmetrielinie  PPf  um  die  Grösse  OPdes  be- 
kannten Fehlers  von  der  Ordinatenaxe  oder  dem  Ursprung  0  verscho- 
ben ist.   • 

Um  nun  nach  dem  Begriffe  von  Nr.  7  den  wahrscheinlichen  Fehler  OR 
in  diesem  Falle  zu  bestimmen,  muss  man  OR — 0T(  bo  feststellen,  dass 
das  Flächenstück /?'i^/?,i^'i  =  |  ist;  dann  ist  es  gleich  wahrscheinlich,  dass, 
absolut  genommen,  ein  Fehler  kleiner  als  OR  oder  grösser  als  OR  be- 
gangen wird.  Es  kann  dies  vermittelst  der  Tafel  für  die  Flächenstücke  ge- 
schehen, welche  von  Encke  mitgetheilt  wurde.* 

9.  Wir  haben  uns  nun  vorgesetzt,  h  so  zu  bestimmen,  dass  der  wahr- 
scheinliche Gesammtfehler  (=0/?)  ein  Minimum  werde.  Weil  derselbe  aber 
nicht  durch  einen  geschlossenen  Ausdruck  angegeben  werden  kann,  so  ist 
auch  die  Herleitung  einer  allgemeinen  und  strengen  Formel  für  das  seinem 
Minimalwerthe  zukommende  h  nicht  möglich.  Wenn  wir  jedoch  für  einige 
bestimmte  Fälle  die  Grösse  der  vortheilhaftosten  Bogenlängen  feststellen, 
können  wir  doch  eine  sehr  angenäherte  empirische  Formel  für  das  vortheil- 
hafteste  h  herleiten. 

Als  erster  Fall  ist  gewählt 

Ar=i,     rf=l00"",     /'  =  0,012"", 
also  die  Aufgabe  gestellt,  einen  ganzen  Kreis  von  100""  Durchmesser  zu 
rectificiren.     Jene  Werthe  in  die  zu  Beginn  der  Nr.  7  zusammengestellten 
Ausdrücke  von  /*,  und  /,  eingeführt,  ergeben 

/•,  =  0,005236*,      /;  =  0,3008  -=, 


*    Encke  a.  o.  O.  S  300flgg. 
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Giebt  man  nnn  b  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,1,2...  10""",  so  erliHlt 
man  folgende  Werthe  von  /",  und  /i : 


b: 

A: 

/;•• 

0 

0 

00 

1 

0,0052 

0,3008 

2 

0,0209 

0,2127 

3 

0,0471 

0,1737 

4 

0,0837 

0,1504 

5 

0,1307 

0,1345 

6 

0,1883 

0,1228 

7 

0,2563 

0,1135 

8 

0,3347 

0,1063 

9 

0,4230 

0,1003 

10"" 

»  0,5230'""' 

0,095r 

Nimmt  man  in  der  Fignr  ^JCund  AF  als  Coordinatenaxen,  trägt  aaf 
AT  als  Ordinalen  die  b  auf,  z.  B.  A0  =  4^^  nach  irgend  einem  Massstabe, 
und  sodann  als  Abscisse  0^^  =  /",  =  0,0837""  nach  vielleicht  einem  andern 
Massstabe,  verzeichnet  dann  wie  in  Nr.  7  mit  P iß  als  neuer  Abscissonaxe 
dieWahrscheinlichkeitscurve,  indem  man  Pß=Pö'=r  =  /',  =  0,1504""  und 

'  y^  r  0,1504  ' 
macht,  und  bestimmt  ferner  OR=OR'  nach  Nr.  8  als  wahrscheinlichem 
Fehler,  so  dass  die  schraffirte  Flache  I( RR^R\  gleich  der  Hälfte  der  zwi- 
schen der  Wahrscheinlichkeitscnrve  und  ihrer  Abscissenaxe  liegenden 
Fläche  ist,  und  verfahrt  ebenso  mit  den  Ordinalen  6  =  0,  ft  =  1  u.  s.  w,  so 
erhält  man  durch  Verbindung  aller  R  eine  Curve  r,  deren  Ordinalen  die 
gewählten  b  und  deren  Abscissen  die  zugehörigen  wahrscheinlichen  Fehler 
der  Kreisrectification  sind,  r  schliesst  sich  stellenweise  zweien  Curven  /\  und 
/i  sehr  nahe  an.  Die  /*, ,  welche  durch  die  Gleichung  /",  =0,00523  fr*  bestimmt 
ist,  stellt  in  ihren  Abscissen  die  durch  die  Abweichung  von  Sehne  und  Bo- 
gen entstehenden  Fehler  bei  den  in  den  Ordinalen  dargestellten  Bogenlängen 

dar;  sie  ist  eine  Parabel.    Die  /i  mit  der  Gleichung  /",  =  0,3008-^  drückt 

entsprechend  die  wahrscheinlichen ,  durch  das  wiederholte  Weitertragen  der 
Bogenstückchen  entstehenden  Fehler  dar;  sie  ist  eine  Hyperbel  dritter  Ord- 
nung, r  schliesst  sich  der  ^  für  kleine  Werthe  von  6,  der  d  für  grosse 
Werthe  an. 

Sucht  man  nun  auf  graphischem  Wege  vermittelst  der  Curve  r  das  Mi- 
nimum der  wahrscheinlichen  Gesammtfehler,  so  findet  man,  dass  es  für 
6  =  4,41""  eintritt,  wofür  r  =  0,160""  wird,  und  hat  dann  in  diesem  Werthe 
von  b  die  nach  dieser  Anschauung  bei  der  Rectification  eines  Vollkreises  von 
100""  Durchmesser  zu  wählende  Bogenlänge  gefunden.  ^  t 
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Bestimmt  man  die  entsprechenden  Werthe  auch  für  rf=10  und  d=500' 
60  erhält  man 

fard=10:        100:       500»»: 
„6=    1,10,      4,41,     11,40»», 
„     r=   0,100,    0,160,     0,221»». 
Es  wird  sich  alsbald  folgende  passende  empirische  Formel  zwischen 
d  nnd  b  ergeben : 

rfV. 
6  =  0,277^. 

10.  Gehen  wir  jetzt  znr  zweiten  Anschannng  Über,  nach  welcher  der 
mittlere  Fehler  möglichst  klein  werden  soll.  Gauss*  setzt  den 
Schaden  durch  einen  Fehler  dem  Quadrate  seiner  Grösse  proportional  und 
drückt,  wenn  x  ein  Fehler,  q>{ic)  seine  Wahrscheinlichkeit,  den  mittleren 
zu  befürchtenden  oder  den  mittleren  Fehler  m  durch  die  Gleichung  ans: 

+  00 

m*s=5  j  a?<p{x)  dx, 

—  00 

Man  bemerkt,  dass  m  auch  den  Trägheitshalbmesser  der  zwischen  der 
Wahrscheinlichkeitscurve  nnd  der  Abscissenaxe  liegenden  Fläche,  welche 
selbst  der  Einheit  gleichkommt,  ausdrückt,  wenn  die  Drehung  um  die  Ordi- 
natenaxe  stattfindet. 

In  unserem  Falle  ist  nun  der  Fehler  (Nr.  7): 

x^f^+x\ 
worin  /i  ein  constanter  (Nr.  3)  und  x  ein  veränderlicher  Fehler,  dessen 
wahrscheinliche  Grösse  /i  beträgt  (Nr.  6).  Es  ist  ferner  die  Wahrscheinlich- 
keit fp(x)^  dass  der  Gesammtfehler  die  Grösse  x  annehme,  ebenso  gross, 
als  die  Wahrscheinlichkeit  q>'  {x)^  dass  der  veränderliche  Fehler  den  We^th 
X  besitze  (Nr.  8) ,  oder  es  ist 


Endlich  ist 
Daher  erhält  man 


dx  •=  dx\ 

+  00 


rt'-=Jifi  +  x'fq>'(x')dx\ 


—  00 

wozu  noch  bemerkt  wird,  dass  die  Grenzen  — oo  und  +00   von  x  mit  den- 
selben Grenzen  von  x'  zusammenfallen. 

Entwickelt  man  das  Quadrat ,  so  erhält  man 


*  Theoria  comhinationis  observationum  erroribus  minimis  obno^iae  (Commentationei 
soc.  reg,  ident.  Gotlingensis  ^  vol.  F,  1823).    8. 37  flgg.  ^  ^ 
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+00  +00  +00 

m«  =  /,*  fq>'{x)dx+2ft  fxtp{x)dx'+  Cx^q>{x')dx. 

—  00  —  OD  00 

Nun  gilt  aber  für  jede  WahrscheinlicbkeitsfaDCtion  tp  : 

+  00 

\(p(x)dx'=i  1, 


/' 


—  00 

da  dies  Integral  die  Wahrscheinlichkeit  ausdrückt,  dass  der  begangene 
Fehler  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  -f  o^  Hegt,  und  diese  Gewissheit 
oder  =1  ist  (s.  Nr.  7).    Ferner  gilt 

+  00 

x'g>'{x')dx'  =  0^ 


ß 


da  für  den  veränderlichen  Fehler  x\  der  einen  constanten  Bestandtheil 
nicht  besitzt,  die  Wahrscheinlichkeit  eines  positiven  und  negativen  Fehlers 
von  gleicher  absoluter  Grösse  dieselbe  ist,  oder  da  einem  positiven  x' 9' (^')^^' 
ein  gleiches  negatives  gegenübersteht,  welcheses  aufhebt.  Der  dritte  Be- 
standtheil des  obigen  Ausdrucks,  den  wir  mit  rn*  bezeichnen  wollen,  ändert 
sich  mit  der  Wahrscheinlichkeitsfunction.  Für  die  wahrscheinlichste,  auch 
in  Nr.  7  benutzte 

yn 
ist  nach  Gauss  * 

+  00  +00 

OD  —  OD 

Es  ist  dies  das  Quadrat  des  mittleren  Werthes,  welcher  dem  veränder- 
lichen Fehler  x'  zukommt,  und  wenn  man  den  Werth  von  h  ans  Nr.  7  ein- 
führt ,  so  erhält  man 


-'•=.i=Ä=S=^>^««^- 


woraus  m^  =  1,4826 /*(,  was  aussagt,  dass  bei  jener  Wahrscheinlichkeitsfunc- 
tion der  mittlere  Fehler  1,4826 mal  so  gross  als  der  wahrscheinliche  Feh- 
ler ist. 

Führt  man  die  Werthe  der  drei  Glieder  in  den  obigen  Ausdruck  für  m' 
ein,  so  erhält  man 

In  Bezug  auf  die  obige  Bemerkung  entspricht  diese  Gleichung  dem 
Satze  der  Mechanik,  dass  das  Quadrat  des  Trägheitshalbmessers  m  einer 


*  Theoria  combinalionis  etc.  a.  o.  O.  S.  41. 
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lieber  die  mechanische  Rectification  etc. 


Masse  in  Bezug  auf  irgend  eine  Umdrehnngsaxe  (hier  die  Ordinatenaxe) 
gleich  ist  der  Summe  der  Quadrate  des  Trägheitshalbmessers  m  in  Bezug 
auf  eine  zu  jener  parallelen  Axe  durch  den  Schwerpunkt  der  Masse  und  des 
Abstandes  ^  beider  Axen. 

In  der  letzten  Formel  die  Ausdrücke  für  ^  und  ^  aus  Nr.  3  und  6  ein- 
gesetzt, giebt 

In  der  Figur  stellt  die  Cnrve  m  die  Abhängigkeit  des  m  von  h  dar  für 
^=^1,  rf==  100,/'=  0,012. 

^11.    Um  nun  h  so  zu  bestimmen ,  dass  m  oder  m*  ein  Minimum  wird, 
müssen  wir 


db 


=  0 


setzen.    Dann  ist 


woraus 


30^'(/*       .      2(>«       k        6*         ' 
b  =  r^)  "^^/f'AdV.  =  1,6597 /-Vs  äVs  d"A, 


und  für /*=  0,012 

^  =  0,28295  ^V*  (fU, 

Für  den  Vollkreis  oder  Ar=  1  wird 

ft  =  0,28295  d*/», 
oder    es  wächst  die  vortheilhafteste  Bogenlänge  b  proportio- 
nal mit  der  fünften  Wurzel  aus  der  dritten  Potenz  des  Durch- 
messers. 

Folgende  Tabelle  enthält  die  Werthe  der  Bogentheil chen  6, 
welche  man  bei  der  mechanischen  Rectification  eines  vollen 
Kreises  vom  Durchmesser  d  am  vortheilhaftesten  wählt,  der- 
art nämlich,  dass  der  entstehende  mittlere  Fehler  ein  Mi- 
nimum wird. 


d 

1  '' 
d 

b 

5 

0,7 

200 



Q,8 

10 

1,1 

250 

7,8 

20 

40 

60 

80 

100 

150 

1,7 
300 
8,7 

2,6 
350 
9,5 

3,3 
400 
10,3 

3,9 
450 

11.1 

4,5 

5,7 

500 
11,8 

1000""» 

17,9"" 

Ist  der    zu   rectificirend  e  Kreisbogen   der    Ar*'  Theil    des 
vollen  Kreises,   so  erhält  man  das  vortheilhafteste  6,  indem 

5  - 

man   den  Werth    der  obigen  Tabelle   mit  j/k  multiplicirt.     Es 
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'•.^^^  ^rf"^^S/V»N^>^<-wr^, 


leuchtet  ein ,  dass  k  nar  annähernd  bekannt  zu  sein  braucht.   Jene  Wurzeln 
sind  in  folgender  Tabelle  enthalten: 


k 

1 

2 

4 

6 

8 
1,5 

10 

15   i   20 

25 

30 
2,0 

Vi 

1,0 

1,1 

1,3 

1,4 

1,6 

1.7     1,8 

1,9 

Hat  man  z.  B.  einen  Kreis  von  130™"*  Durchmesser  zu  rectificiren,  so 
wählt  man  nach  der  ersten  Tabelle  6=5,2"°;  ist  der  Bogen  ^  des  Umfange, 
so  nimmt  man  6  ==  1,5  .  6,2°'"  =  7,8°°. 

1 2.  Vergleicht  man  die  in  Nr.  0  erhaltenen  Werthe  (a)  mit  denen  (j3) 
der  obigen  Tabelle,  so  zeigt  sich,  wenn  man  eine  weitere  Decimale  zufügt, 
für  a  =  100  d=10,  100,  500°°, 

nach  (a)  6=1,10,        4,41,       11,40°°, 

nach(^)  6=   1,13,        4.48,       11,78°°. 

Die  Unterschiede  sind  demnach  sehr  gering  oder  man  erhält  fast 
denselben  Werth  von  6,  ob  man  den  wahrscheinlichen  (a)  oder  den  mittle- 
ren Fehler  {ß)  zu  einem  Minimum  macht.  Wegen  der  fast  vollständigen 
Proportionalität  kann  man  für  den  Fall  (a),  für  welchen  man  einen  geschlos- 
senen Ausdruck  des  vortheilhaftesten  b  nicht  erhält,  wenigstens  innerhalb 
der  Grenzen  d=10  und  d=:500  die  Form  von  {ß)  wählen,  wobei  sich  als  am 
nächsten  anschliessend  6  =  0,277  d*/» :  A'^«  ergiebt,  wie  in  Nr.  9  schon  an- 
geführt wurde. 

Wegen  der  nahen  Uebereinstimmung  beider  Ergebnisse  ist  es  für  die 
Ausführung  gleichgiltig,  welches  man  anwendet.  Theoretisch  geben  wir 
dem  zweiten  den  Vorzug,  weil  es,  indem  es  den  mittleren  Fehler  zu  einem 
Minimum  macht,  zugleich  auf  die  mit  der  Grösse  der  Fehler  zunehmende 
Schädlichkeit  derselben  Eücksicht  nimmt.  Zudem  liefert  diese  Anschauung 
allein  eine  allgemeine  Formel. 

13.  Um  die  Grösse  des  mittleren  Fehlers  in  seinem  kleinsten  Werthe 
zu  bestiiiimen,  setzen  wir  den  in  Nr.  11  erhaltenen  Ausdruck  für  das  vor- 
theilhafteste  h  in  den  in  derselben  Nummer  stehenden  Ausdruck  von  m*  ein 
und  erhalten  dann  nach  einiger  Vereinfachung 

5*^     jrVs/-A 


oder 


m  =  3,225  2.T*d'/». 


Für  /*=  0,012  wird 


m  =  0,09373 


dV. 


und  dieser  Ausdruck  geht  für  den  Vollkreis  oder  /r  =  1  in 

m  =  0,09373  it^^ 
über.    Beispielsweise  erhält  man  für 
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if  =  10,  100,  500—, 

M=  0,1486,         0,23M,         0,32«—. 
Der  wahneheiDliche  Fehler  r,  der  gewöhnlich  mb  MastfUb  för  die 
GeiMttigkeit  mngewendet  wird ,  kaoD  nicht  dorch  einen  endlichen  Aosdniek 
dargeftelli  weiden.   Nach  Nr.  9  gelten  aber  folgende  Werthe: 
förifc=  10,  100,  500— 

iirt    r==  0,100,        0,100,         0,221—. 
Die  Proportionalitli  der  r  mit  den  m  fahrt  zu  der  empiriaehen  Formel 

r  =  0.054-T-. 

Die  Kleinheit  dieser  Fehler  lasst  die  Genanigkeit  der  mechanischen 
Beetifieation  erkennen,  indem  für  d=  lOO"",  r  =  o,16""=^"",  wobei  zn 
beachten  ist,  dass  weniger  als  ^""  durch  Zeichnnng  kaum  aufgetragen 
werden  kann. 

14.  Um  den  Bogen  einer  beliebigen  Carre  zu  rectificiren,  wähle  man,  da 
eine  besondere  Untersnchnng  jeder  Carvenart  nicht  lohnt,  als  kleinen  Bo- 
gentheil denjenigen ,  welcher  dem  nächst  anschliessenden  Kreisbogen  ent- 
spricht. Als  Durchmesser  nehme  man  den  kleinsten  KrQmmuDgsdarchmes- 
ser ,  damit  nicht  durch  einen  zu  grossen  Bogentheil  der  gewisse  Fehler  f^ 
merklich  oder  gar  bedeutend  werde,  und  k  bestimme  man  als  das  Verhält- 
niss  des  Winkels  der  beiden  Endtaogenten  des  Bogens  zn  900".  Sollten 
Wende  -  oder  Scbnabelpunkte  in  der  Curve  vorkommen ,  so  zerlege  man  sie 
in  diesen  in  Stficke  und  nehme  zur  Bestimmung  von  k  die  Absolutsnmme 
der  zu  den  einzelnen  Stücken  gehörigen  Winkel.  Wechselt  der  Krüm- 
mungshalbmesser in  hohem  Grade,  so  theile  man  den  Bogen  in  solche 
Theile,  in  deren  jedem  der  Wechsel  gering  ist,  und  wende  auf  jeden  Theil 
ein  besonderes  Bogenstück  an. 

Soll  die  Länge  eines  Curvenbogens  auf  eine  andere  Curve  übertragen 
werden,  so  geschieht  dies  durch  Bogentheile,  welche  durch  die  stärker  ge- 
krümmte Curve  bestimmt  werden. 
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V. 
Eine  Lösung  des  allgemeinen  elektrostatiBchen  Problems. 

Von 

Dr,  Th.  Kötteritzöch  , 

Oberlehrer  an  der  Fürstenschale  zq  Grimma. 


In  meinen  beiden  Abhandlangen  „lieber  die  Auflösung  eines  Systems 
von  unendlich  vielen  linearen  Gleichungen*^  deutete  ich  bereits  an ,  in  wel- 
cher Weise  die  dort  mitgetheilten  Resultate  zur  Lösung  physikalischer  Pro- 
bleme benutzt  werden  können.   Ein  solches  Problem  ist  das  folgende : 

„Gegeben  ist  eine  beliebige  Anzahl  von  Leitern  und 
Nichtleitern  für  Elektricität  in  beliebiger  Lage  gegen  ein- 
ander; es  ist  bekannt,  in  welcher  Art  die  Elektricität  in  den 
Nichtleitern  vertheilt  ist,  und  es  soll  bestimmt  werden,  in 
welcher  Weise  die  den  Leitern  direct  mitgetheilten  bekann» 
ten  Elektricität  smengen  sich  zugleich  mit  den  auf  ihnen 
hervorgerufenen  Influenzelektricitäten  über  die  Leiter  ver- 
theilen,  wenn  Gleichgewicht  zwischen  den  gegenseitigen 
elektrischen  Wirkungen  eingetreten  ist.** 

Diesem  Problem  kann  auch  folgende  Form  gegeben  werden : 

Es  soll  eine  Function  V  der  rechtwinklig  räumlichen  Co- 
ordinaten  o;,  y,  z  gesucht  werden,  die  folgende  Eigenschaf- 
ten hat: 

1.  Es  soll  r  für  alle  Punkte  innerhalb  und  ausserhalb 
gegebener  allseitig  geschlossener  Flächen  der  par- 
tiellen Differentialgleichung 

gentigen, 

2.  für  alle  Punkte  des  Raumes  zugleich  mit  ihren  er- 
sten Derivirten  endlich  und  stetig  sein, 

3.  für  Punkte,  die  auf  den  gegebenen  Flächen  liegen, 
gegebene  Werthe  besitzen  und 
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4.    für  unendlich  entfernte  Pnnkte  verschwinden  wie  — , 

r 

wenn   r   den  Radius   vector  eines  unendlich  entfern- 
ten   Punktes     und    k    eine    gegebene    Constante    be- 
zeichnet. 
Dass  in  der  That  die  Lösung  dieses  letzteren  Problems  die  des  ersteren 
mit  enthält,  erkennt  man  leicht,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Bedingung  des 
elektrostatischen  Gleichgewichts  verlangt,  dass  die  Oesammtpotentialfunc- 
tion*  aller  vorhandenen  wirksamen  Elektricität  für  Punkte,  welche  anf  der 
Oberfläche   (oder  im  Innern)  eines  Leiters  liegen,   einen  und  denselben 
Werth  haben  muss,  der  aber  von  einem  Leiter  zum  andern  ein  verschiede- 
ner sein  kann. 

Nun  genügt  den  Bedingungen  1 ,  2  und  4  des  Problems  in  der  letzteren 
Fassung  die  Potentialfunction  einer  Masse,  deren  Gesaramtmenge  k  ist,  und 
nimmt  man  für  die  gegebenen  geschlossenen  Flächen  die  Leiteroberflächen 
und  fordert,  dass  die  gesuchte  Potentialfunction  für  alle  Punkte  einer  Ober- 
fläche einen  gegebenen  constanten  Werth  aufweise,  so  hat  man  sofort  den 
Zusammenhang  des  Problems  in  der  letzten  Fassung  mit  dem,  welches  sich 
auf  die  Bedingung  des  elektrostatischen  Gleichgewichts  gründet,  wenn  man 
noch  weiss,  dass  der  Znsammenhang  zwischen  der  Potentialfunction  F  und 
der  an  irgend  einer  Stelle  des  s^^^  Leiters  vorhandenen  elektrischen  Dicht- 
heit Qt  einfach  ausgedrückt  wird  durch 

-__L  ^Jl 

dV 
wenn  ^—  bedeutet  die  Differentiation  von  V  nach  der  nach  aussen  errich- 
cn 

teten  Flächennormale  in  dem  Punkte,  dem  die  elektrische  Dichtheit  ^^  zu- 
kommt. 

Man  weiss  ferner,  dass  es  nur  eine  einzige  Function  Fgiebt,  die  allen 
Bedingungen  des  Problems  in  der  letzteren  Form  genügt,  also  auch  nach 
der  vorigen  Gleichung  nur  einen  einzigen  Werth  für  Qs  oder  nur  ein  einzi- 
ges elektrostatisches  Gleichgewicht,  das  den  Bedingungen  des  Problems  in 
der  ersteren  Form  genügt. 

Man  weiss  auch,  dass  kein  Oberflächenelement  irgend  eines  Leiters 
frei  von  Elektricität  bleibt  und  dass  infolge  dessen  die  Potentialfunction  V 
für  alle  Punkte  auf  und  innerhalb  eines  Leiters  einen  und  denselben  Werth 
hat,  wenn  sie  diesen  Werth  nur  für  alle  Pnnkte  eines  beliebig  kleinen,  aber 
nicht  unendlich  kleinen  Raumes  im  Innern  des  Leiters  besitzt. 


*  Wir  trennen  mit  Clausins  Potentialfunction  und  Potential,  indem  wir  nnter 
letztcrem  die  negative  Arbeit  verstehen ,  die  geleistet  wird,  wenn  der  Punkt,  auf 
den  sich  die  PotontiHlfonction  bezieht,  aus  nnendlicber  Entfernung  in  seine  wirk- 
liche Lage  rückt.  ^-^  ^         • 
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Wir  benutzen  diese  letzteren  beiden  Thatsachen  zur  Lösung  des  in  der 
ersten  Form  vorgelegten  Problems. 

Wir  nehmen  an,  dass  keine  der  gegebenen  Leiteroberflächen  scharfe 
Spitzen  oder  Kanten  besitzt;  sollte  dies  aber  in  der  That  der  Fall  sein,  so 
ersetzen  wir  zunächst  ein  solches  Flächenstück  der  Leiteroberfläche  mit  un- 
endlich kleinem  Krümmungsradius  durch  ein  anderes  mit  endlicher  Krüm- 
mung und  sehen  erst  am  Ende  der  Rechnung  zu,  wie  sich  die  gefundene 
Vertheilnng  der  Elektricität  ändert,- wenn  wir  von  einer  endlichen  Krüm- 
mung zu  der  verlangten  unendlich  grossen  übergehen. 

Wir  nehmen  ferner  an,  dass  sich  in  jedem  einzelnen  Leiter  ein  Punkt 
als  Pol  eines  räumlichen  Polarcoordinatensystems  finden  lasse,  derart, 
dass  irgend  ein  Badius  vector  die  Oberfläche  desjenigen  Leiters,  in  wel- 
chem der  Pol  des  dem  Radius  vector  zugehörigen  Coordinatensystems  liegt, 
in  nicht  mehr,  als  einem  Punkte  treffe  und  dass  dieser  Pol  allenthalben  um 
ein  nicht  verschwindendes  Stück  von  der  Leiteroberfläche  entfernt  sei. 
Sollte  dieses  nicht  möglich  sein,  so  zerlegen  wir  den  betreffenden  Leiter, 
ftir  welchen  die  eben  gemachte  Annahme  nicht  zutrifft,  durch  zweckmässige 
Schnittflächen  in  mehrere  Leiter  und  behandeln  jeden  der  dadurch  entstan- 
denen Partialleiter  als  Leiter  für  sich,  indem  wir  bedenken,  dass  in  allen 
Partialleitern,  die  aus  demselben  ursprünglichen  Leiter  entstanden  sind,  die 
Potentialfunction  der  nach  den  Anforderungen  des  Gleichgewichts  vertheil- 
ten  Elektricität  einen  und  denselben  Werth  aufweisen  muss. 

Die  Anzahl  der  Leiter,  welche  den  beiden  eben  gemachten  Annahmen 
genügen,  sei  g,  dann  können  wir  die  Dichtheit  oder  Menge  der  Elektricität, 
die  sich  an  irgend  einer  Stelle  der  Oberfläche  irgend  eines ,  etwa  des  «^'" 
Leiters  befindet,  darstellen  durch 

0         — n 

Hierin  bedeutet  gip,  die  Länge,  «0«  die  Breite  des  Oberflächenelements 
mit  der  elektrischen  Dichtheit  ^,,  bezogen  auf  das  im  s^^^  Leiter  angenom- 
mene Polarcoordinatensystem ,  und  die  durch  die  Gleichung  1)  dargestellte 
Entwickelung  von  q,  ist  die  nach  Kugelfun ctionen ,  so  dass  also  die  Coeffi- 
cienten  H^  allein  die  unbekannten  und  durch  die  nachfolgende  Rechnung 
zn  bestimmenden  Grössen  sind.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  für  uns 
anf  der  rechten  Seite  der  Entwickelung  i)  nur  die  reellen  Theile  beizube- 
halten sind. 

In  Bezug  auf  die  an  d  und  <p  angehängten  doppelten  Indices  möge 
Folgendes  festgehalten  werden:  Der  rechts  angehängte  Index  beziehe  sich 
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auf  die  Nummer  des  Leiters ,  der  links  angehängte  auf  die  Nummer  des  an- 
gewandten Coordinatensjstems ,  die  dieselbe  ist,  wie  die  Nummer  des  Lei- 
ters, in  welchem  der  Pol  des  Coordinatensjstems  liegt. 

Bezogen  auf  das  p^^  Coordinatensystem,  lautet  daher  die  Gleichung  l) : 

ü         — n 

Die  gewählten  bestimmten  Coordinatensysteme  in  jedem  einzelnen  Lei- 
ter geben  durch  ihre  bekannte  gegenseitige  Lage  das  Mittel  an  die  Hand, 
die  Coordinaten  mit  verschiedenen  linken  Indices  in  einander  umzurechnen 
und  durch  einander  darzustellen. 

Sind  pTg^  pBt  und  ptp,  die  Coordinaten  eines  Oberflächenpunktes  dea 
s^^^  Leiters  in  Bezug  auf  das  p^^  Goordinatensystem ,  so  besitzt  eine  Kugel- 
fläche mit  dem  Radius  ^r^  in  jenem  Punkte  das  Oberflächenelement 
ds  =  pr*,  sin p0,  dpö,  rfp9» • 

Ist  dw  das  in  jenem  Punkte  auf  dem  daselbst  gelegenen  Oberflächen- 
element db  des  £^^°  Leiters  errichtete  Normalenelement,  das  mit  dpT«  einen 
spitzen  Winkel  bildet,  so  ist 

dw 
folglich 

2)  d6  =  ^- '  sinpds  dpB,  dpq>.. 

Irgend  ein  Punkt  im  Innern  des  p*®"  Leiters  sei  vom  Pol  des  p**"  Co- 
ordinaten Systems  um  Ap  entfernt  und  sein  Fabrstrahl  bilde  mit  dem  des 
Oberflächenelements  db  den  Winkel  p^«,  dann  ist  die  Entfernung  dieses 
Punktes  vom  Oberflächcnelement  db 


3)  r  =  j/pr'^  +  a«p  —  2  ^r,  a^  cos  py, . 

Die  Potentialfunction  der  auf  dem  «*«°  Leiter  haftenden  Elektricität  auf 
den  im  p^®**  Leiter  angenommenen  Punkt  ist  somit 

pf^.      Px{coSpe,)^^p'P'  dptp, 
^fTs  j/pT^,  -f  a«p  —  2pr,  flp  cospy^t  * 

wenn  die  Integrationsgrenzen  p'&'x,  p'^"«,  p9>'»%  p9>'\  so  gewählt  sind,  dass 
sich  die  Integration  erstreckt  über  die  ganze  Oberfläche  des  s^^°  Leiters; 
im  Falle  p  =  ^  ist  also 
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'  '  t\  "  ''  o 

•«^'»  =  p^'p  =  0 ,     «^"«  =  p^"p  =  «. 

Ist  ferner  ü  die  bekannte  Potentialfanction  der  auf  den  Nichtleitern 
Haftenden  Elektricität  anf  den  im  y^*^  Leiter  angenommenen  Pnnkt,  so  soll 
nun  im  Falle  des  elektrischen  Gleichgewichts  die  Oesammtpotentialfunction 
aller  vorhandenen  Elektricitftt  auf  den  im  p^^*^  Leiter  angenommenen  Pnnkt 
einen  constanten  Werth  cTp  haben ,  wo  auch  innerhalb  eines  endlich  grossen 
Raumes  im  p^""  Leiter  dieser  Punkt  liege.  Sind  daher  a^,  Op  und  tjfp  die 
Coordiuaten  jenes  Punktes,  und  ist  Op  so  klein,  dass  die  mit  dem  Hadius  Op 
um  den  Pol  des  fß^^*^  Coordinatensystems  beschriebene  Kugel  nirgends  aus- 
serhalb des  p^^^  Leiters  liegt,  so  soll  sein: 


I) 


p4K. 
pq>''s 


^  Vpr\  +  a^p  -  2pr,  flp  cos  py, 

drv 


dptp»  =  ffp. 


p9'» 

In  dieser  Gleichung  ist  offenbar  U  sowohl,  wie  auch  die  mehrfache 
Summe  der  linken  Seite  eine  Function  von  Op,  d'p  und  iffp. 

Entwickeln  wir  nnn  beide  Seiten  der  Gleichung  I)  nach  Kugelfunctio- 
nen  in  Bezug  auf  d'p  und  '^p,  so  folgt,  weil  eine  solche  Entwickelung  wie 
in  unserem  Falle  immer  und  DUr  anf  eine  einzige  Weise  ausführbar  ist,  dass 
die  Entwickelungscoefficienten  selbst  einander  gleich  sein  müssen. 

Setzen  wir  nun  für  diese  Entwickelung  von  U: 

U  — tt 

und  beachten,  dass,  weil  Up  constant  ist,  bei  der  Entwickelung  der  rechten 
Seite  allein  erscheint 

-—    I  sin&pd^p  1  apd'^p^-^   1  sin&pdd'p^ap, 

0  0  0 

während  sämmtliche  übrige  Coefficienten  der  Entwickelung  verschwinden, 
so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  der  Entwickelungscoefficienten  das  Sy- 
stem unendlich  vieler  linearer  Gleichungen  mit  den  Unbekannten  "k, 
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n  2n 


'K^p+^'  ^"2^  "''•  ^'^  r"  ^'"'^'^^ ''"  ^"^  d^J  c^-^p  d^. 


00 


P* 


^'. 


la)  X    /    smpd^dpd,     / -^      ^  '^  ^   '         -  ^fT» 

^—  l/p''^  +  «V  -  ^P'''  ^P  ^^^pYs 

P^%  p(p\ 

iup,  wenn  w  =  0 
0,         „     M>0 

Ist  dieses  System  Gleichungen  erfüllt^  so  ist  es  auch  die  Bedingung  I) 
für  das  elektrische  Gleichgewicht  insoweit,  als  der  Punkt  ^p,  dp,  ^p 
irgendwo  auf  der  mit  dem  Radius  ap  um  den  Pol  des  p'®"  Coordinaten- 
systems  beschri_ebenen  Kugelfläche  liegen  kann. 

Entwickeln  wir  endlich  noch  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Function  von  d^p  und  i/;p  nach  Kugelfunctionen,  so  ist 
1 


Ypr^s  +  a\  —  2pr,  üp  cos  py^ 

weil  in  unserem  Falle  immer  ap<,pr^^  gleichgiltig,  welchen  Werth  p  und  s 
haben;  nun  ist  auch 

77(n)  =  1.2.3  ..w, 
n  eine  ganze  Zahl. 

Für  die  in  la)  nach  ^p  und  tl>p  auszuführenden  Integrationen  entsteht 
demnach 

«  2n 

/>.  {^OS^p)sin%-pd^pJ  ^rn-^^,2,/^^^^^ 

0  0 

XP;i{cos^p)^i^"i')'^p  di\>p. 

Nun  ist  aber 

2ä 

Das  vorstehende  Integral  vereinfacht  sich  also  zu 
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und  es  kann  v  nur  Wertlie  annehmen,   die  zwischen  —m  und  -)-m  liegen, 
beide  ganzen  Zahlen  mit  eingeschlossen. 


Es  ist  aber  auch  weiter 


/  r'i (cos Op)  P^  {cos  ep)  sin  ^p  d&p 


2t/  +  l       (1.3...2W-1)« 


I 


0, 


,  wenn  t/=m, 


w^  m. 


Dadurch  vereinfacht  sich  aber  die  vorige  Summe  zu 
und  das  Gleichungensjstem  la)  geht  über  in  das  bei  weitem  einfachere: 

p^  's 


9,V 

OD 


'V'.a'^^,  ^n^^l''kla«Jsin,B.d,e, 


Ib) 


«-I  dprs 


ptps 

iapy  wenn  w  =  0 
0,  „      «>0 


Die  Entwickelnng^4)  für  ü  enthält,  wie  auch  geschrieben  worden  ist, 
in  der  That  den  Factor  a^,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  wenn 
man  die  Potentialfunction  ü  auf  den  Punkt  a^,  ^p,  i/;^  bezieht  auf  das  im 
p^^^  Leiter  gelegene  Coordinatensystem ;  es  ist  demnach  die  ganze  linke 
Seite  der  r,«*®"  Gleichung  des  Systems  Ib)  mit  dem  Factor  fl*  behaftet;  aber 
wegen  der  Form  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  dieses  Systems  kann 
man  diesen  Factor  einfach  durch  Division  entfernen.  Wir  erhalten  also  aus 
dem  System  Ib)  das  noch. einfachere: 
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OD 


'ü;+ 


Sap,  wenn  u  =  0 
0,         „.    «>0 

Da  in  diesem  System  von  Bedingungsgleichungen  der  Radius  der  Ku- 
gel üp  nicht  mehr  vorkommt,  so  folgt,  dass,  wenn  die  Unbekannten  "/r«  die- 
sem System  entsprechend  bestimmt  sind,  dann  auch  die  Bedingung  des 
elektrischen  Gleichgewichts  erfallt  ist,  gleichgiltig,  wo  der  Punkt  a,,  d'p^'^p 
in  einer  um  den  Pol  des  p*^°  Coordinatensjstems  beschriebenen  und  gans 
innerhalb  des  /f**^  Leiters  gelegenen  Kugel  befindlich  ist.  Die  Bedingung 
des  elektrischen  Gleichgewichts  ist  also  dann  erfüllt  für  den  ganzen  Raum 
der  genannten  Kugel ,  folglich  nach  dem  oben  genannten  Satze  auch  für 
den  ganzen  vom  />*°°  Leiter  umschlossenen  Raum. 

Das  System  Gleichungen  II)  repräsentirt  also  alle  Bedingungen  für  das 
elektrische  Gleichgewicht ,  wir  können  also  auch  in  der  Folge  die  Auflösung 
dieses  Systems  als  einzig  noch  zu  lösende  Aufgabe  betrachten. 

Es  bedarf  nur  einer  kurzen  Erwähnung,  dass  das  System  Bedingungps- 
gleichungen  II)  q  solcher  Systeme  repräsentirt,  indem  p  alle  Werthe  von  1 
bis  p  anzunehmen  hat,  und  dass  die  in  dem  System  II)  vorkommenden 
imaginären  Werthe  nur  formelle  Geltung  haben,  in  Wirklichkeit  aber  ganz 
vernachlässigt  werden  können. 

Was  das  System  tt)  noch  sehr  wenig  handlich  für  eine  auszuführende 
Rechnung  macht,  das  sind  die  im  Allgemeinen  von  einander  abhängigen 
Integrationsgrenzen  p^'«,  pO'«9  pq>'s  und  p<p''t\  wir  suchen  daher  zunächst 
diese  Integrationsgrenzen  in  constante  (von  einander  unabhängige)  zu  ver- 
wandeln auf  einem  Wege,  der  auch  sonst  die  Auflösung  des  Systems  II) 
bei  weitem  einfacher  macht,  als  dies  die  obige  Form  zulässt. 

Es  sei  allgemein 
5)  %^  =  Vj  +  ",xj  +  «txj  +  . . . 

und  "qxJ  möge  Das  bedeuten,  was  aus  H^  wird,  wenn  alle  Elektricität,  die 
sich  auf  den  Nichtleitern  und  auf  den  Leitern  mit  Ausnahme  des  s^^'^  befin- 
det, plötzlich  in  unendliche  Entfernung  fortrückte,  ohne  dass  sich  derWerth 
von  or«  änderte ,  oder ,  mit  anderen  Worten ,  es  soll 
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^«^iV^iTC^o^A)«'* 


»fp§ 


0         — n 

die  Function  darstellen,  nach  welcher  Elektricität  auf  dem  s^^^  Leiter  so 
vertheilt  ist,  dass  sie  in  dessen  innerem  Räume  allenthalben  die  constante 
Potentialfnnction  a^  bewirkt. 

Benutzen  wir  das  System  II)  zur  Berechnung  von  "^«p »  so  sind  linker 
Hand  alle  die  Glieder  zu  vernachlässigen,  welche  sich  auf  andere  elek- 
trische Massen  als  die  auf  dem  p^®°  Leiter  haftenden  beziehen;  es  ist  also 


ß- 


OD    I       « 


^iv;y« 


sin  pdp  dpdp 


in 


III) 


/Fl  (cospdp)  P,"  {cos  pB,)  c''^+»)  p1>p 
«-1  SpTp 


dpipp 


0 


H 


'P» 


a»,  wenn  u-- 
1» 


|0,         „     w>0 

Indem  wir  dem  p  alle  ganzzahligen  Werthe  von  1  bis  q  beilegen ,  stel- 
len wir  für  jeden  Leiter  ein  solches  System  Gleichungen  auf,  wie  III)  für 
den  />*•"  Leiter.  Wir  denken  uns  nun  aus  diesen  q  Systemen  die  \%^  be- 
rechnet für  jedes  p,  X  und  n  und  bilden  alsdann  das  neue  System  Gleich- 
ungen : 


00  I     0        -n  e/ 


IV) 


prp 


—  1  ^  p'p 

dm 
1  1*4-1     0       -«  k/ 


p9  • 
Pl  {coSpO.)  P^  {cos  pQ.)  g«(^+«^)  P^i. 


dp(p. 


pV» 
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Ein  solches  System  Gleichungen,  wie  das  IV),  in  welchem  die  rechten 
Seiten  vollständig  bekannt  sind ,  stellen  wir  für  jeden  Leiter  auf  und  be- 
rechnen daraus  \k^  für  jedes  jp,  l  und  n.  Wir  stellen  nun  das  neue  Sy- 
stem auf: 

ff 

1^ 


OD 


V) 


u      — «  «/ 

ü 

/>;  {cos  p0p)  Pi  {cosf,ep)  «•■(*+•)  pv, 

p9"» 

= _  '^'.^n  ^i  ",äJ  /sin  A  d,e. 


pfp  § 


r.       -^ 


^''  ÖW 


v9  9 
und  berechnen  aus  ihm  die  "f%^  für  jedes  />,  A  und  n.  Das  nächste  Gleich- 
ungensystem ,  welches  die  Werthe  von  ",xj  für  jedes  p ,  k  und  n  liefern 
würde,  geht  aus  dem  V)  einfach  dadurch  hervor,  dass  man  linker  Hand 
statt  "jXp  ",xj  setzt  und  rechter  Hand  ",kJ  statt  "jxj.  Fährt  man  in  dieser 
Weise  fort,  so  erhält  man  den  Werth  von  "r^J  für  jedes  /?,  A,  n  und  r. 

Bringt  man  in  den  Systemen  von  Gleichungen  IV) ,  V)  u,  s.  w.  die 
rechten  Seiten  auf  die  linken  und  addirt  die  sämmtlichen  Gleichungen  mit 
demselben  t;,  u  zu  der  entsprechenden  des  Systems  III),  so  findet  man  bei 
Beachtung  der  Gleichung  5),  dass  das  System  II)  erscheint,  also,  da  man 
die  X  gefuuden  hat  und  daraus  nach  5)  die  k  berechnen  kann,  das  ganze 
vorgelegte  Problem  gelöst  ist. 

Durch  die  letztere  Betrachtung  ist  daher  die  Lösung  des  ganzen  vor- 
gelegten Problems  auf  die  Berechnung  der  x  reducirt  worden.  Bevor  wir 
aber  weiter  zur  Berechnung  der  x  übergehen ,  müssen  wir  erst  untersuchen, 
ob  auch  die  Gleichung  5)  gerechtfertigt  ist  und  was  sie  bedeutet. 

Nach  dem  angegebenen  einzuschlagenden  Gange  der  Kechnung  finden 
wir  unendlich  viele  Werthe  für  die  "x^  mit  demselben  o,  X  und  n:  soll  also 
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die  Substitution  5)  brauchbar  sein ,  so  rauss  die  rechter  Hand  stehende  un- 
endliche Reihe  der  x  convergiren. 

Nach  der  oben  gegebenen  Bedeutung  von  \k^  für  ein  beliebiges  Sy  K 
und  n  müssen  diese  Coefficienten  immer  endlich  sein.  Bringt  man  in  dem 
Systeme  IV)  die  rechten  Seiten  mit  auf  die  linke,  so  erkennt  man  leicht, 
dass  es  diejenigen  "|X^  (mit  beliebigem  p ,  X  und  n)  kennen  lehrt,  die  ein- 
gesetzt in  die  £ntwickelung 

Ü  — » 

diejenige  Vertheilung  von  Elektricität  geben,  welche  zugleich  mit  der  be- 
reits berechneten,  auf  den  übrigen  Leitern  haftenden  und  mit  der  auf  den 
Nichtleitern  vorhandenen  für  alle  Punkte  des  /?*®°  Leiters  eine  Potential- 
functiou  gleich  Null  erzeugt.  Es  ist  also  mit  kurzen  Worten  die  Influenz- 
elektricität,  die  auf  dem  jo*^"  Leiter  erzeugt  werden  würde,  wenn  dieser  ab- 
geleitet wäre  und  die  übrigen  Leiter,  ohne  ihren  bereits  berechneten  elek- 
trischen Zustand  zu  ändern ,  in  Nichtleiter  übergingen« 

Aehnliches  drückt  das  Gleichungensyslem  V)  aus,  wenn  man  die  aus 
ihm  zu  findenden  Werthe  von  *,x^  (für  jedes  p,  l  und  n)  statt  "jxj  in  die 
vorige  Entwickelung  einsetzt,  die  Influenzelektricität,  die  auf  dem  abgelei- 
teten p^®°  Leiter  von  der  nach  der  vorigen  Entwickelung  über  die  Leiter 
verbreiteten  Elektricität  erzeugt  wird  u.  s.  w. 

Nun  weiss  man ,  dass  die  Influenzelektricität  eines  elektrischen  Mas- 
senpunktes ausserhalb  eines  Leiters  auf  einen  (zur  Erde)  abgeleiteten  Leiter 
ihrem  Vorzeichen  nach  entgegengesetzt,  ihrer  absoluten  Menge  nach  kleiner 
ist  als  die  influenzirende  Masse,  und  zwar  um  so  kleiner,  je  weiter  der  in- 
fluenzirende  elektrische  Massenpunkt  vom  Leiter  entfernt  ist,  während  sie 
der  infiuenzirenden  Mpsse  gleich  wird,  wenn  der  influenzirende  Punkt  selbst 
auf  der  Oberfläche  des  Leiters  liegt  oder  innerhalb  einer  Höhlung  des  Lei- 
ters, in  welchem  letzteren  Falle  zugleich  alle  auf  dem  abgeleiteten  Leiter 
erregte  Influenzelektricität  sich  nur  auf  der  Innern ,  die  Höhlung  begren- 
zenden Oberfläche  befindet  und  diese  in  allen  ihren  Theilen  überdeckt. 

Ans  der  Stetigkeit,  mit  welcher  die  ebengenannten  Influenzelektricitä- 
ten  die  Leiteroberflächen  überdecken,  folgt,  dass  bei  ihrer  Entwickelung 
nach  Kugelfunctionen  die  Entwickelungscoefficienten  durchaus  endliche 
Werthe  erlangen  müssen.  Denken  wir  uns  nun  in  dem  Falle,  wenn  die 
Leiter  durchgängig  durch  nicht  unendlich  kloine  Zwischenräume  von  ein- 
ander getrennt  sind  und  ausserhalb  einander  liegen,  allemal  die  infiuenzi- 
renden Massen  desselben  Vorzeichens  in  dem  dem  influenzirten  Leiter 
nächsten  Punkte  der  Oberfläche  des  influenzirenden  Leiters  vereinigt,  so 
wurden  die  Entwickelungscoefficienten  der  successiven  Influenzelektricitä- 
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ten  nach  Art  einer  geometrischen  Reihe  abnehmen;  in  Wirklichkeit  mnss 
also  die  Reihe 

V.^  +  »1«,^  +  \^i  +  vj  +  . . . 

noch  stärker  convergiren  als  eine  geometrische  Reihe.  Liegt  aber  ein  Lei- 
ter, etwa  der  r*^,  isolirt  innerhalb  eines  andern,  etwa  innerhalb  des  s^^^j  so 
ist  wenigstens  für  den  r^^^  Leiter  der  s^^  ausserhalb  gelegen ,  folglich  moss 
die  Reihe 

convergiren,  und  zwar  noch  stärker  als  eine  geometrische  Reihe,  und  in- 
folge dessen ,  weil  nämlich  die  influenzirenden  £lektricitäten  mehr  als  eine 
geometrische  Reihe  convergiren,  mnss  nun  auch  die  auf  den  umschliessen- 
den  5*®"  Leiter  hervorgerufene  Inflnenzelektricität  in  derselben  Weise  con- 
vergiren. 

Es  bleibt  nun  nur  noch  der  Fall  zu  betrachten  übrig,  wo  Leiter  einan- 
der in  Flächen  ,  Linien  oder  Punkten  berühren.  Findet  die  Berührung  aber 
in  einem  ausgedehnten  Flächenstück  statt,  so  befindet  sich  auf  diesem  gar 
keine  Elektricität,  weil  es  mit  zum  innern  Leiterraum  gerechnet  werden 
kann.  Dasselbe  gilt  auch  für  die  Berührung  längs  einer  Linie  oder  iu 
einem  Punkte;  zugleich  niuss  aber  auch  der  Werth  der  Gesammtpotential- 
function  aller  vorhandenen  Elektricität  für  alle  Punkte  innerhalb  oder  auf 
den  sich  berührenden  Leitern  denselben  Werth  haben.  Man  kann  hiernach, 
im  Falle  sich  Leiter  berühren,  in  den  Gleichungen  III),  IV),  V)  u.  s.  f.  die 
Berührungsstücke  ganz  ausser  Acht  lassen  und  erhält  das  Resultat,  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  5)  convergirt  immer  und  zwar  noch  stärker  als 
eine  geometrische  Reihe.  * 

Wir  gehen  nun  über  zu  der  einzig  noch  vorliegenden  Arbeit,  nämlich 
zur  Berechnung  der  x. 

Die  Berechnung  der  x  hat  zu  erfolgen  aus  den  Systemen  unendlich  vie- 
ler linearer  Gleichungen  III),  IV),  V)  u.  s.  w.;.aber  alle  diese  Systeme, 
deren  unendlich  viele  aufzulösen  sind,  haben  die  wichtige  Eigenschaft,  dass 
die  Coefficienten  der  Unbekannten  dieselben  sind  in  allen  aufzulösenden 
Systemen ,  in  welchen  p  denselben  Werth  besitzt.  In  Wirklichkeit  ist  also 
die  inverse  Coefficientenfnnction  nur  von  so  vielen  Systemen  von  Gleich- 
ungen zu  bestimmen,  als  Leiteroberflächen  vorhanden  sind.  Auch  die  rech- 
ten Seiten  jener  Systeme  von  Gleichungen  III),  IV),  V)  u.  s.  w.  erfordern. 


*  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  Rechnnng  so  sehr  vereinfacht  wird  darch  die 
Zerlegung  des  Systems  II)  in  die  Systeme  III),  IV),  V)  n.  s.  w. ,  indem  diese  Bech- 
nung  mit  den  successiven  Influenzen  ganz  dem  natürlichen  Laufe  beim  Eintritt  de« 
elektrischen  Gleichgewichts  zu  folgen  scheint,  wie  wenigstens  die  schwinguugsartig 
erfolgenden  Entladungen  einander  hinreichend  genäherter  elektrischer  Leiter  anxu- 
deuten  scheinen. 
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da  wir  allgemein  Up  und  W^  als  bekannt  voraussetzen,  für  je  eine  Leiter- 
oberfläche nur  eine  einmalige  Berechnung. 

Im  Ganzen  reducirt  sich  daher  die  jetzt  noch  zu  lösende  Aufgabe  auf 
die  Auflösung  von  g  Systemen  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen  von 
der  Form 


VI) 
wenn 


2« 


Pl  {cosS)  P;  {cosS)  e^(^+^^9 
/iCw^p)^  /    sind  dB   I    ^ dq>, 

dtv 
0  0 

9na  =  ein  bekannter  Coefficient  einer  Entwickelung  nach  Kugel- 
fnnctionen. 

Die  unnöthigen  Indexe  sind  bei  diesen  Definitionsgleichungen  weg- 
gelassen worden  und  der  Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  p  mit  X 
und  n  und  m  mit  v  und  u  wird  genauer  dadurch  bestimmt,  dass  man  in  der 
Reihenfolge  der  Unbekannten  V,  **^  'x-^,  V,  »A*,  »x-S  «x+^  *x-2;  «x+2... 
unter  "x^  die  p**  und  in  der  ähnlich  nach  p,  u  angeordneten  Reihenfolge 
der  Gleichungen  unter  der  r,  u^^  Gleichung  die  m^^  versteht. 

Nun  habe  ich  früher  in  dieser  Zeitschrift  in  meinen  beiden  Artikeln 
,,Ueber  die  Auflösung  eines  Systems  von  unendlich  vielen  linearen 
Gleichungen^^  einen  Weg  zur  Lösung  des  obigen  Systems  von  Gleichungen 
^^ng^gcben,  derart,  dass  man  den  Werth  irgend  einer  der  Unbekann- 
ten Xp  mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  kann.  Es  erscheint  in  jenen 
Abhandlungen  der  Werth  der  Uifbekannten  Xp  nach  einem  bestimmten  Ge- 
setze gebildet  und  er  kann  in  allgemeinen  algebraischen  Zeichen  dargestellt 
werden,  so  dass  wir  hiermit  das  anfänglich  ausgesprochene  Problem  als 
gelöst  betrachten  können. 

Eine  Lösung  des  Problems  in  der  zweiten  P'orm  würde  zwar  wissen- 
scbaftlich  von  bei  Weitem  höherem  Werthe  sein ,  als  die  vorliegende  Lö- 
sung des  ersten  Problems;  allein  die  anerkannte  Schwierigkeit  jener  Lösung 
dürfte  auf  Formeln  fuhren,  die  in  den  praktischen  Anwendungen  auf  die 
Physik  doch  der  vorgelegten  Lösung  den  Vorrang  zugestehen  würden. 

Einige  neue  Sätze  zur  Lösung  des  Problems  in  der  zweiten  Form  und 
Beispiele  für  die  vorgelegte  Lösung  des  Problems  in  der  ersten  Form  ge- 
denke ich  nächstens  mitzutheilen. 
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Es  mögen  hier  noch  einige  Betrachtnngen  Platz  finden ,  die  zur  Ver- 
einfachung oder  Erlänternng  des  Systems  VI)  dienen  können. 
Es  war 

S  29 


PI  {cos  6)  P^  (co8%)  e'<*+'')  9> 


fo{fn,p)=  I   sinddd   I   —^ ^9>; 


dw 

0  0 

ist  nnn  bei  einer  Entwickelung  nach  Kugelfunctionen 

dfv 
so  erhält  man,  wenn  man  diesen  Werth  in  das  vorige  Doppelintegral  für 
/o(^>P)  snbstitairt    und   ähnlich  verfährt,   wie   oben  zur  Herleitnng   der 
Gleichung  Ib)  aus  der  Gleichung  la)  geschah, 

wodurch  die  Coefficienten  ^  (m ,  p)  als  gewisse  Coefiicienten  einer  Ent- 
wickelnng  nach  Kugelfunctionen  definirt  sind. 
Setzt  man  ferner 

2» 

^^r-  =  ^(^"»^)> 

r^-i  — 
dw 

0 

so  wird 

n  .  ♦ 

fo(P^^P)  —  f'^  («',  M,  ^)  Pi  (cos  B)  P^  {cos  0)  sin  d  d%. 
0 
Setzt  man  diese  Coefficientenfunction  ein  in  das  System  VI)  und  be- 
achtet, dass 

T>«/  \        -^..^l  w  —  jw.w  —  m  —  1        -,^o 

P^  (cos  x)  e=  i^ stn^x  \  cos"""^  X co5""~*"~'^a:... 

'  (  .  2.2w  — 1 

A -1 cos"— "■-*  ar  +  . . .} 

2  .4.2«— 1  .2«  — 3  I 

=^P'L^{cosx), 

so  kann  man  linker  Hand  alle  die  Glieder  vereinigen,  die  unter  dem  In 

tßgralzeichcn  dieselben  Functionen  enthalten. 

So  sind  z.  B.  in  den  Factor 

1^  (f>,  w,  0)  r«  {cos  ö)  P  sin^B  siti  0  f/0 
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mnltiplicirt  alle  die  Wertbe 


*         2.3  ""  +2.4.7.5    ""         2.4.6.11.9.7  *   ± "" ' 


Allgemeiner  ist  in  den  Factor 


0 
multipHcirt 


I  ^{VyU^m)  P^  (cosO)  I™  sin^ 0  sin d  dd 


2.2m+3  ^  2.4.2m  +  7.2m  +  5 

in 

n 

Jif  (p,  u ,  m)  Pj  {cosd)  i^  si;i«6  cos6  smö  dB 

0 
«XI  »  3-2       „  .  ^  «   .  5.4.3.2 

2.2m  +  5  ^2.4.2w  +  9.2m  +  7  ^••'  ' 

in 

ff 

/ 1/;  (p,  M ,  m)  P^  {cos  0)  t"  51«"» 0  cos^d  sin 6  dd 
0 

»•+2--m i:? fip+4,,m    I 6.5.4.3  „^n  m I  —«flin. 

2.2m  +  7  ^2.4.2iw  +  11.2m+9  ^•"  ' 

alsdann  folgt 

m+Z»m _        ^j"* m+5-,m  J ^•"•^*'* m+T^m  X         —  •/»"• 

2.2WI  +  9  ^2.4.2m+l3.2m+ll  *     ^ 

Führt  man  die  eben  definirten  a  als  neue  Unbekannte  in  das  System 
VI)  ein,  so  vereinfacht  sich  die  Coefficientenfanction  wesentlich,  indem 
jetzt  für  diese  auftritt 

/i/;  (v,  M ,  A)  P^  {cos  0)  I*  Äin*  0  coä"  0  jt«  0  d0. 
0 

Die  Berechnung  der  x  aus  den  a  verlängt  zwar  wiederum  die  Auf- 
lösung eines  Systems  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen ;  allein  jene 
Systeme  besitzen  bereits  die  Form 


:\$' 


P  fm{p)  ^p  =  {<Pm) 


/'m(p)=0,  SO  lange  p<m, 


nnd  ihre  Auf  lüsnng  kann  daher  ohne  grosse  Mühe  nach  früher  angegebenen 
Formeln  geschehen* 

Ist  die  Leiteroberfläche,  auf  welche  sich  das  System  VI)  bezieht,  eine 
Rotationsfläche ,  dessen  geometrische  Axe  wir  zur  Polaraxe  wählen  kön- 

DigitizlOl^VjUU^lC 


140  EiDö  Lösung  des  allgemeinen  elektroßtalischen  Problems. 

dr 
nen.  so  ist  rund  ^r-  von  w  unabhängig  und  die  Function 

'  dw 

.        ,v       1   0,  wenn  A+P^O 

^^•''"'*>=J2«,    „    A  +  .äo- 
Die  linken  Seiten  des  Systems  sind  daher  einfach,  da  P^„  =  P^,: 


o\^  I  P*  {cos  %)  P;  {cos  B)  sinddd 


OD 


dw 


0 

Wären  nun  die  rechten  Seiten  so^  wie  sie  das  System  III)  enthält,  so 
könnte  man  diesem  Gleichungensystem  genügen,  indem  man  sämmtliche 
^tf,—^  deren  v  von  Null  verschieden  ist,  der  Null  gleichsetzte,  und  weil  es 
für  die  Unbekannten  x  nur  je  einen  einzigen  Werth  geben  kann ,  welcher 
dem  Systeme  von  Gleichungen  genügt,  so  müssen  auch  die  genannten  x  die 
genannten  Werthe  erhalten. 

Besitzen  nun  auch  noch  alle  übrigen  etwa  vorkommenden  Leiter  Rota- 
tionsoberflächen mit  derselben  geometrischen  Rotationsaxe,  so  ergeben  sich 
aus  den  Systemen  III),  IV),  V)  u.  s.  w.  nur  solche  «x^,  für  welche  1  =  0 
ist,  während  alle  anderen  dieser  Unbekannten  selbst  der  Null  gleich  sind, 
vorausgesetzt  freilich  noch,  dass  auch  die  auf  den  Nichtleitern  haftenden 
Elektricitäten  symmetriscli  zur  gemeinschaftlichen  Rotationsaxe  vertheilt 
sind.  Unter  diesen  Annahmen  nimmt  irgend  eines  der  früheren  allgemeine- 
ren Systeme  die  Form  an : 


/q"  {cospdp)  /y  (cos pdp)  siripdp  dpdp 
^idpTp 
w 


"""      d, 


p^  $ 


'■^»^       «        /  Pq'  {cospd.)  Pq"  {coSpB.)  sinpB,  d,e. 

Die  Auflösung  der  Gleichungensysteme,   deren  linke  Seiten  nur  die 
vorhin   angegebene  Form  haben,   kann   sofort   geschehen,  wenn  ^rp  und 

-—-^  unabhängig  von  pdp  sind,  d.  h.  wenn  sämmtliche  Leiteroberfläcben 

Kügelflächen  sind.  In  diesem  Falle  lautet  nämlich  die  Coefficientenfanction, 

wenn  pVp  =  Bp  und  ^-^  =  1  gesetzt  wird: 
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2  TcJP^  {cos  0)  P^  {cos  0)  sin  Bdd 


i2        n{u+v)  i7(w— t^) 
(— 1)«^ — — ^  ^  V_l- — -,  wennti  =  n, 
^       ^   2tt  +  l      (I.3.. .211-1)» 
0,  „     u>n. 

Hiernach  bleibt  auf  den  linken  Seiten  der  einzelnen  Gleichungen  eines 
jeden  Systems  nur  je  eine  einzige  Unbekannte  stehen,  die  sich  nun  leicht 
selbst  ermitteln  Iftsst.  Die  weitere  Verfolgung  dieser  Aufgabe  führt  auf  die 
strenge  Lösung  des  Problems,  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  einer 
beliebig  angeordneten  Kugelschaar  zu  bestimmen.  Für  zwei  Kugeln  stellt 
sich  die  Lösung  leicht  conform  mit  der  Thomson^ sehen  heraus. 

Setzt  man  in  dem  Falle,  wo  die  vorigen  vereinfachten  Bedingungs- 
gleichungen (nur  Rotationsoberflächen  zu  derselben  geometrischen  Axe 
kommen  vor)  gelten: 

Z'o"  (co5p0p)  = ^^  .  P»  {coSpBp) , 

1.3...2n— l 

1.3.. .2/1-1       '^ 

-.  ,       /j.      1.3.5...2n— l/    *   rv        n.ft— 1  r. 

r"(cos(7)  = r- [cos^ü  —  —- cos^—^ü 

^        ^  «1  \  2.2«— 1 

-*e-+...), 


n.n  — l.n— 2.n— 3        _    , 


2.4.2n— 1.2n— 3 

1«    ,      ,     1'.8'    ,  i'.a'.M     ,     .  _  , 

,  2'     ,        ,      2«.  4'      ,  2*.4«.a«  ,  _    , 

^"^"iTö '•*'■*■  3X7:9 '"''•"3.5.7,9.11.13  •'"""'""•  ■"'"'" 


-  "f  ~  6l '■*''"'■  sTTXrr  *"  ~  "'"•••-'• ""' 
•            ^'     s      j        4*.  6*       ,            I          _   . 
'"""7:9 '■'''• +  7.9. 11. 13 '•*''"■'" '"'       • 

SO  nehmen  die  linken  Seiten ,  wenn  die  hier  eben  definirten  a  als  neue  Un- 
bekannte eingeführt  werden,  die  Form  an: 

cos^'B  Po"  {cosB)sinBdB 


®l  ^    «        I  cos''BP^''{cosB) 


0 

wShrend  aus  den  berechneten  ^Op  die  x  leicht  folgen  in  der  Form 
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Zar  Vereinfachung  der  rechten  Seiten  der  Bediugaugsgleichungen 
können  noch  folgende  Betrachtungen  dienen : 

Ist  die  elektrische  Dichtheit  irgend  einer  der  successive  in  Kechnung 
zu  ziehenden  Ladungen  des  s^^'^  Leiters  dargestellt  durch 

o       -n 

60  ist  die  Potentialfunction  dieser  Ladung  auf  einen  Punkt  A^^  ,^. ,  s^sy 
wo  Jg  genügend  gross  gewählf  ist , 


^"^         •  \ 

ü 

Legen  wir  weiter  um  den  Pol  des  5^*°  Leiters  als  Mittelpunkt  eine 
Kugelfläche  mit  dem  Radius  6«,  auf  der  sich  Elektricitat  vertbeilt  befindet 
gemäss  dem  Werthe  der  Function 


^»  ^1^  ijc?  pj;  {cos  .e.)  o  -f , 


so  ist  die  Potentialfunction  dieser  auf  der  Kugelfläche  befindlichen  Elektri- 
citat auf  denselben  Punkt  Ag,  «^«,  s<Psi  wenn  A,>  bgi 

Beide  Potentialfunctionen  sind  also  einander  gleich ,  gleichgiltig ,  wo 
der  Punkt  j4,,  «^«,  ,q?g  liegt,  wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

ff 


"^Gf^^n^x  fsi».e,d,e. 


2n 


yixTdy,'''^  ^""•^'^  ^^  ^''"''^'^  "''*"'"  ""•^' *'•''" 
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wenn  nur  noch  Ag  so  gross  gewählt  ist,  dass  der  Punkt^  auf  welchen  sich  beide 
obigen  Potential functionen  bezogen ,  sowohl  ausserhalb  der  kleinsten  Ku* 
gelfläche  liegt,  die  noch  dem  s^^^  Leiter  umschrieben  werden  kann,  als  auch 
ausserhalb  der  Kugel  mit  dem  Badius  6«. 

Der  Radius  6«  muss  nun  so  gross  gewählt  werden,  dass  die  rechte 
Seite  der  vorigen  Bedingungsgleichung  immer  eine  convergente  Keihe  bil- 
det. Erfüllt  aber  b,  diese  Bedingung,  so  können  wir  auch  die  Potential- 
function  der  auf  der  Oberfläche  des  s^^"^  Leiters  befindlichen  Elektricitat  er- 
setzen durch  die  Elektricitat  auf  einer  Kugelfläche  vom  Radius  6«,  deren 
Dichtheit  an  irgend  einer  Stelle  der  Kugelfläche  bestimmt  ist  durch  die 
vorige  Bedingungsgleichung.  Wir  denken  uns  dies  vollbracht  unter  der 
Bedingung,  dass  die  mit  dem  Radius  gleich  l.um  den  Pol  des  p*^°  Leiters 
beschriebene  Kugelfläche  die  kleinste  der  um  die  Oberfläche  des  s^'^  Leiters 
möglichen  Kugelflächen  nirgends  schneidet,  höchstens  berührt. 

Die  auf  den  rechten  Seiten  der  obigen  Bedingnngsgleichungen  IV),  V 
n.  s.  w.  befindlichen  unendlichen  Reihen  stellen  nun,  soweit  sie  herkommen 
von  elektrischen  Ladungen  der  Leiteroberflächen,  nichts  weiter  dar,  als  die 
Coefficienten »  die  sich  ergeben,  wenn  man  die  Potentialfunction  jener  elek- 
trischen Ladungen  auf  irgeud  einen  Punkt  einer  mit  dem  Radius  gleich  1 
um  den  Pol  des  p**"  Leiters  beschriebenen  Kugel  nach  Kugelfunctionen  ent- 
wickelt. Für  diese  elektrischen  Ladungen  der  Leiteroberflächen  selbst  kön- 
nen wir  aber  nun  nach  dem  vorhin  Besprochenen  die  auf  Kugelflächen  be- 
findlichen Ladungen  setzen,  vorausgesetzt,  dass  der  Pol  des  p^  Leiters 
weit  genug  entfernt  sei,  um  den  dabei  gestellten  Bedingungen  entsprechen 
zu  können.    Wir  nehmen  an ,  dass  dies  der  Fall  sei. 

Ein  elektrischer  Massenpunkt  besitze  nun  die  Masse  m  und  er  sei  um  c 
von  dem  Mittelpunkt  einer  Kugel  mit  dem  Radius  Op  entfernt,  so  dass 
c  >  üpj  so  ist  die  Potentialfunction  dieses  Massenpunktes  auf  einen  Punkt 

der  Kugelfläche 

m 


j/c^  -{-a^  —  2apC  coSpdp 
wenn  pdp  die  Breite  des  Punktes  bezeichnet  j  auf  den  sich  die  Potential- 
function bezieht,  genommen  für  ein  räumliches  Polarcoordinatensystem, 
dessen  Pol  der  Kugelmittelpunkt  und  dessen  Polaraxe  nach  dem  Massen- 
punkt m  hin  gerichtet  ist.  Diese  Potentialfunction  kann  »her  auch  auf  die 
Form  gebracht  werden: 


-=-  m 
c 


Aus  den   angegebenen   beiden  Formen  der  Potentialfunction  erkennt 
man:    Die  Potentialfunction  eines  Punktes  ausserhalb  einer  Kugelfläche 
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vom  Radius  Op  in  der  Entfernung  c  vom  Mittelpunkte  auf  irgend  einen  Punkt 
der  Kugelfläche  ist  ebenso  gross ,  wie  die  Pete ntialfnnction  eines  Punktes 

innerhalb  der  Kugelfläche,  dessen  Masse  aber  das  -^- fache  der  Masse  des 

c 

ersteren  Punktes  ist  und  der  auf  dem  nach  diesem  Punkte  gerichteten  Leit- 
et 
strahl  in  der  Entfernung  —  vom  Kugelmittelpunkte  entfernt  ist. 

Sind  nun  unendlich  viele  solcher  Massenpunkte  m  gegeben,  die  aber  alle 
eine  Kugelfläche  vom  Radius  B  erfüllen,  deren  Mittelpunkt  um  e  vom  Mit- 
telpunkt der  Kugel  mit  dem  Radius  Opy  wo  e  ^  <7^  +  /^,  entfernt  ist,  so  ist 
die  Gleichung  der  Kugelfläche  mit  dem  Radius  B  bezogen  auf  ein  Polar- 
coordiuatensystem,  dessenPol  im  Mittelpunkte  der  Kugel  mit  dem  Radius 
Op  liegt  und  dessen  Polaraxe  nach  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  vom  Ra- 
dius B  gerichtet  ist 

r*  —  2  r  e  cos^^  Ä'—  e*. 

Setzt  man  in  diesem*  Gleichung  — ^  =  p,    also  r  =  — ,    so  erhält  man  die 

r        ^  Q 

Gleichung  der  Fläche,  auf  der  alle  diejenigen  Punkte  liegen,  die  nach  dem 

vorigen  Satze   den  Punkten   der  Kugel   vom  Radius  B  entsprechen.     Es 

kommt 

oder 

^         ^e*  — Ä*  iP  — <J* 

Die  Fläche  ist  also  wiederum  eine  Kugelfläche,  deren  Radius  ,^  ^ 
ist  und  die ,  ganz  innerhalb  der  Kugel  vom  Radius  a^  gelegen ,  mit  dieser 
einen  Mittelpunktsabstand    ^  ^        nach   der  Seite  des  Mittelpunktes  der 

Kugel  vom  Radius  B  hat. 

Fttr  unsern  speciellen  Fall,  wo  wir  vorhin  die  auf  dem  5*"  Leiter  be- 
findliche Elektricität  ersetzt  hatten  durch  die  auf  der  Kugel  mit  dem  Radius 
bg  befindliche ,  ist 

öp  =  J,     Ä  =  6,; 
e  der  Abstand  des  Poles  vom  p**"  Leiter  von  dem  im  s*^  Leiter. 

Dieses  letztere  Resultat  lehrt  also  noch,  wie  wir -die  elektrische  Kugel 
vom  Radius  b^  ersetzen  können  durch  eine  andere,  die  ganz  im  p^  Leiter 
gelegen  ist. 

Der  Nutzen  dieses  letzteren  Resultats  besteht  wesentlich  darin,  dass  er 
vielfache  Umrechnung  der  auf  verschiedene  Coordinatensysteme  bezogenen 
Längen  q>  und  Breiten  6  in  einander  wesentlich  erleichtert,  also  die  Berech- 
nung der  rechten  Seiten  der  Gleichungensysteme  IV),  V)  u.  s.  w.  be- 
quemer macht.  ^^  , 
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Bildlich  möge  aach  noch  karz  angedeutet  werden ,  dass ,  wie  oben  bei 
der  Discnsaion  der  Brauchbarkeit  der  Gleichung  5)  angegeben  wurde,  die 
^^  nahezu  nach  Art  einer  geometrischen  Reihe  abnehmen ;  hat  man  also 
die  ersten  x  für  ein  kleineres  r  berechnet,  so  kann  man  ohne  grossen  Fehler 
die  Summe  der  folgenden  x  berechnen  aus  der  geometrischen  Reihe ,  deren 
Glieder  nahezu  die  Grösse  der  fernerhin  erscheinenden  %  haben. 

Die  in  der  besprochenen  Rechnung  als  bekannt  vorausgesetzten  a  sind 
zwar  nicht  unmiMelbar  gegeben ,  sie  ergeben  sich  aber  aus  der  Bedingung, 
dass  die  Menge  der  auf  einem  jeden  Leiter  vorhandeneu  Elektricität  eine 
gegebene  ist. 
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VI. 
Integration  der  Diflferenzengleicli^];ng 

{n+»+i){n  +  X  +  i)J^ip{n)  +  {a  +  bn)  A  <p(w)  +  c  ^(w)  =0. 

Von 

Dr.  J.  Thomae, 

Doceiit  in  Halle. 


Bei  der  iDtegration  von  DifTerenzeDglcicbungen  pflegt  uiaQ  sich  damit 
zu  begnügen^  schleclitbin  Inlegralc  derselben  aufzufinden.  So  stellt  Herr 
6.  Boole*  drei  Integrale  der  in  der  Ueberscbrift  enthaltenen  Differenzen- 
gleichung auf,  ohne  weder  zu  zeigen ,  dass  wirklich  zwei  von  ihnen  von 
einander  unabhängig  sind,  noch  anzugeben,  welche  Beziehung  zwischen 
den  dreien  stattfindet,  da  doch  nothwendig  eine  besteht,  weil  eine  Differen 
zengleichung  zweiter  Ordnung  nur  zwei  unabhängige  Integrale  haben  kann, 
und  ohne  endlich  zu  untersuchen,  für  welche  Werthe  der  complexen  Va- 
riabein n  die  Integrale  ^brauchbar  sind  und  wie  sie  in  dem  Gebiete,  wo  sie 
nicht  anwendbar  sind,  fortgesetzt  werden.  Ohne  eine  solche  Kenntniss  der 
Integrale  ist  aber  die  Differenzengleichung  als  noch  nicht  völlig  integrirt 
anzusehen.  Eine  solche  vollständige  Integration  der  obigen  Differenzen- 
gleichnng  soll  nun  mit  Hilfe  einer  Formel  meiner  Abhandlung  über  die 
höheren  bjpergeometrischen  Reihen  in  den  von  den  Herren  C  leb  seh  und 
Neumann  herausgegebenen  Mathematischen  Annalen,  Bd.  II  S.  427  flgg., 
hier  ausgeführt  werden.  Es  sollen  dabei  nicht  alle  möglichen  Lösungen 
mittels  hypergeometrischer  Reihen  dritter  Ordnung  aufgestellt  werden ,  was 
ihrer  sehr  grossen  Anzahl  wegen  der  Uebersichtlichkeit  nachtheilig  sein 
würde,  sondern  wir  begnügen  uns  hier,  im  Art.  1  zwölf  Integrale  aufzustel- 
len, welche  für  (im  Wesentlichen)  negative  n  brauchbar  sind,  im  Art. 2 
zwölf  Integrale  aufzustellen,  welche  für  (im  Wesentlichen)  positive  n 
brauchbar  sind,  im  Art.  3  aber  zwölf  Integrale  aufzustellen,  welche  für  alle 
n  brauchbar  sind  und  welche  mit  den  Integralen  der  beiden  ersten  Artikel 
im   engsten  Zusammenhange  stehen.     Will   man  alle  möglichen  Integrale 


*    G.  Bodo,  Grundlebren  der  Differenzen« 
bearbeitet  von  Schnuse,  S.  190. 
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aufstellen  und  übersichtlich  ordnen ,  so  scheint  dazu  eine  ähnliche  Behand- 
lung der  DifferenzeDgleichung  geeignet,  wie  sie  Riemann  auf  die  nahe 
verwandte  Differentialgleichung  für  die  hypergeometrische  Reihe  angewen- 
det hat.  Um  den  Zusammenhang  der  Integrale  des  Art.  1  oder  der  Integrale 
des  Art.  2  unter  sich  zu  finden,  scheint  die  Kenntniss  der  Grenzwerthe  für 
über  alle  Grenzen  wachsende  Werthe  des  letzten  Elementes  einer  hyper- 
geometrischen Reihe  dritter  Ordnung  mit  einem  unendlich  grossen  Expo- 
nenten erforderlich,  welche  im  Art.  4  mit  Hilfe  der  Darstellung  dieser  Reihe 
durch  Doppelintegrale  gewonnen  wird.  Mit  Hilfe  dieser  Grenzwerthe  wird 
nun  der  Zusammenhang  der  Integrale  des  Art.  1  unter  sich  und  der  Integrale 
des  Art.  2  unter  sich  im  Art.  5  gefanden.  Im  Art.  6  endlich  wird  der  Zu- 
sammenhang zwischen  einem  der  Integrale  des  Art.  1  und  einem  der  In- 
tegrale des  Art.  2  angegeben,  und  es  werden  die  verschiedenen  Formen 
aufgestellt,  welche  sich  aus  diesen  Untersuchungen  für  eine  und  dieselbe 
hypergeometrische  Reihe  dritter  Ordnung,  deren  letztes  Element  Eins  ist, 
ergeben.  In  Anmerkungen  wird  darauf  aufmerksam  gemacht,  wie  man 
durch  einen  Gren/aibergang  aus  den  erhaltenen  Resultaten  zu  bekannten 
Sätzen  aus  der  Theorie  der  Gauss 'sehen  Reihe  gelangt,  wodurch  die 
grosse  Menge  der  Integrale  leichter  übersehen  wird. 

Wir  wollen  zum  Voraus  noch  bemerken ,  dass  wir  hier  unter  periodi- 
schen Functionen  von  n  solche  verstehen,  welche  ungeändert  bleiben,  wenn 
man  n  um  eine  beliebige  ganze  Zahl  vermehrt  oder  vermindert,  also  perio- 
dische Functionen  mit  dem  Periodicitätsmodul  Eins.  Ferner  wollen  wir  un- 
ter dem  „Princip  der  Continuität  complexer  Functionen*'  den  Satz  ver- 
stehen, nach  welchem  eine  Gleichung  zwischen  zwei  stetig  fortsetzbaren 
Functionen  einer  oder  mehrerer  complexer  Variabein,  die  nur  in  einem 
beschränkten,  aber  für  jede  Variabele  ein  endliches  Stück  mindestens  einer 
Dimension  umfassenden  Gebiete  bewiesen  ist,  auch  darüber  hinaus  giltig 
bleij9t;  ein  Princip,  von  dem  öfter  Anwendung  gemacht  wird.  In  Bezug  auf 
die  Bezeichnung  bemerke  ich,  dass  für  die  hypergeometrischen  Reihen 
dritter  Ordnung  die  in  meiner  oben  citirten  Abhandlung  in  den  Mathemat. 
Annalen,  II,  S.  427  flgg.,  eingeführte  beibehalten  ist 

Artikel  l. 
In  meiner  Abhandlung  über  die  Reihe 


'•(;:  ?■;  f:  -) 


_  -^  (-1)"»,.«^+^.  i7(t-tt)n(f-«o/j(t-a")  n{-t~ß)n(-e-^)-n(-i-ß:') 

gijJj  n(m+E-€c)  n(m+t-«')  n(m+£-«")77(-m-£-|S)JI(-OT-£-/S')J/(-m-t-|S^) 
i  +  ß  B  +  ß^  B  +  ß"      „ 


=H 


1  + 


+ 


t  —  a+lB  —  tt'+l'e  —  a'  +  l 

t  +  P     i  +  ß+1     H-ß^     i±l±}   _H-£L.  ^+^'+1 

-a+l'  B—tc+2'  g—u +l'  B— u +2'  g—a"  +  l'  B—a" +2 
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habe  ich  [Math.  Ann.  II,  S.  442  (15)]  die  Formel  entwickelt: 
1)  {x-l).Fa(ß^'^^    j'l    p^    *)(«+/J+l)(«+/3  +  2) 

+  ^-U+2,    ^.    r,  V-i      +«+«'+«"+3^      j-(«+P+0 
_        /      «.      «',«",      \     l(«+|S)(«+ft  +  («'+|J)(«"+^)+(«"+/J)(«+/J)| 
'"V^+1,  /S-,  r.     /*i  +  «  +  «'+«"+8/S+l-(|S-^+l)0J-/S"+l)a:( 

In  dieser  Formel  kann  man,  so  lange  2  — a— a  — a"— /3— /5' — /S"  einen 
positiven  reellen  Theil  hat,  welcher  grösser  ist  als  2,  Eins  für  x  setzen, 
weil  in  diesem  Falle  das  erste  Glied  der  Gleichung  1)  verschwindet  nnd  die 
drei  übrigen  darin  vorkommenden  Reihen  convergiren.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung ist  offenbar  der  Ausdruck 

<'^;r:')    ' 


=  1  + 


1      *  a  —  a'  +  l  '  «  —  «"  +  1 
a  +  n    a+n  +  l        a+ß^       «  +  /?'+!        a+ß"       a+/5"+l 


+  . 


^     1      '         2        *  a— a +1  '  a— a'+2  '  a— a"+I  '  a— a'+2" 
ein  Integral  (Lösung)  der  Recursionsformel 

2)  («+«).(«+0.9^W 

(  2n'+n[2(«  +  «'+0  +  ^  +  ^^  +  l]  +  l  1^,     .,x 

+  («  +  «+!)  (n+«+«'  +  «"+i5'+n  .  9  («  +  2)  =  0. 
Diese  Recursionsformel  kann  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
(p{n  +  l)  =  Jq>{n)  +  (p{n)  ,     9)(w+2)  =  ^/«^(/i)  +  2^9(«)  +  <jp(n) 
auf  die  Form  einer  Differenzengleichung  gebracht  werden,  nämlich  der: 

3)  («+«  +  1)  («  +  «+«' +«"+^  +  n  .  ^9(«) 

+  )+(^'+«)(r+«)-(«-«+i)(«-«'+i)r^^  ^ 

Somit  kann  mittels  einer  hypergeometrischen  Reihe  dritter  Ordnung, 
deren  letztes  Element  Eins  ist,  jede  Differenzengleichung  von  der  Form 

4)  {n  +  x+l){n  +  X+l)d'q>{n)  +  {a+bn)J(p{n)  +  Cq>{n):=0, 
welche  an  die  Differentialgleichung  der  Gauss* sehen  Reihe')  erinnert,  io- 
tegrirt  werden.    Hierzu  ist  nur  nöthig ,  dass  wir  setzen 


1)  Setzt  man  in  8)  xh  für  n,  y{x)  für  (p(xh)j  y  (xA-  -jrl  —  y(*)^-^y(^)>  *^ 

erhält  man  r^  t 
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6)  c  =  («+/?-)  («+|S").     &  =  2«+/J'+/J"+l,     - 

a  =  («  +  1)  (Za+jT+jS-'+l)  +  03'+«)  (jS"+«)  -  (a-«'+l)  («-«"+1). 
x  =  «,     i  =  «+«'+«"+|3'+^'-l, 


also 

5  a)  n  =  X , 


^^.,+A±l±lfcl)!rJf;  ^-=,.+^"^"^^,^"''^'"•^^ 


a-i-h  ^  . 

weil  dadurch  die  Differenzengleichnng  3}  mit  der  4)  in  Uebereinstiromung 
gebracht  wird.  Und  diese  Integratioir  hat  so  lange  Bestand ,  als  der  reelle 
Theilvon  n+il— 1  negativ  ist,  wenn^  wie  auch  ferner  geschehen  soll,  iL  zur 
Abkürzung  für  a  +  a'+  «"+  j5'+  j5"—  1  beibehalten  wird.  Wenn  späterhin 
die  Bezeichnung  des  Integrals  als  einer  hypergeometrischen  Reihe  dritter 
Ordnung  auch  für  solche  n  zuweilen  angewendet  wird,  für  welche  diese 
Reihe  keinen  Sinn  hat,  weil  sie  nicht  convergirt,  so  soll  darunter  die  stetige 
Fortsetzung  in  Bezug  auf  die  c ompl exe  Variabel e  n  verstanden  werden. 
Setzt  man  in  die  Gleichung  1)  für  Fa{x)  die  Fortsetzung  dieser  Reihe, 
wie  sie  Math.  Ann.  II,  S  431  gegeben  ist,  also 

ein,  worin  Fß  f  — -  J  kurz  für 

l^+irA^+ r )—r~ 

■f«r  +  tt)(rH-tt)~(g^g'+0(«-c/^  +  O 

h 
Setzt  man  nun  weiter  a=a,    jJ'  =  B',   /3"=B,    « — a'+ 1  +  a— a"-f- 1  =Ä, 

(«-  a'+l)(a-o"+l)  =  (a-a'+l)Ä,  also  ^^'»^a'  =  a',    i%\  =  -  I     und 

geht  mit  h  zur  Grenze  oo  über,  so  findet  man  die  Differentialgleichung 

ar(l— x)^+[l+a-a'-aj(a+b+a+b'+i)]^-(a+6)(a+b')y=0, 

welche  dnrch  die  R  i  e  m  a  n  n '  sehe  Function 

'^'-^^^'^^'  DigitizedbvGoOgle 


' .  ^^ + («+/»')  («+n.  v(x)=(i. 
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gesetzt  ist,  so  wird  sie  dadurch  ebenfalls  befriedigt,  und  aus  der  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  ergiebt  sich  dann ,  dass 

«/»•^/»(i).  «-^•^''(i)'  «r-^/»"(i) 

für  sich  die  Gleichung  1)  befriedigen,  und  hieraus  folgt  wieder  mit  Anwen- 
dung derselben  Schlussweise,  dass  auch 

worin  Fa{x)  kurz  für 

gesetzt  ist,  der  Gleichung  1)  genügen.  Da  ßa  •  f*ß  ungeändert  bleibt,  wenn 
ß  um  eine  ganze  Zahl  abgeändert  wird ,  so  kann  der  Factor  ßa  -  f^ß  ^^^  er- 
sten Ausdrucks  unter  den  drei  zuletzt  aufgestellten  Lösungen  der  Gleich- 
ung l)  fortgelassen  werden,  oder  mit  anderen  Worten,  Ftt[x)  und  ßa'^ß-Fa[^) 
sind  keine  wesentlich  verschiedenen  Lösungen.  Setzt  man  nun  in  den  sechs 
die  Gleichung  1)  befriedigenden  Ausdrücken  j3  =  n,  ir=l,  so  liefern  sie  6 
Integrale  (Lösungen)  der  Recursionsformel  2)  oder  der  Differenzengleich- 
ung 3),  oder  wenn  nlan  für  a,  a\  cl\  ß\  ß"  die  Grössen  a,  fr,  c,  x,  X  mittels 
der  Gleichung  5a)  einführt,  Lösungen  der  Gleichung  4),  welche  so  lange 
einen  Sinn  haben,  als  der  reelle  Theil  von  n+il— 1  negativ  ist.  Diese  sechs 
Lösungen  sind  nach  Abstreifung  constanter  oder  periodischer  Factoren'): 


2)  Macht  man  für  die  Exponenten  a,  a\  a",  ^',  /3",  n  die  Substitution  und  den 
Grenzübergang  der  Anmerkung  I),  so  liefern  die  ersten  Ausdrücke  unter  6)  bez.  die 
Functionen 

F{(x^h,  a  +  b',  a-a'+l,  x),    «*'-*.  F(a'+b,  a'-fb',  a'-a+l,  ar); 
der  dritte  unter  ö)  und  der  erste  unter  7)  lassen  einen  solchen  Grenzübergang  nicbt 
zu,  die  beiden  letzten  unter  7)  aber  liefern  bez.  die  Functionen 

-)       .f'(b'+a,  bVa',  b-b+I,  ~),    (~)     .F(b+a,  b-fa',  b-b'+I,  -). 

nierbei  ist  zu  beachten ,  daas 

I 


«m^  f„  .  gf^^+Z')  =   Um    jfl^p  .    /V-P--^(l,.)^>^  +  P^^ 


0 
0 


ist.    Diese  Schlnssweise  ist  offenbar  nur  gestattet,  wenn  q  einen  grösseren  reellen 
Tbeil  hat  als  j9;  es  ist  jedoch  iiu  andern  Falle 

A9     n(xk+p)        ,.     (       /«^     THa:h+g)  .  1 

'""  ÄP  •  n(xk+q)  ='""}'  =  Ä?  •  n  (xA+p)  ]  =  i?^= ^     • 

Das  Resultat  bleibt  ähnlich  auch  bestehen,  wenn  x  negativ  ist,  wenn  dann  A 
negativ  zur  Grenze  oo  übergeht,  was  für  den  Uebergang  von  der  Differenzen-  zur  Dif- 
ferentialgleichung nicht  von  Belang  ist. 

Digitized  by  LjOOQIC 


Von  Dr.  J.  TnoMAß.  l5t 


-•«»•<^«^.^^^./'-<w^^y^^^^•^^^, 


6) 


/«,  «',  «",    \       n(-a—n)  /«,  «',  o",    \ 

"U,  ^', r,  V'  iicw-«)"^-^^,  ^,  ^', 7' 
g (-«-»)  p.,/"«'«'. «".  A*. 

(-!)"■  n(^->.-l).i7(r->«-l)  „  /^n,  ^.  /J",  A 
JI  (_„_«').  22  (_„  _  « ')         ■  *■»  V«,   a',  «",  V ' 

g (-»-«)  fJ",  ^,  /s",  A    n (-«-«)      /«,  ^.  ^',  \ 
n(^-")     '^V«,  «',  «",  V'   "flir^    '*^  V«.  «',  «".  / 

Sechs  andere  Lösungen  der  Differenzengleichnng  3)  erhalten  wir,  wenn 
wir  die  ßecnrsionsformel  2)  durch  Einführung  einer  neuen  Abhängigen 

transformiren ,  wodurch. sie  die  Form  annimmt: 

Xi/;(«  +  l)+(n  +  «  +  l)(«+«'+l).tf;(fi+2)==0, 

oder  wenn  man 

a=a,     a^=:a^     a  =a+a +a  +ö+ö  — 1=/, 

also 

9a)    a=a,  a  =  a\  a"=l — 1,  6'=1  — /5' — a'— a,  ft^sal— /3"— «'— «,  l=a\ 
setzt,  die  Form  der  RecursionsPormel: 

8a)("  +  ^^^"+')-^^")-j+a(«  +  l)+«V+l)+«>+l)-(Ä-l)(ft'-i)} 
Xi/;(«  +  l) +  («+«  +  !)  (n+^+l).tf'(«+2)=0. 

Aus  der  Form  der  Gleichung  8  a)  geht  sofort  hervor,  weil  sie  ganz  die- 
selbe als  die  von  2)  ist,  dass  man  für  ip{n)  die  unter  6)  und  7)  stehenden 
Ausdrücke  als  Lösungen  in  8a)  einsetzen  kann,  wenn  man  in  jenen  Aus- 
drücken a,  a\  a",  /S',  jS",  k  beziehentlich  durch  <i,  a\  d\  b\  b'\  l  ersetzt. 
Drückt  man  in  den  so  erhaltenen  Integralen  der  Gleichung  8  a)  die  Grössen 
a,  «',  d\  b\  h'\  l  durch  die  a,  a',  d\  ß\  ß^\  k  mittels  9  a)  aus  und  multipli- 

cirt  mit  j^ T" »  so  erhält  man  für  die  DifiPerenzengleichung  3)  die 


*  Man  kann  ans  den  Integralen  7)  nene  mit  demselben  Convergensgebiete  her- 
leiten mit  Hilfe  des  leicht  zu  beweisenden  Satzes:  „Vertauscht  man  in  einer  Lösung 
der  Gleichung  3)  a  mit  a  oder  a"  und  raultiplicirt  mit 

so  erhält  man  wieder  Lösungen  der  Gleichung  3).  r^^^^I^ 
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folgenden  sechs  Lösungen,  welche  einen  Sinn  haben,  so  lange  der  reelle 
Theil  von  «+«"—1  negativ  ist'): 


10) 


n  +  A-l)'"^*  Vn,  1-/3'-«'-«,  i-^'-«'-«,  V 


n{-n-^a)  /«.  «',  A,  \ 


77(-/y- «--a-;i)  7I(^r-« -«->») 
^     '^    •  i7(-a-n)7I(-«"->i) 

77 (««--„)  77(_„_;t) 


H) 


7Z(-/r-a-«-ii  +  l)77(-fi-«") 

/n,   i-/r-«-«,    i-/r-«'-a,    \ 

iZ(~«-w)i7(-yi-A) 

77 (-/3"-a -«-«  +  !)  i7(-n-a") 

/«,    l-/r-«-«,   i-.j3"-«'— «,    \ 
'  \cr,  «,  X,  / 


Artikel  2. 

Nun  sollen  zwölf  Integrale  von  3)  aufgestellt  werden,  welche  da  einen 
Sinn  haben,  wo  die  Integrale  6)  und  7)  oder  10)  und  11)  in  der  Reihen- 
form  keinen  haben.  Zu  solchen  Lösungen  gelangen  wir,  wenn  wir  die  Re- 
cnrsionsformel  2)  dadurch  transformiren,  dass  wir  — n  für  n  setzen,  dann  i(n) 
für  9(— w+2),  also  x{n  +  i)  für  [«jp  (— w+l),  x(n+2)  für  9  (—n)  schrei- 
ben, wodurch  sie  in  die  Gleichung  übergeht: 


3)  Macht  man  in  den  beiden  ersten  Integralen  unter  10)  die  Snbstitntion  nnd  den 
Grenzübergang  der  Anmerkung  zn  S.  148,  so  liefern  sie  als  Lösungen  der  dort  auf- 
gestellten Differentialgleichung  die  Ausdrücke: 

(l-ar)i-«-«'-*-t'.F(l-b-a',  I-b'-a',  a-a'+l,  «), 
ara'-tt.(i-aj)i-tt-tt'-b-b'./'(l-b-a,  l-b'-a,  a'-a+l,  «). 
Das  dritte  unter  10)  und  das  erste  unter  11)  lassen  diesen  Qrensübergang  nicht 
zu;  hingegen  die  beiden  letzten  unter  11)  stehenden  Integrale  liefern  als  Integrale 
der  Differentialgleichung  die  Ausdrücke: 

-)  .(l-a?)l-a-a'-b-*'.F(l-a-V,  l-a'-V,  b-b'+l,   -), 

(^y"'*"*(l-«)i-a-«'-^-*'.^(l-a-b,  l-a'-b,  r-b+1,  ^). 

Digitized  by  V^OOQIC 


Von  Dr.  J.  Thomab.  153 

12)  („^a')(«-0.'/(''  +  '^) 

Setzt  man  darin 

13)  a=  — ö'— 1,     A=— ö"— 1,     a'=— «— 1, 

also 

13a)  a=-a'— 1,     a'==-a— 1,     o"=— X— l, 

^'=«+«'+^+1,     6"=a  +  a'+/5"+l,     /=-«-!, 
80  gewinnt  sie  die  Form 

•    12a)  («+«')(«+«")•  Z(") 

_j  2«'+«(/+«'+«"+«+2)  +  i  l   ,,^) 

\a{a  +  l)+a(.,"+l)+a"(a+i)-{b'-l)(b"-\)\^^  ^'> 
+  {n  +  a+l)  (H+/+J)  .  X  («+2)  =  0, 

welche  Form  mit  der  Form  2)  übereiDstimmt.  Daraus  folgt,  dass  man  als 
Lösnngen  der  Gleichung  12«)  für  ^(n)  die  Integrale  6),  7),  lO),  11)  einsetzen 
kann,  wenn  mau  «,  «',  «",  jS',  |J",  A  beziehentlich  durch  «,  a,  a",  b',  b",  l 
ersetzt.  Drückt  man  dann  mittels  der  Gleichungen  13  a)  a,  a,  a",  fr',  fr",  / 
durch  «,  fx',  a",  j?,  ^',  l  ans,  so  erhält  man  zwölf  Lösungen  der  Gleichung 
12),  und  setzt  man  dann  noch  2—n  für  n,  so  erhält  man  folgende  zwölf  neije 
Lösungen  der  Di£Ferenzengleichung  3): 

P  ^      /'-«'-».       -«-1.  -A-1,         ,\ 

.4^    )  "^l+^-^K        /'-«'-».     -«-1.         -*-».       ,\ 

"''    p7(«  +  „_iy-«-'V  2-«,     )+«  +  ß'+^',  1 +  «+«'+ /3",  V' 
iJ  («  +  «•-!)  /-«-I,      -ot-1,  -A-1,  \ 

/y(„+i_l)- ''-!-' V  2-«,     H-„  +  „'+,r,  l  +  a+o+jS",  7' 

(-1)". /J(«  +  «  +  «+/? -2.  JJ («  +  <«  +  «+/?' -2) 
iZ(«  +  «-2)77(n  +  A  — 1) 
/  2-«,     l  +  «+a'+^',  l+«+«'+jJ",    \ 
\— o— 1,        — «— I,  — A  — 1,  / 

77(b+i.'— I) 


15) 


77  («+«'— I) 


J7(«+o+ft'+|S'-l) 

/  2-«,     l  +  tt+a'+ir,  l  +  a+«'+^",     \ 
'''^•+«+-+'^'U«-l,       -«-1,  -A-1,        V' 
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77(„  +  a--l) 


16) 


//(A  +  ;,-l)    -"^-"-^V  2-/,.       2-^'.       2-/r',     V' 
77 {;!  +  «"- 0//(^/  +  a-l)  /-a'-l,  -«-1,  -«"-1,    \ 

77(X+fi-l)77(w  +  a-l)'    -"-'V2-n,       2-/r,      2-/3",    V' 
f  n^n+a'^i)  /-«-l,  -a-1,  -«"-1,    \ 

\77(„  +  ;-.l)-^-«'-lV  2-11,       2-|}',       2-r»      /' 

M)-.77(/>^i3^-l)77(;i~r-0  ^       /  2-^N      «-/r.      2-fl^',    A 
77(w  +  a-l)77(«+X-l)       *    ^-»  V-«'-i, -„-i, -a"-J,  V' 

*^J  j      77(„_.|r)77(/»+X-l)     •'^^-/'^V-a-i,-«-!,-.«"-!,  V' 
^(«  +  «"-0  77M:«;-J)  /  2^;i,       2-/3',       2--^,      \ 

77(V-/3")77(n  +  A-l)     *    ^""^  V-a'-l,  -a-1,  -a"-l,  7'  ^ 

Die  Lösungen  14)  und  15)  haben  einen  Sinn,  so  lange  n-|-a"  einen  po- 
sitiven reellen  Theil  bat,  die  Lösungen  16)  und  17  so  lange  n+k  einen  po- 
sitiven reellen Tbeil  bat.  Diese  Integrale  haben  also  da  einen  Sinn,  wo  die 
Integrale  6),  7),  10),  11)  keinen  Sinn  haben,  und  in  einem  Streifen  von  der 
Breite  1,  der  der  imaginären  Axe  parallel  ist,  haben  6),  7),  16),  17),  in 
einem  andern  von  derselben  Breite  10),  11),  14),  15)  gleichzeitig  einen 
Sinn  .Demnach  kann  dieDifferenzengleichnng3)  für  alle  n  als  völlig  integrirt 
angesehen  werden,  wenn  noch  bewiesen  wird,  dass  sich  in  jedem  der  beiden 
Giltigkeitsgebiete  zwei  von  einander  unabhängige  Integrale  unter  den  hier 
aufgestellten  vorfinden. 

Wir  beweisen  die  Unabhängigkeit  des  zweiten  und  dritten  der  unter  6) 
aufgestellten  Integrale  von  einander.  Wären  sie  nicht  unabhängig  von  ein- 
ander, so  müsste  eine  lineare  homogene  Oleichung  mit  periodischen  Coeffi- 
cienten  zwischen  ihnen  bestehen.    Diese  hat  etwa  die  Gestalt: 


4)  Macht  man  die  Substitation  und  den  Grenzübergang  der  Anmerkung  za  S.148, 
80  finden  wir  als  Lösungen  der  dortigen  Differentialgleichungen  aus  den  beiden  ersten 
Ausdrücken  unter  14)  die  Gauss* sehen  Reihen 

/'(a+b,  a+b',  a-a'+I,  x),    ««'-«.  A^Ca'+b,  a'+b',  o'-a+l,  x). 

Das  letzte  Integral  unter  14)  und  das  erste  unter  15)  lassen  diesen  Grenzübergang 
nicht  zu ;  die  beiden  folgenden  liefern  die  Reihen 
/I\a  +  b'       y  Ix        ylxa  +  b       •  1\ 

{^)       ./(a+b'.  a'+b',  b'-b+l,  ^),    (-)      .  /-(a+b,  o+b'.  b-b'+l,  -); 
die  beiden  ersten  unter  10)  liefern  die  Ausdrücke 

(l-a:)i-«-«-6-b'.A'(l-a'-b,  l-a'-b',  a-a'+l,  -), 

;ca'-a.(i-a?)t-a-tt'-b-b'.f'A-a-b,  1-a-b',  a'-a+l,  -); 

die  beiden  folgenden  lassen  den  Grenzübergang  nicht  zu ,  die  beiden  letzten  unter  17) 
aber  liefern  die  Reihen 

■  a:a'+b'-l.(i_a?)t-.a-tt'-b-b'.F(l-a-b',  l-a'~b',  b-b'+l,  x), 
ara'+b-.l.(|-a?)l-«-a'~b-i>'.F(l~a'-b,   l-a-b,  b'-b+l,  «). 
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worin  &'(»),  ^'(n)  periodische  Functionen  von  n  sind.  Daraus  würde 
folgen : 

Ja,  «',  a",    \ 

n(-«"-n)  ^^  V«,  ^.  r.  7 

7I(-«'-«)  '         /«,  «'.  «",    \ 
^-   \n,  ^,  ^',  V 

sei  eine  periodische  Fnnction,  bleibe  aber  ungeändert,  wenn  n  in  ti  +  l 
übergeht,  so  dass 

oder 

—  «   — W 

wäre.  Setzen  wir  nun  «=— a'  (wobei  wir  voranssetzen,  dass  für  diesen 
Fall  die  Keihen  convergiren,  was  wegen  des  Princips  der  Continaität  com- 
plexer  Functionen  die  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigt),  so  nimmt  der 
Zähler  der  linken  Seite  den  Werth 

^-U+,,  7,  p,  0= '(""^^^  «"+^'' «"-«+'.  0 

an  nnd  ist  offenbar  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden.  Demnach  wird 
die  linke  Seite  der  aus  der  angenommenen  Abhängigkeit  zuletzt  hergeleite- 
ten Gleichung  für  n=— o'  unendlich  gross,  während  die  rechte  Seite  im 
Allgemeinen  offenbar  endlich  bleibt,  so  dass  im  Allgemeinen  die  Gleichung 
nicht  bestehen  kann,  also  die  Integrale  von  einander  unabhängig  sein  müs- 
sen. Dies  ist  hinreichend,  nachzuweisen,  dass  in  jedem  Giltigkeitsgebiete 
der  von  uns  aufgestellten  Integrale  der  Differenzengleichung  zweiter  Ord- 
nung 3)  zwei  von  einander  unabhängige  vorhanden  sind ;  denn  die  Gleichun- 
gen, die  wir  später  angeben,  die  zwischen  je  drei  Integralen  stattfinden,  und 
die  hier  bewiesene  Unabhängigkeit  von  /V(l),  Fa"(l)  berechtigen  zu  dem 
Schluss,  dass  je  zwei  Integrale    derer  unter  6)  und  7)  unter  sich,    oder 
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derer  anter  10)  und  11)  unter  sich,  oder  derer  nnter  14)  und  15)  unter  sich, 
oder  derer  unter  16)  und  17)  unter  sich  von  einander  unabhängig  bind. 

Artikel  3. 
Es  können  auch  Integrale  der  Differenzengleichung  3)  gefunden  wer- 
den,  welche   für  beliebige  n  einen  Sinn  haben,  was  nun  geschehen  solL 
Hierzu  benutzen  wir  die  Eigenschaft  der  Differenzengleichung  zweiter  Ord- 
nung, dass  sie  nur  zwei  unabhängige  Integrale  besitzen  kann,  und  demnach 
zwischen  drei    beliebigen  Integralen   nothwendig   eine  lineare   homogene 
Gleichung  mit   periodischen  Coefficienten   stattfinden   muss.     Wir  suchen 
diese  Kelation  zwischen  den  drei  aus  7)  und  11)  genommenen  Integralen 
n(-a-n)         /«.  /T,  ß",    \        m-u-n)         /,,,  /T.  ß^',    \ 
Il(ß'-u)    '^f  U,  «',  «".  V'        n{f-n)  *t^\a,  «',  «",  V' 

n{—)L—n).n(—tt-n) 

iJ(— n— «-o— /J'+l)  .  il(-«-«") 

und  fuhren  für  die  drei  Reihen 

"^   1    •     2     y_|}"+i-/j'_^"+2*/3'-n+rjS-n+2  "''•••' 

/J"+o       /!"+ot'         |S"+o" 


I      ■ß'-ß!+i-ß'-n-\-V 
"^1-2  y_^+i-|S"_|J>+2y_„  +  ,-^_„  +  2 

, )  i-i^-«'  1-/?--«      r+«" 


+... 


l  *jS"— /T+l  '2-/?'— o'-a  — « 

l-)3-«'    2-^-b'    1-^-tt    2-^—a    r+a^ 

"*"  l         ■         2         •  /T'-  ^+  1  ■  ^"-/S'+  2  •  2- jT-  a'-  a-» 

3— p— a— of— w 
beziehentlich  die  Bezeichnung 

znr  augenblicklichen  Abkürzung  ein.  Wir  bringen  dann  die  Belation,  die 
zwischen  diesen  drei  Integralen  bestehen  mass,  auf  die  Form 

Fi'^^  _   ,     ,i7(t— «-0— fi^-/J').i7(-n-o")      ,,, 

+  L"(n)  njl-u-a-a'-ß')  n(-n-a")       ^ 

+''  ^"^         n{-n-i)nY^)         •  ^^  ' 

so  müssen  b'{n)^  b'\n)  periodische  Functionen  sein.  Setzen  wir  darin  #i— m 
für  m,  und  für  n  eine  ganze  positive,  über  alle  Grenzen  wachsende  Zahl, 
so  nähern  sich 
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der  Eins  und  ebenso  (vergl.  Anm.  zu  S.  150) 

il(— n— A  +  w)  n(/5"— w  +  m) 
der  Eins;  hingegen  ist  für  sehr  grosse  m 

proportional  mß"'~ß'  und  wird  unendlich  gross,  wenn  ß''  einen  grösseren 
reellen  Theil  als  ß"  hat.  Demnach  ist  (wenigstens  unter  Voraussetzung,  dass 
der  reelle  Theil  von  ß"  grösser  als  der  von  ß'  ist)  die  aufgestellte  Gleichung 
nur  möglich,  wenn  6'(«)=0  ist.  Für  b'\n)  aber  ergiebt  sich  der  Werth  Eins. 
Also  hat  man,  zunächst  unter  der  gemachten  Beschränkung  für  /3"  und  /^, 
dann  aber  wegen  des  Princips  der  Continuität  complezer  Functionen  auch 
altgemein 

F     /"".  ^''  ^".  ,\  n{ß"-n)  IJ{-l^n) 

^\a,  a',  «",  *J-  n{-n-0-u'-(f+l)  Ili-n-tt") 

xF._^.^.„(''''-'^-«'-«''-^'7«'-«'i). 

'  \0f,  «,  A,  ^ 

Indem   man  eine  Buchstabenvertauschung  vornimmt,  kann  man  dies 
Resultat  auch  so  schreiben: 

.«>  F  ("'  «'- ""'  ,\_  n(«-o .  J7(i-«-a'-tt"-^-iy-») 
"J  '•Vh,  ß-,  f,  V — i7ü^:7-«"-r-«)  .-ß(-«"-n 

^p  .   •    /«'M-«-ö'-«.     1-«'-^-«,  ,Y) 

_  /7(tt-a')  ■  7J;i-g— g -«"-13-^'-«) 
""      iZ  ( 1  -  a'-  «"-  /?'-  n) .  m—  «'-  /S") 

/«M-a-/S'-«,      l-c"-^-«.        \ 

nnd  es  sind  die  beiden  letzten  Glieder  zwei  Lösungen  der  Differenzen- 
gleicbung  Z\  welche  so  lange  einen  Sinn  haben,  als  1  — «"—/?",  beziehent- 
lich 1  — a  — j5"  einen  positiven  reellen  Theil  hat,  also  unabhängig  von  n. 
Vertauscht  man  hierin  ßf  mit  ß^'  und  sieht  von  constanten  Factoren  ab,  so 
erhält  man  noch  die  beiden,  so  lange  I  — «'' — j5',  beziehentlich  I  —  a  —  ßl 
einen  {positiven  reellen  Theil  hat,  giltigen  Lösungen  der  Differenzengleich- 
ung  3) : 


18a) 


'  F      \    ^.       (a\l^^ß''^n,        l-«".-i5"-;i,  \ 


77(-n-;i) 


n(l-vc'-a"-ß' 


5)  Macht  man  die  Substitution  und  den  Grenzübergang  der  Anmerkung  zu  S.  148, 
so  findet  man  hieraus  die  bekannte  Relation 


(a+b,  o-fb',  a-a'+l,  a;)  =  (l— a:) 


r-a-b 
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Vertauscht  man  iu  den  vier  Lösungen  18)  und  18 a)  a  mit  u  nnd  molti- 
plicirt  mit  77  (—n—«)  nnd  dividirt  durch  77(— n— «'),  oder  vertauscht  man 
a  mit  a"  nnd  muhiplicirt  mit  IH—n—a)  nnd  dividirt  durch  77(— n— «),  so 
erhält  man  je  vier  neue  Losungen  der  Differenzengleichung  3)«  die  an- 
abhängig von  n  einen  Sinn  haben  oder  keinen  Sinn  haben. 

Wendet  man  did  Transformationsgleichung  18)  auf  das  erste  der  anter 
10)  stehenden  Integrale  an,  so  findet  man  als  neue  Lösnng  von  3)  die  Func- 
tion: 

(-l)V77(-H-.-«"-^) 

welche  einen  Sinn  hat,  wenn  a''\'fl'  einen  positiven  reellen  Theil  hat 
Vertauscht  man  darin  ^  und  ^'\  so  erhält  man  eine  neue  Lösnng,  welche 
einen  Sinn  hat,  wenn  a''+j^  einen  positiven  reellen  Theil  hat.  Demnach 
haben  von  den  Integralen  18)  oder  10)  immer  entweder  die  einen  oder  die 
anderen  einen  Sinn;  wenn  aber  der  reelle  Theil  von  a'\'^\  ^-^^  positiv 
nnd  kleiner  als.  1  ist,  so  haben  sie  gleichzeitig  alle  einen  Sinn.  Vertauscht 
man  in  diesen  Lösungen  a  mit  u  und  multiplicirt  mit  77(— n  — a)  nnd  divi- 
dirt durch  n{—n — a),  oder  vertauscht  man  a  mit  a"  und  multiplicirt  mit 
77 (—«—a)  und  dividirt  durch  77(— n— «'),  so  erhält  man  noch  zweimal 
zwei  Lösungen ,  welche  unabhängig  von  n  einen  Sinn  haben  oder  keinen. 
Man  kann  aber  in  jedem  Falle  ans  den  Integralen  18)  und  10)  und  den  daraus 
abgeleiteten  mindestens  sechs  Lösungen  auswählen,  welche  einen  Sinn  haben, 
und  in  speciellen  Fällen  haben  sie  alle  einen  Sinn.  Wählt  man  aus  diesen 
Lösungen  zwei  unabhängige  aus ,  so  kann  durch  diese  die  Gleichung  3)  als 
vollständig  intiegrirt  angesehen  werden,  weil  sie  für  alle  n  unbeschränkt 
gelten,  was  ein  Vorzug  dieser  Lösungen  ist.  Allein  die  Lösungen  des  ersten 
und  zweiten  Artikels,  ^welche  den  Nachtheil  beschränkter  Giltigkeit  haben, 
haben  für  grössere  Werthe  von  n  meistens  den  Vortheil  viel  stärkerer  Con- 
vergenz. 
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m.   Theorie  der  räumlichen  StrahlenbfiiclieL 

(Hiersa  Taf.  I,  Fig.  2  u.  «S.) 

In  den  Berichten  der  köuigl.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Leipzig,  1802,  giebt  Möbins  eine  elementare  Darstellung  der  von 
Komm  er  anf  analytischem  Wege  entwickelten  Eigenschaften  der  Strahlen- 
büschel.  Möbins  beweist  die  Existenz  der  beiden  Brennlinien  sowohl  auf 
synthetischem,  als  analytischem  Wege;  für  die  weitere  Entwickelung  be- 
dient er  sich  der  analytischen  Geometrie.  Es  Ittsst  sich  die  Bestimmung  der 
Brennlinien  auch  auf  die  Constmction  der  Doppelpunkte  zweier  homogra- 
pbischer  Theilungen  zurückfuhren  und  die  übrigen  Eigenschaften  durch 
gans  einfache  geometrische  Betrachtungen  geben. 

Das  Strahlenbüschel  wird  als  der  Inbegriff  der  Verbindungslinien  der 
entsprechenden  Punkte  zweier  in  parallelen  Ebenen  —  „Grundebenen''  — 
liegender  affiner  Figuren  definirt«  Ein  solches  Strahlenbüschel  besitzt  fol- 
gende Eigenschaften : 

1.  Der  Schnitt  mit  einer  den  Grundebenen  parallelen  Ebene  ist  eine 
(mit  den  beiden  in  den  Grundebenen  liegenden  Figuren)  affine  Figur. 

Zwei  Figuren  sind  einander  affin,  wenn  den  Punkten  einer  Geraden 
in  der  einen  Figur  Punkte  einer  Geraden  in  der  zweiten  Figur  derart  ent- 
sprechen ,  dass  die  beiden  einander  entsprechenden  Geraden  durch  einander 
entsprechende  Punkte  nach  einerlei  Verhftltniss  getheilt  werden.  . 

Für  den  Beweis  in  1)  möge  folgende  Betrachtung  vorausgeschickt 
werden : 

Es  seien  A^  Ä  und  B^  If  zwei  entsprechende  Punktenpaare  der  Ge- 
raden AB  und  A B\  Man  erhält  dadurch  (Fig.  2)  ein  räumliches  Viereck 
ABB^Ä.  Die  Verbindungslinien  der  Mitten  der  Seiten  C^  C\  Ä\  B"  bilden 
ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonalen  CC  und  Ä'ß^'  sich  im  Punkte  C" 
halbiren.  Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  auf  die  räumlichen  Vier- 
ecke ABB"Ä'  und  A"B^'B^ Ä  u.  s.  w.  erhält  man  den  Satz:  Theilt  man  die 
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Seiten  ÄÄ  und  BB'  in  (n  =  2*')  gleiche  Theile  nnd  verbindet  die  entspre- 
chenden Theilungspiinkte  mit  einander,  so  wird  die  Verbindungslinie  CC 
der  Mitten  C  und  C'  der  Seiten  -^^und  Ä If  \xi  ebenso  viele  unter  einander 
gleiche  Theile  getheilt.  Durch  fortgesetzte  Anwendung  dieses  Satzes  auf 
die  Vierecke  ACC Ä  und  CC'  B  B^  folgt  schliesslich:  Theilt  man  das  eine 
Paar  gegenüberstehender  Seiten  AB  und  A' B^  eines  räumlichen  Vierecks  ia 
(m  =  2'*)  gleiche  Theile  und  das  andere  Paar  ebenfalls  in  (w  =  2*)  gleiche 
Theile,  so  werden  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Theilungs- 
punkte  ebenfalls  in  gleiche  Theile  getheilt. 

Aus  diesem  Satze  folgt:  Sind  A,  B ,  C  drei  willkürliche  Punkte  einer 
Geraden  in  der  einen  Figur,  A\  /?',  C  die  entsprechenden  Punkte  der  zwei- 
ten Figur,  so  ist 

AB:BC  =  ^Br\B'C\ 

Schneidet  man  die  Geraden  AA.  und  BB'  durch  eine  den  Geraden  AB 
und  AB'  parallele  Ebene  in  den  Punkten  A'\  B'\  so  ist  bekanntlich 

AÄ'irÄ  =  BB^'iB"B'', 
daraus  folgt,  wenn  0"  der  Durchschuittspunkt  der  schneidenden  Ebene  mit 
der  Geraden  CC  ist,  dass  die  drei  Punkte  a'\  B^\  Cf'  in  einer  Geraden  lie- 
gen und  dass 

A  B  :  BC^  Ä'B"  :  B" d' ^  Ä  B' :  B' C 
ist.    Damit  ist  die  in  1)  ausgesprochene  Eigenschaft  bewiesen. 

2.  Eine  Gerade^  welche  alle  Strahlen  des  Strahlenbüschels  schieidet, 
heisst  Brennlinie.  Es  existiren  zwei  den  Grundebeuen  parallele  ßrenn- 
linien. 

Es  seien  a,  6,  c  drei  Strahlen,  welche  die  Grundebenen  in  den  Punk- 
ten Ay  B,  C  und  y/',  B'y  C'  schneiden,  wobei  sowohl  die  Punkte -<4,  By  C, 
als  auch  die  Punkte  A\  B\  C'  nicht  in  einer  Geraden  liegen.  Schneidet 
man  die  Strahlen  a^  by  c  durch  ein  System  den  Grundebenen  paralleler 
Ebenen,  so  existiren  darunter  zwei  Ebenen  e,  und  f,  von  der  Bosch  afifenheit, 
dass  für  jede  dieser  beiden  Ebenen  die  Durchschnittspunkte  in  einer  Ge- 
raden liegen. 

Um  überhaupt  drei  einander  zu  zweien  kreuzende  Gerade  a,  6,  c  durch 
eine  vierte  Gerade  x  zu  schneiden,  lege  man  durch  die  eine  der  Geraden, 
etwa  n,  eine  Ebene  a;  die  Verbindungslinie  der  Durchschnittspunkte  ^  und 
C  der  Ebene  mit  den  Geraden  b  und  c  bestimmt  eine  Lage  der  Geraden  x. 
Für  die  verschiedenen  Ebenen  a  bilden  die  Durchschnittspunkte  B  und  C 
zwei  homographische  Theilungen  (collineare  Punktreihen).  Die  Bestim- 
mung einer  den  Grundebcnen  parallelen  Geraden  x  ist  daher  auf  die  Lö- 
sung der  Aufgabe  zurückgeführt:  „Auf  zwei  einander  kreuzenden  Geraden 
b  und  c  sind  zwei  homographische  Theilungen  B  und  C  gegeben;  man  be- 
stimme zwei  einander  entsprechende  Punkte  B  und  C  derart,  dass  die  Ver- 
bindungslinie BC  einer  gegebenen  Ebene  (Grundebene)  parallel  ist."  Legt 
man  nun  durch  die  Punkte  C  Ebenen  parallel  der  gegebenen  Ebene,  so  be- 
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stimmen  diese  Ebenen  auf  der  Geraden  b  ein  System  von  Punkten  S3,  wel- 
cbes  mit  den  Punkten  C,  also  auch  mit  den  Punkten  B  zwei  bomographiscbe 
Tbeilnngen  bildet. 

Die  Doppelpunkte  der  beiden  Tbeilungen  B  und  93  bestimmen  die  ge- 
suchten Geraden ,  durch  welche  die  Ebenen  f,  und  c,  bestimmt  sind. 

Ist  d  ein  beliebiger  vierter  Strahl,  so  folgt,  wenn  mit  -4",  5",  C'\  D" 
die  Durchschnittspunkte  der  einen  Ebene,  etwa  £| ,  mit  den  Strahlen  a,  6,  c,  d 
bezeichnet  werden: 

ABCiÄ'e'C"=^ABD'.A'B"D'\ 
Nun  ist 

Ä'lf'C"^{S,  also  auch  ^'ä"2>"  =  0, 
d.  h.  der  Punkt  B"  liegt  in  der  Geraden  Ä'  B^\ 

Die  beiden  Geraden,  wie  A"ff\  sind  Brennlinien.  Durch  einen  Punkt 
und  die  beiden  Brennlinien  ist  jeder  Strahl  bestimmt;  denn  durch  einen 
gegebenen  Punkt  lässt  sich  nur  eine  Gerade  ziehen ,  welche  zwei  gegebene 
einander  kreuzende  Gerade  schneidet.  Das  Strahlensystem  ist  daher  durch 
die  beiden  Brennlinien  bestimmt.  Es  existirt  nur  ein  Strahl,  welcher  die 
beiden  Brennlinien  rechtwinklig  schneidet;  dieser  Strahl  bestimmt  den 
kleinsten  Abstand  der  beiden  Brennlinien. 

Dastf  nur  zwei  den  Grundebenen  parallele  Brennlinien  existiren,  ist  ftlr 
sich  klar;  dass  aber  keine  dritte,  den  Grundebenen  nicht  parallele  Brenn- 
linie existiren  kann,  geht  aus  Folgendem  hervor:  Sind  (Fig.  Z)  AB  und 
CD  die  beiden  Brennlinien,  so  bilden  die  Geraden  AD^  BD  zwei  sich  im 
Punkte  D  schneidende  Strahlen  nnd  die  Geraden  AC  und  BC  zwei  im 
Punkte  C  sich  schneidende  Strahlen.  Eine  dritte  Brennlinie  müsste  daher 
entweder  mit  der  Brennlinie  AB  oder  mit  der  Brennlinie  CD  zusammen- 
fallen. 

3.  Unter  der  Dichte  der  Strahlen  in  einer  Ebene  versteht  man  die 
Anzahl  der  durch  die  Flächeneinheit  gehenden  Strahlen.  Ist  die  Dichte  der 
Strahlen  in  einer  Grundebene  constaut,  so  ist  sie  in^edor  parallelen  Ebene 
constant.  Sind  nämlich  /und  g  zwei  gleiche  Flächenstücke  in  der  Grund- 
ebenp,  f  nnd  g  die  entsprechenden  in  einer  parallelen  Ebene,  so  ist  ['^=^g'' 
Die  Flächenstücke  /'  und  g  sind  durch  die  durch  die  Flächen  f  und  g 
gehenden  Strahlen  bestimmt.  Die  Dichte  in  f  und  g'  ist  daher  gleich.  Die 
Dichte  der  Strahlen  ist  der  Grösse  des  Flächenstücks  umgekehrt  propor- 
tional. 

Sind  M^  iV,  P,  Q  die  Durchschnittspunkte  der  vier  Strahlen  AD^  BD^ 
BCy  AC  mit  einer  den  Brennlinien  AB  und  CD  parallelen  Ebene,  so  ist  das 
Viereck  MNPQ  ein  j^arallelogramra,  dessen  (spitzer)  Winkel  dem  (spitzen) 
Winkel  g>  der  beiden  Brennliuien  gleich  ist.  Die  Fläche  dieses  Vierecks  ist 

MQ.QPswg). 
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Nun  ist' 

MO:CD  =  AO:AC, 

PO'.An  =  OC:AC, 
MQ.PQ^AQ.QC 
CD. AB''     Je''     ' 
mithin  die  Fläche  /  des  Vierecks  MNPQ 

f=^AQ.QC     sinq>. 

AC* 

Für  alle  parallelen  Ebenen  ist  der  Ausdruck 

CD. AB   . 

— —  stn  q> 

AC* 

constant  =Ä:.  Die  Fläche  ist  daher  dem  Producte  AQ  .QC  proportional, 
letzteres  Product  ist  wieder  dem  Producte  der  Abstände  der  schneidenden 
Ebenen  von  den  beiden  Brennlinien  proportional.* 

Ist  h  der  Abstand  der  beiden  Brennlinien  und  befindet  sich  die  schnei- 
dende Ebene  zwischen  den  beiden  Brennlinien,  so  ist,  wenn  x  der  Abstand 
derselben  von  der  einen  Brennlinie  ist,  h^x  der  andere.  Das  Product 
a?(Ä  — «)  wird  für  a?  =  |Ä  ein  Maximum,  die  Dichte  des  Strahlenbüschels 
daher  an  dieser  Stelle  ein  Minimum. 


IV.  Eine  geometrische  Aufgabe. 

Zu  vier  gegebenen  Kugeln  eine  fünfte  so  zu  construiren, 
dass  diese  jede  der  gegebenen  vier  je  unter  einem  gegebe- 
nen Winkel  schneide. 

Verbindet  man  die  Mittelpunkte  zweier  sich  schneidender  Kugeln  mit 
irgend  einem  Punkte  ihres  Schnittkreises  durch  Radien,  so  sagen  wir:  die 
beiden  Kugeln  schneiden  sich  mehr  ausschliessend  oder  mehr  ein- 
schliessend,  je  nac'tdem  jene  Radien  den  stumpfen  oder  den  spiUen 
Schnittwinkel  der  beiden  Kugeln  mit  einander  einschliessen. 

Zwei  Kugeln  werden  von  einer  dritten  gleichartig  oder  ungleich- 
artig geschnitten,  je  nachdem  die  dritte  Kugel  die  beiden  anderen  zu- 
gleich mehr  ausschliessend  oder  mehr  einschliessend ,  oder  aber  die  eine 
mehr  ausschliessend  und  die  andere  mehr  einschliessend  schneidet. 

Bezeichnet  man  die  vier  gegebenen  Kugeln  mit  Mx^  M^^  M^y  M^  und 
die  zu  construirende  mit  f4,  so  hat  diese  nachfolgende  verschiedene  Lagen 
zu  den  vier  Kugeln  M\ 


*  Dieser  Satz  gilt  auch,  wenn  die  Schnittebene  MNPQ  nicht,  wie  in  der  Zeich- 
nung, zwischen  den  beiden  Brennlinien  liegt. 
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1.  I»,  schneidet  alle  vier  Kngeln  mehr  ansscbliessend ; 

2.  fi  schneidet  alle  vier  Kugeln  mehr  einschlieseend ; 

3.  fi  schneidet  drei  Kugeln  mehr  ausschliessend  und  eine  mehr 
einschliessend; 

4.  fA  schneidet  eine  Kugel  mehr  ausschliessend  nnd  drei  mehr  ein- 
schliessend ; 

5.  fi  schneidet  zwei  Kngeln  mehr  ausschliessend  nnd  zwei  mehr 
einschliessend. 

Der  Fall  1  wie  2  geben  je  nur  eine  Anordnung  der  vier  Kugeln  M  in 
Bezng  zur  Kugel  fi.  Diese  beiden  Anordnungen  entsprechen  einander.  Der 
Fall  3  giebt  vier  Anordnungen,  so  dass  jeder  derselben  je  eine  ans  den 
Anordnungen  des  Falles  4  entspricht.  Der  Fall  5  enthält  sechs  verschiedene 
Anordnungen ,  die  sich  zu  je  zweien  entsprechen.  Jede  Anordnung  giebt 
zu  einer  Lösung  unserer  Aufgabe  Veranlassung.  Wir  erhalten  somit 
sechszehn  Lösungen,  die  sich  achtmal  zu  je  zweien  entsprechen. 

Zum  Beweise  der  unten  angegebenen  Construction  und  Lösungen  der 
Aufgabe  möge  man  nachfolgende  Sätze  beachten: 

1.  Schneidet  eine  Kugel  zwei  gegebene  Kugeln,  beide 
je  unter  gleichen  Winkeln,  und  zwar  1.  gleichartig  oder 
2.  ungleichartig,  so  liegen  die  Schnittkreise  der  ersten  Ku- 
geln mit  den  beiden  anderen  derart  anf  ihr,  dass  der  eine 
von  den  durch  diese  Kreise  gehenden  Kegeln  seine  Spitze 
in  einem  der  beiden  Aehnlichkeitspunkte  der  zwei  gegebe- 
nen Kugeln  liegend  hat,  nnd  zwar  im  Fall  1  im  äusseren,  im 
Fall  2  im  Innern. 

2.  Alle  Kugeln,  welche  zwei  gegebene  Kugeln  je  unter 
gleichen  Winkeln,  nnd  zwar  beide  gleichartig  oder  ungleich- 
artig schneiden  und  ihre  Mittelpunkte  anf  einer  Geraden 
liegend  haben,  bilden  eine  Kugelschaar.  Ihre  Potenzebene 
geht  im  ersten  Falle  durch  den  äussern  nnd  im  zweiten 
Falle  durch  den  innern  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  ge- 
gebenen Kugeln. 

Wir  haben  nun  nachfolgende  Construction:  Man  schneide  jede  der 
gegebenen  vier  Kugeln  mit  einer  Ebene  ß,  so  dass  diese  Ebene  e^g  mit  der 
Kugel  Mjc  den  gleichen  Schnittwinkel  ur«  bildet,  als  wie  die  Kugel  ft.  x  ist 
eine  der  Zahlen  von  1  bis  4.  Construiren  wir  nun  die  vier  Kugeln ,  von 
denen  je  eine  mit  je  einer  der  gegebenen  concentrisch  ist  und  je  die  zu- 
gehörige Ebene  e^  berührt.  Diesen  Kngeln  wollen  wir  den  Namen  Klein - 
kugeln  geben  nnd  mit  kM^^kM^^  kM^j  kM^  bezeichnen.  Es  berührt  als- 
dann die  Kleinkngel  kM^  die  Ebene  ^,,  kM^  die  Ebene  e^  etc.  Construire 
nnn  die  Ebene  E^  auf  der  die  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  der  vier  Klein- 
kngeln  liegen.  Lege  von  dem  Potenzpunkte  der  vier  gegebenen  Kugeln  an 
jede  von  diesen  eine  Tangentialebene ,  deren  Berührungspunkte  beziehent- 
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lieh  6| ,  6,,  6,,  b^  seien,  und  ziehe  die  Geraden  Äff  6, ,  Ar, 62,  Ar, 63,  k^b^,  deren 
Durchschnittspunkte  mit  der  Ebene  E  die  Punkte  a, ,  a,,  a,,  /r^  sein  mögen. 
Lege  von  a,  als  Spitze  den  Tangentialkegel  an  die  Kleiukugel  kM^  und  con- 
strnire  eine  Kugel  m, ,  die  diesen  Kegel  and  di&Tangentialebene  6|  berühre. 
Auf  analoge  Weise  construire  man  die  Kugeln  m,,  m,,  m^.  Beschreibe  jetzt 
diejenigen  zwei  Kugeln  ftf  und  ^4,  von  denen  die  eine  die  Kugeln  mj  bis  m^ 
ansschliessend  und  die  andere  je  einschliessend  berührt,  so  sind  dies 
zwei  Kugeln,  die  die  gegebenen  vier  unter  den  bestimmten  Winkeln  a 
schneiden. 

Die  14  Übrigen  Lösungen  ergeben  sich,  indem  man  für  die  Ebene  E 
der  Reihe  nach  die  Ebenen,  durch  äussere  und  innere  Aehnlichkeitspuukle 
gehend,  nimmt. 

Bemerkung.  Liegt  der  Potenzpunkt  P  der  Kugeln  M  innerhalb  die- 
ser Kugeln,  so  kann  man  die  Tangentialebenen  b^  bis  b^  nicht  ziehen. 
Welche  Aenderung  ergiebt  sich  dann  in  der  Constrnction  ?  Wann  ist  die 
Auflösung  unmöglich  und  unter  welchen  Umständen  reducirt  sich  die  An- 
zahl der  Lösungen? 

Welche  Beziehungen  ergeben  sich  bei  imaginären  Schnitten  und 
Scbnittwinkeln  a? 

Aus  der  Construction  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  die 
für  das  entsprechende  Problem  über  die  Kreise  in  der  Ebene.  Auf  deren 
Erörterung  gehe  ich  hier  nicht  naher  ein. 

Solothurn,  im  October  1870.  Prof.  G.  Appoltbr. 


y.    lieber  das  Einschalten  eines  trigonometrischen  Punktes  in  ein 
gegebenes  Dreiecksnetz  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Wenn  die  Lage  mehrerer  Punkte  einer  Ebene  in  irgendwelcher  Weise, 
etwa  durch  rechtwinklige  Coordinaten  gegeben  ist,  so  wird  die  Aufgabe, 
einen  weitern  Punkt  gegen  die  gegebenen  festzulegen,  im  Allgemeinen  voll- 
ständig gelöst  durch  Messung  zweier  Winkel,  welche  je  einen  geometri- 
schen Ort  des  neuen  Punktes  liefern.  Hat  man  aber  mehr  als  zwei  Winkel 
(nicht  mit  absoluter  Genauigkeit)  gemessen,  so  ist  die  Aufgabe,  die  wahr- 
scheinlichste Lage  des  Punktes  zu  ermitteln ,  welche  bei  Detalltrianguli- 
rungen  eine  wichtige  Rolle  spielt,  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
zu  behandeln,  und  wird  gewöhnlich  dadurch  gelöst,  dass  man,  unter  Zu- 
grundelegung von  Näherungswerthen  a?o  y^  ^^r  Coordinaten  des  gesuchten 
Punktes,  zwischen  den  an  diesen  anzubringenden  wahrscheinlichsten  Ver- 
besserungen  xy  und  den  wahrscheinlichsten  Aenderungen  dd^d''...  der  ge* 
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messenen  Winkel  (mitTlilfe  des  Taylor 'sclien  Satzes)  lineare  Gleichungen 
aufstellt  von  der  Form 

ö  =  ax  +  hy  +w, 

8'  ^=  a  X  -{-  b'  y  -\-  w\ 


> 

deren  weitere  Behandlung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf 
zwei  Gleichungen: 

1     (aa)a:  +  (a6)y  +  (aw)  =  0, 
^^  I     (a6)a;  +  (6Ä)9  +  (6«;)  =  0 

und  damit  auf  die  gesuchten  Verbesserungen  x  und  y,  sowie,  unter  Zuhilfe- 
nahme von  [fom)^  auch  auf  deren  mittlere  zu  fürchtende  Fehler  führt. 

Der  Ansatz  der  Bedingungsgleichungen  1)  und  die  numerische  Ermit- 
telung ihrer  Coefficienten  ist  der  umständlichste  und  am  wenigsten  zu  con- 
trolirende  Theil  der  Rechnung  und  kann  durch  folgendes  einfachere  Ver- 
fahren ersetzt  werden: 

Unter  der  (oben  stillschweigend  gemachten)  Annahme  gleicher  Ge- 
nauigkeit der  Winkelmessung  oder  einer  bereits  erfolgten  Modification  der 
Gleichungen  1)  mit  den  Quadratwurzeln  der  Gewichte  bei  ungleicher  Ge- 
nauigkeit der  Winkelmessung  verlangt  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
bekanntlich ,  dass  die  Quadratsumme 

3)  Ä==(Ä5)  =  (aa)a:«  +  2(a6)a;y-f(6fi)y*  +  2(aw;)a;-f2(ftw)y+(i»w) 

zum  Minimum  wird,  eine  Bedingung,  die  sofort  auf  die  Gleichungen  2) 
führt.  Fasst  man  aber  den  allgemeinen  Werth  von  Sl  ins  Auge  (ohne  Hück- 
sicht  auf  das  Minimum),  so  erhellt,  dass  man  die  sechs  Coefficienten 
(a  fl)  {ab)  ...  {wfv)  finden  kann,  sobald  man  diejenigen  sechs  Werthe 
Sl^Sl^  •••  <^5  kennt,  welche  St  für  irgendwelche  sechs  bestimmte  Werth- 
systeme  xy  annimmt.  Bezeichnet  man  demnach  die  Werthe,  welche  SL 
annimmt, 

für  a?  =  Ö,       y  =  0       mit  Üq, 


4) 


80  ethält  man  die  Coefficienten  ausgedrückt  durch  die  Gleichungen 


a;  =  +  l,  y  =  0 

ü,, 

a;  =  — 1,  y  =  0 

ß.. 

■r  =  0,       y  =  +  l 

Ä., 

Ä=0,      y  =  —  \ 

•04, 

*•  =  +  !,  y  =  +  l 

i25. 

a;  =  -l,  y  =  +  l 

^, 

*  Mit  der  üblichen  Bezeiclinung  der  Snmroen  durch  Klammern.       ^-^  , 
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,    ,     ß,  +  ß,     ^ 


2 


4 
2  (fl*)  =  Ä5-  (fltf)  —  (Ä6)  -  (ww)  —  2(a«0  -  2(6«;), 
2  {ab)  =  i2g  —  (aa)  —  {bb)  —  («;«;)  +  2(<i  w)  +  2(6«;). 

Die  letzte  Gleichung  dient  als  Probe. 

Die  Bestimmung  der  Snmmencoefficienten  ist  also  zurückgeführt  auf 
diejenige  der  Werthe  i2,  diese  aber  sind  einfach  zu  rechnen;  es  sind  z.  B. 
die  in  Sli  vorkommenden  ä  die  Widersprüche  zwischen  den  gemessenen 
Winkeln  und  denWerthen,  welche  dieselben  annehmen,  wenn  x^+l  und  y^ 
als  Coordinaten  des  neuen  Punktes  in  Rechnung  genommen  werden;  sämmt- 
liche  Sl  finden  sich  also  mittels  derselben  Rechenoperationen,  welche  bei 
Ermittelung  des  unter  allen  Umständen  gebrauchten  {ww)  dienen. 

Vergleicht  man  dieses  Verfahren  mit  dem  gewöhnlichen,,  so  zeigt  sich 
bereits  der  Gewinn,  dass  mau  sich  nicht  mit  dem  Ansatz  der  Bedin- 
gungsgleichungen  zu  befassen  hat,  während  der  Wegfall  der  Berech- 
nung der  a,  6...  durch  die  Rechnung  sämmtlicher  d  auf  den  ersten  Blick 
aufgewogen  erscheint;  allein  wenn  man  bedenkt,  dass  diejenigen  d,  welche 
in  ilo  vorkommen,  auch  bei  der  gewöhnlichen  Methode  ermittelt  werden 
müssen,  und  dass  alle  anderen  d  an  denselbenStellen  der  Logarithmen- 
tafel wie  die  ersteren  zu  rechnen  sind,  also  kein  weiteres  Blättern  ver- 
ursachen, sondern  nur  eine  Wiederholung  der  Rechnung  mit  Aenderung 
der  zwei  oder  drei  letzten  Ziffern  verlangen,  so  flillt  der  Vergleich  zu  Gun- 
sten des  vorgeschlagenen  Verfahrens  aus«  (Nur  bei  rein  pothenotischer  Be- 
stimmung wird  wegen  der  gleichen  Form  aller Bediugungsgleichnngen und 
wegen  der  verhältnissmässig  grossen  Zahl  von  Richtungen  der  Vortheil  ge- 
ringer ausfallen.)  Allein  auch  diese  Rechnung  lässt  sich  noch  wesentlich 
vereinfachen,  wenn  sie  theilweise  durch  eine  Construction  ersetzt  wird. 
Bezeichnet  man  mit  ABC...  die  gegebenen  Punkte,  mitPgPi,..P^  die- 
jenigen Lagen  des  gesuchten  Punktes ,  welchen  die  Werthe  i^^  .$2| . . .  ^ 
entsprechen,  dann  hat  man,  wie  schon  erwähnt,  zur  Bestimmung  von  Sl^ 
die  Richtungen  AP^BP^...  trigonometrisch  zu  rechnen,  und  die  Bestim- 
mung von   Sli    würde    ebenso    verlangen    die  Rechnung    der  Richtungen 

AP^  BPi  ...;   eine  Richtungsdififerenz  A  P^-—  AP^  ist  aber  = -j-p  206265, 

wenn  e  der  Abstand  des  Punktes  P|  von  der  Geraden  APq^  und  lässt  sich 
höchst  einfach  construiren»  indem  e  und  AP  (beide  natürlich  in  sehr  ver- 
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schiedenem  Massstab)  aus  einer  genauen  Zeichnung  genommen  werden. 
Man  hat  also  nur  die  Richtungen  AP^  BI\  ,.,  zu  rechnen  und  schreibt 
dann  rasch  die  Tabelle  aller  AP^  BP^ . . .,  AP^  BP^ . . .,  indem  man  die  Rich- 
tnngsdifferenzen ,  von  denen  je  zwei  absolut  gleich,  aber  entgegengesetzten 
Zeichens  sind ,  aus  einem  bequem  eingerichteten  Diagramm  mit  dem  Zirkel 
abnimmt  und  mit  ihrem  aus  der  Figur  zu  ersehenden  Vorzeichen  den 
AP^BP^...  zufügt. 

In  Beziehung  auf  Rechenproben  ist  die  schon  erwähnte  zweifache 
Rechnung  von  {ah)  vollkommen  ausreichend  [5)];  sollte  diese  Probe  nicht 
stimmen,  so  sieht  man  nach,  ob  in  jeder  Gruppe  jg^i ...  dg,  welche  ein  und 
demselben  Winkel  zugehören  (also  nicht  in  demselben  Sl  vorkommen) ,  die 
leicht  zu  erweisende  Gleichung 

d,  —  J,  +  5,  —  d^  =  ^5  —  5^ 
erftillt  ist. 

Hat  man  es  mit  so  grossen  Entfernungen  zu  thnn,  dass  die  Erde  als 
Kugel  zu  betrachten  ist,  so  ftndert  sich  am  Ganzen  nur  die  Berechnung  der 
Richtungen  AP^BP^,,.^  welche  mit  Rücksicht  auf  die  nöthigen  kleinen 
Correctioneu  auszuführen  ist. 

Selbstverständlich  lässt  sich  das  vorgeschlagene  Verfahren  auf  jede 
Ausgleichung  mit  zwei  Unbekannten  anwenden;  ob  indessen  ein  Gewinn 
dadurch  erzielt  wird ,  hängt  von  der  Natur  der  Bedingungsgleichungen  ab. 
Ebenso  lässt  sich  nicht  allgemein  sagen,  ob  das  Verfahren  bei  drei  und  mehr 
Unbekannten  noch  von  Vortheil  ist. 

Die  Gleichungen  für  {aa)  und  (66)  in  5)  geben  noch  zu  einer  theoreti- 
schen Bemerkung  Veranlassung:  Diese  Werthe  sind  wesentlich  positiv  und 
es  fragt  sich ,  ob  sich  dies  aus  den  betreffenden  Gleichungen  4)  ersehen 
lässt.  Um  es  zu  untersuchen ,  betrachten  wir  die  Gleichung  2)  als  Gleich- 
ung einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  Beziehung  auf  ein  Coordinatensjstem 
xySl,  Da  stets  .$2>0,  so  liegt  die  Fläche  ganz  auf  einer  Seite  der  a;j^- 
£bene,  und  da  zugleich  Sl  beliebig  gross  Verden  kann,  so  kann  die  Fläche 
nichts  Anderes  sein,  als  ein  elliptisches  Paraboloid.  Jeder  ebene  Schnitt  II 
der  rry-Ebene  muss  eine  Ellipse  geben,  weshalb  zwischen  den  Coefficien- 
ten  der  Gleichung  die  Beziehung  stattfinden  muss: 

(66)-5-^(a6)>0. 

Dieser  Ansdruck  ist  mit  der  Gauss^schen  Bezeichnung  =z{bh.l) 

und  ist  nur  dann  allgemein  >0,   wenn  (afl)>0  und   (66)>0  (Encke, 

B.  J.  1835,  S.  272).    Dasselbe  lässt  sich  auch   rein  geometrisch  einsehen, 

Sit  +  Ä» 
wenn  die  Bedeutung  des  arithmetischen  Mittels als  das  zum  Hai- 

Jt 

birungspunkte  einer  Sehne  der  Fläche  gehörige  Sl  ins  Aoge  gefasst  wird. 
Karlsruhe,  im  Februar  1871.  Prof.  W.  Jordan. 
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VL   lieber  einen  merkwürdigen  Punkt  des  Dreieckt, 

(Hierzu  Taf.I,  Fig. 4.) 

Vertanscht  man  in  einem  Dreiecke  ABC  die  Richtungen  der  Seiten  der- 
gestalt ,  dass  (Fig.  4) 

ABa  =  AB,     ACa^AC, 
BCi,:=BC,     BAj^^BAy 
CAc=CA,      CBc=CB 
genommen  wird ,  und  construirt  man  ferner  die  Parallelogramme 

ABaA*Cay  BCi^B^A^,  CA^C^Bc, 
so  schneiden  sich  deren  Diagonalen  AA*,  BB*,  CC*  in  einem  Punkte  0. 
Letzterer  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  der  Quadrate  seiner  Ab- 
stände von  den  Dreiecksseiten  ein  Minimum  ausmacht;  er  ist  also  identisch 
mit  dem  von  Dr.  Wetz  ig  im  XII.  Theile  dieser  Zeitschrift,  S.  281 ,  unter- 
suchten Punkte. 

(Ana  einer  Mittheilung  von  Cohst.  Habkbva  in  Petersbarg.) 


Vn.    lieber  eine  analytische  Entwickelnng  der  Gmndformeln  der 
sphärisclien  Trigonometrie  in  voller  Allgemeinheit 

(Hierzu  Taf.  I,  Fig.  5  u.  ö.) 

Die  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  werden  gewöhnlich 
nicht  im  Zusammenhange  mit  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie 
des  Baumes  gegeben,  obwohl  dieselben  recht  eigentlich  dahin  gehören. 
Wie  bekannt,  rührt  dies  davon  her,  dass,  wenn  diese  Formeln  ohne  irgend- 
welche Beschränkung  abgeleitet  werden  sollen,  in  dieselben  mehrfach  Wur- 
zelgrössen  eingehen,  deren  Zeichen  sich  nicht  so  leicht  bestimmen  läset. 
Einen  beachtenswerthen  Versuch ,  diesen  Uebelstand  au  beseitigen ,  unter- 
nahm  Cauchy  {Exerc.  IV,  S.  5flgg.)5  indess  ist  nicht  zu  verkennen,  dass 
dies  erst  dann  vollständig  gelingen  könne ,  wenn  die  in  der  analytischen 
Geometrie  auftretenden  Grössen  eindeutig  definirt  werden,  was  nach 
dem  bekannten  Vorgange  von  Möbius  leicht  durchgeführt  werdea  kann. 
Auf  ähnliche  Weise  wurde  die  Sphärik  von  Gauss  in  der  Theor,  moU 
corp.  coeL  und  nachher  von  Möbius  (Leipz.  Berichte  1800,  S.52flgg.)  be- 
handelt, der  a.  a.  0.  zuerst  die  genannten  Formeln  in  voller  Allgemeinheit 
begründete.  —  Im  Folgenden  sollen  diese  Formeln  auf  analytischem  Wege, 
d.  h.  mit  Zugrundelegung  der  bekannten  Kichtungscoordinaten  im  Räume 
gewonnen  werden  —  ein  an  sich  naheliegendes  Verfahren,  das  sich  aber 
kaum  irgendwo  vollständig,  d.  h.  mit  Ausschluss  jeder  Beschränkung, 
durchgeführt  finden  dürfte  (vgl.  z.B.  Grunert,  Trigonometrie,  S.I35flgg.). 
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Es  ist  daza  eine  strengere  Fassung  der  Grnndbegriffe  der  analytischen  Geo- 
metrie in  dem  oben  angedeuteten  Sinne  erforderlich. 

1.  Wenn  sich  eine  geschlossene  Linie  von  einem  beliebigen  Punkte 
des  Baumes  aus  durch  eine  sich  selbst  nicht  schneidende,  in  sich  zurück- 
kehrende Kegelfläche  projiciren  lässt,  so  kann  dieselbe,  von  diesem  Punkte 
aus  betrachtet,  nach  ihrer  ganzen  Länge  in  einem  Drehungssinne  durch- 
laufen werden.  Ist  derselbe  der  scheinbaren  täglichen  Bewegung 
der  Erde  (oder  u.A.  der  Bewegung  eines  Uhrzeigers)  entgegengesetzt, 
so  soll  er  als  positiv  hezeichnet  werden.  Dem  entsprechend  wird  auch, 
wenn  die  positive  Richtung  in  der  Normale  einer  gegebenen 
Ebene  festgesetzt  ist,  für  die  in  dieser  gezeichneten  Winkel  und  Um- 
fange derjenige  Sinn  als  positiv  gelten,  welcher  für  einen  Be- 
obachter, der  so  auf  der  Ebene  steht,  dass  die  positive  Nor- 
malenrichtung von  seinen  Füssen  zum  Scheitel  geht,  mit 
dem  eben  definirten  positiven  Sinne  übereinstimmt.  Dann  ist 
auch  umgekehrt  mit  dem  positiven  Drehungssinne  in  der  Ebene  die  Rich- 
tung der  positiven  Normale  bestimmt. 

Von  drei  auf  einander  senkrechten  Richtungen^,  A,A:  ist  demnach 
jede  als  positive  Normale  für  die  von  den  beiden  anderen  gebildeten  Ebe- 
nen anzusehen.   Daraus  folgt 

1)  g*h=:Kk^k^g. 

Dies  gilt  insbesondere  von  den  positiven  Axenrichtungen  a:,  ^,  z  des  recht- 
winkligen Coordinatensystems ,  welches  „von  erster  oder  zweiter 
Art'*  heissen  soll,  je  nachdem  die  gleichen  Winkel  y*j,  2*0?,  x^y  90^  oder 
270^  betragen. 

Für  jede  vom  Anfangspunkte  0  ausgehende  Richtung  a  sind  die  Co- 
sinusse i)  fi,  V  der  mit  den  positiven  Axen  gebildeten  Winkel  eindeutig  be- 
stimmt; denn  dieselben  sind  bezüglich  von  der  Annahme  des  positiven  Sin- 
nes in  den  Ebenen  xa^ya^  za  unabhängig.  Bezeichnen  x^y^  z  die  Coordi- 
naten  eines  Punktes  A  auf  der'Geraden  a,  so  ist 

2)  x^l.OA^    y  =  ii,OA^     z  =  v.OA, 
wenn  nur  das  Zeichen  von  OA  gehörig  berücksichtigt  wird. 

Sind  iJf,  P  die  Projectionen  von  A  bezüglich  auf  die  a;y- Ebene  und 
die  rc-Axe,  so  giebt  die  Projection  des  räumlichen  Vierecks  OPMA  auf  a 

Xx  +  fiy+vz^OA, 
woraus  mit  Rücksicht  auf  2)  folgt : 

8)  k'+fi*  +  v^=\. 

Wird  durch  0  noch  eine  zweite  Richtung  b  gelegt,  deren  Richtungs- 
cosinusse Ar',  fi',  v'  sind,  so  findet  man  durch  Projection  desselben  Vierecks 

auf  ^ 

k*x  +  fiy  +  vz  =  OA  cos  ab  ^ 
also  nach  2) 

4)  iil'+fifi'-f  vv'=  co«a*6. 
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Daraus  folgt,  dass  aaeb  nmgekelirt  dnrcfa  jedes  Wert h System 
1,  fft,  y  nnr  eine  einzige  Kiehtong  a  bestimmt  wird.  Denn  wur-. 
den  deren  zwei  angenommen ,  so  worden  dieselben  gleicbwobl  vermöge  3) 
den  Winkel  (f  einscbliessen. 

2.  Unter  dem  Winkel  zweier  Ebenen  S,  ^  wird  bier  der  Winkel 
ibrer  positiven  Normalen  verstanden.  8oll  derselbe  eindeutig  be> 
stimmt  sein ,  so  moss  die  positive  Richtung  in  der  Durcbschnittslmie  beider 
Ebenen  gegebensein.    Unter  dieser  Voraussetzung  gilt  die  bekannte  Formel 

5)  JFC'==  ABC.  co*e*e', 

worin  ÄffC'  die  Projection  des  in  der  Ebene  @  liegenden  Dreiecks  ABC 
auf  S'  bedeutet  y  aucb  mit  Rficksicbt  auf  die  Zeieben  der  Dreiecksflaefaen 
(vergL  Baltzer,  Elem.  d.  Matb.  II,  S.  335).  Um  dies  ganz  streng  nachzu- 
weisen ,  betrachte  man  zunächst  ein  solches  Dreieck  ABC^  von  dessen  Sei- 
ten eine,  z.  B.  BC^  mit  der  DnrcbscbnittsHnie  der  Ebene  €€'  parallel  ist 
(oder  damit  zusammenfällt).  Nun  lege  man  durch  BC  eine  zu  ^  parallele 
Ebene  und  bestimme  ihre  positive  Normale  so,  dass  die  Projection  von 
ABC  auf  dieselbe  :  X' B  C  mit  AßC'  vollkommen  identisch  werde.  Ist 
dann  E  der  gemeinsame  Fnsspnnkt  der  von  A  und  Ä'  auf  BC  gefällten 
Lothe,  so  hat  man  mit  Einschluss  des  Zeichens 

lABC^BC.HA,     2Ä'BC^BC.HÄ\ 
wenn  nur  die  positiven  Richtungen  in  HA  und  HÄ'  so  angenommen  werden, 
dass  sie  von   der  positiven  Richtung  in^Cje  um  den  Winkel  +90^  ab- 
stehen.   Bezeichnen  wir  diese  Richtungen  bezüglich  mit  A,  K\  g^  iwner  die 
positiven  Normalen  von  (S  und  &  mit  n  nnd  n\  so  ist  nach  I) 

rih  =zh^g  =  -^  90»,     fi V=  h"^g  =  —  90». 
Ferner  ist,  da  die  vier  Richtungen  A,  h'\  it,  it'  in  derselben  Ebene 
liegen, 

somit 

Daraus  folgt 

HÄ'=^HA.co8{§:{§:,  also  A'BC^ ABC .cos^^\ 

Der  Uebergang  von  diesem  speciellen  Falle  auf  den  allgemeinen,  in 
welchem  die  Seiten  BCy  CAj  AB  des  gegebenen  Dreiecks  von  der  Durch- 
schnittslinie von  6  und  (S'  in  endlichen  Punkten  91,  93,  (S  geschnitten  wer- 
den, wird  durch  einen  von  Möbius  (Lcipz.  Berichte  1865,  S.  61)  gegebenen 
Satz  vermittelt,  demzufolge 

ABC==^A(S.  +  (S.B%  +  ^C^ 
ist.    Hier  stehen  auf  der  rechten  Seite  nur  Dreiecke,  deren  Grundlinien  in 
die  Durchschnittslinie  von  ©  und  (S'  fallen.  —  Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich 
Gleichung  5)  auf  jede  geradlinig  begrenzte  Figur  verallgemeinem. 

3.  Es  sollen  nun  die  Kichtungscosinusse  /j  m,  n  der  positiven 
Normale  für  die  von  zwei  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Geraden 
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gebildete  Ebene  ermittelt  werden.    In  derselben  wird  die  positive  Richtung 
wieder  besiehenilicb  mit  a,  b  bezeichnet. 

Ist  A  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  ersten  Geraden  mit  den  Coordina- 
ten  0?,  jf,  z;  B  ein  solcher  anf  der  zweiten  mit  den  Coordinaten  x\  y\  z\  so 
erbalten  wir  für  die  Protection  OjfE^  des  Dreiecks  GAB  auf  die  ^e- Ebene 
zunächst  nach  5) 

OA'B'=l.OAB; 
femer  zufolge  einer  bekannten  Formel 

20A'B'=B{yz^yz), 
wo  e  gleich  +1  oder  —  l  ist,  je  nachdem  das  Coordinatensystem  von  erster 
oder  zweiter  Art  ist.    Aas  diesen  Gleichungen  folgt  mit  Rücksicht  auf  2) 
wegen 

20AB  =  0A  .OB .  sinab 
für  die  gesuchte  Grösse  / 

/  sin a'b  =  €  (^  v'—  jLt'v). 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man 
6)  m  sifia^b=i  (vA'— v A),     n  sina^b  s=  e  (X^'^iV)- 

Anmerkung.  Bei  Zugrundelegung  von  schiefwinkligen  Raum- 
coordinaten  treten  an  Stelle  der  vorstehenden  Formeln  zwei  polare  Sy- 
steme —  entsprechend  der  zweifachen  Art,  eine  Richtung  eindeutig  zu  be- 
stimmen, d.  i.  entweder  durch  die  Cosinusse  A,  /u.,  v  der  mit  den  Axen 
^ytfy  *  —  o^^i*  <}io  Sinusse  l,  m,  n  der  mit  den  Ebenen  yzy  zx^  xy  gebil- 
deten Winkel.  (Unter  den  letzteren  sind  die  Complemente  der  Winkel 
zwischen  der  gegebenen  Richtung  und  den  positiven  Normalen  auf  die  be- 
züglichen Coordinatenebenen  zu  verstehen.)  Werden  diese  Grössen  für  die 
positive  Normale  der  Ebene  ab  bezüglich  mit  l,  m^  n^  Lj  M^  N  bezeichnet, 
so  hat  man  einerseits 

L  sin  a%  siny\  =  jit v'—  ja'v  etc. , 
andererseits 

/  51  n  ab  sin  I  =  m  n  —  m'n  etc. 

Hier  bedeuten  X  etc.  bezüglich  die  Winkel  zwischen  der  zx-  und 
a;y- Ebene  etc.  Beide  Systeme  ergeben  sich  ans  einer  von  Gauss  herrüh- 
renden Formel  (vergl.Baltzer,  Det.,  §  16,4),  das  erstere  unmittelbar,  das 
letztere  durch  polare  Umformung.  Dies  findet  sich  auch  für  sich  bei  C  a  u  c  fa  y 
a.  a.  O.  S.  62.  —  Der  folgenden  Entwickelung  vorgreifend ,  bemerken  wir, 
dasa  sich  auch  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  die  Grundforroeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  ohne  jede  Beschränkung  ableiten  lassen,  wenn 
nnr  einige  einfache  Formeln  berücksichtigt  werden,  die  sich  unmittelbar 
aus  den  bekannten  Relationen 

xsin^=:l.OAf    ysinri^m.OAj     t«>if=n.O^ 
ergeben,  wo  £,  i^,  {;  bezüglich  die  Winkel  zwischen  ys -Ebene  und  i'-Axe 
etc.  bezeichnen. 
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4.  Nan  seien  dnrchden  Anfangspunkt  drei  Richtungen  a,  b^  c  gelegt 
nnd  1,  fi,  v;  ^')  f^'t  v\  X'\  fi',  v'  die  bezüglichen  Cosinusse.  Werden  dann 
unter  a,  /?,  ^  die  positiven  Normalen  für  die  Ebenen  bc^  ca^  ab  verstanden 
und  die  Bichtnngscosinusse  derselben  bezüglich  mit  /,  m,  n;  /*,»»',  n; 
f\  fn\  n"  bezeichnet,  so  hat  man  nach  6) 

1f  sin  c^a  s=  e  {fi'v  —  fi  v") ,      /"  sin  ab  =  e  (fi  v'—  f*'v) , 
msinc^a  =  «  (y"k  -  vT),     m"Wwa'6  =  «  (vA'—  v'A) , 
nsin c^a  =  e  (A"^  —  k f*") ,  . n'sin ab  =  «  (X fi'—  XV)* 
Nach  4)  ist  aber 

cosß^Y  ^=  ^^'+  w'm"  +  fiV; 
also  folgt  durch  Einsetzung  der  vorstehenden  Ausdrücke 

i,    fl,    V  A,  ft,  v 


cosß^y  .  5fw  c^a  .  «n  a'^h  = 


7) 


*•  +   ^'  +   v',     Ar+^/  +  v/ 


1     ,  cos  ab 


wie  sich  aus  8)  und  4)  sofort  ergiebt. 

Auf  ähnliche  Art  werden  die  Formeln 

cosaby  cosc^a 


cos  y'tt .  sin  a'^b ,  sin  b^c  = 
cos  aß .  sin  b^c .  sin  c^a  = 


l     ,  cosb^c 
cosb'^Cy  cosa'^b 
1     ,  cosc'^a 


gefunden. 

Die  in  diesen  Formeln  auftretenden  Determinanten  sind  adjungirte 
Elemente  des  Schemas 

1     ,  cosa'^by  cosc^a  1 
cosa^by       l      ,  cosb"c^:=P. 
cosc^a^  cosb'^Cy       ]        ] 
Bezeichnen  wir  dieselben  allgemein  mitpr,  n  so  stellt  sich  das  Qna- 
d  rat  von  7)  in  folgender  Art  dar: 

Daraus  folgt 

P»t  Pa«  sinßY  =  jo„  p„  —  p%,  =  P, 
also 

8)  sin  c"a  sin  a'^b  sin  /Ty  =  ö  f/P^ 

wo  a  entweder +  1  oder  —1  sein  kann.  j/P  soll  durchweg  als  absolut  po- 
sitiv betrachtet  werden. 

5.  Da  der  Winkel  ß^y  eindeutig  definirt  ist,  so  kann  ö  in  jedem  be- 
stimmten Falle  nur  einen  der  Werthe  +1  ^^^  "^1  erhalten.  Hierfiber 
lässt  sich  eine  Regel  aufstellen,  zu  der  man  am  schnellsten  auf  folgende 
Art  gelangt: 

Denkt  man  sich  eine  Ebene  gelegt,  welche  die  Geraden  a,  6,c  be- 
züglich in  den  Punkten  A^  B^  C  schneidet,  so  entsteht  ein  Tetraeder,  dessen 


Volum 


ZCOAB  =  OAB.HC. 
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Hier  bezeichnet  H  den  Fasspunkt  der  von  C  auf  OÄB  gefällten  Nor« 
male.  Werden  OAB  und  HC  mit  den  Zeichen  genommen,  die  denselben 
nach  Festsetzung  des  positiven  Sinnes  in  der  Ebene  OAB  zukommen,  so 
entspricht  der  vorstehende  Ausdruck  genau  der  von  Möbius  (Statik  I, 
S.  101)  aufgestellten  Kegel,  wonach  CO  AB  als  positiv  oder  negativ  zu  be- 
trachten ist,  je  nachdem  dem  in  C  befindlichen  Auge  der  Sinn  OAB  positiv 
oder  negativ  erscheint.    Nun  ist  aber 

20AB=0A.  OBsinabj     BC=OCcoscy, 
alsQ 

9)  fiCOAB^  —  QOABC=OA.OB.OCsina^bcoscy. 

eoscy  ergiebt  sich  mittels  Gleichung  7).   Setzt  man  nämlich  an  Stelle 

der  Richtung  b  die  Richtung  y  und  demgemäss  an  Stelle  von  /  die  positive 

Normale  c^   der  Ebene  ay,  so  folgt  aus  der  erwähnten  Formel  wegen 

co»ay  =  0 

sw  c'a  sin  ary  cos  jTc,  =  —  cos  c^. 

Da  C|  in  der  Ebene  ßy  liegt,  so  ist 

ferner  hat  man  nach  1) 

aV  =  y^c,(=  +  00), 
also 

cos /Tc,  =  cos  {ay  +  ß^y)  =  •—  sin a'y  sin  /Ty, 
und  schliesslich  wegen  sinay^=ii 

sinc^a  sinß^y  =  cosc^. 
Wird  dieser  Werth  für  cosc^y  in  9)  eingesetzt,  so  folgt 

10)  GOABC==—OA.  OB  .  OC  sin  c'"a  sina%  sinß^y. 

Werden  die  Punkte  A^B^C  bezüglich  auf  den  Richtungen  a,  fr,  c  selbst 
angenommen,  so  dass  die  Strecken  OA^  OBy  OC  als  positive  Grössen  zu 
betrachten  sind,  so  ist  das  Zeichen  des  Ausdrucks  sinc^^a^  sina^b,  sinß^y  dem 
des  Tetraedervolumens  Oi4j9C  entgegengesetzt.  Daraus  ergiebt  sich  folgende 
Regel  zur  Bestimmung  von  a  in  8):  Diese  Grösse  ist  gleich  +1 
oder  —1,  je  nachdem  der  Umlauf  ABC,  wozu  die  Punkte  A,  B,  C 
beziehentlich  auf  den  Richtungen  a,  6,  o  selbst  anzunehmen  sind,  längs 
der  Seiten  dieses  Dreiecks  ausgeführt,  für  den  Punkt  0  im 
positiven  oder  negativen  Sinne  vor  sich  geht. 

Die  Grösse  ^sina^b  cosc'^y  wird  nach  v.  Staudt  (Grelle  J.  24,  S.  255) 
als  Sinus  der  Ecke  a,  fr,  c,  d.  h.  mit^triafrc  bezeichnet.   Demnach  ist 

11)  *f  n  a  fr  c  =  —  sin  ab  cos  c'^y  ==  —  sin  c'^a  sin  ab  sin  ßy  =  a  ^  P. 
Man  findet  ferner  mit  Rücksicht  auf  4)  und  6^) 

stnabc:=^stna  bcosc  y^^^-ij  A+wifi+wv), 
also 


5i/iafrc=— £    k\    ^\    v'  I 
,//       //      // 1 
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Diese  Formel,  welche  zuerst  bei  Gauss,  Disq.  cca.  superf.curt.  II ^  7, 
vorkommt  (vergl.  auch  Canchy  a.  a.  0.  8.31),  führt  anmittelbar  ron 
Gleichong  10)  auf  den  bekannten  Ausdruck  des  Tetraedervolums  darch  die 
Coordinaten  seiner  Ecl^punkte. 

Endlich  folgt  ans  der  Bedentang  von  a  [il)] 

sin bac  =  —  sinabc  etc. 

6.  Wird  um  den  Punkt  0  eine  Kugelfläche  mit  dem  Radius  1  beschrie- 
ben, welche  von  den  Richtungen  a,  &,  c  bezüglich  in  den  Punkten  A^  B^  C 
getroffen  wird ,  so  entsteht  ein  sphärisches  Dreieck  A  BC^  auf  welches  die 
Formeln  7)  und  8)  unmittelbar  übertragen  werden  können.  Dabei  treten  an 
Stelle  von  2»'c,  c^'a,  a'b  die  Seiten  ßC,  CA^  AB  dieses  sphärischen  Dreiecks, 
jede  von  dem  zuerst  stehenden  Eckpunkte  ab  gerechnet,  in  der  positiven 
Richtung  des  bezüglichen  Hauptkreises,  Werden  diese  Richtungen  mita,  b,  c 
bezeichnet,  so  findet  man  ferner  die  /3^/,  /a,  ctß  bezüglich  gleich  den  sphä- 
rischen Winkeln  Kc,  c^'a,  a^(,  wenn  dieselben  an  derAussenseite  der 
Kngelfläche  im  positiven  Drehungssinne  abgelesen  werden.  Dies 
erkennt  man  leicht  aus  der  Figur;  z.  B.  bestimmt  man  in  den  Ebenen 
ca^  ab  beziehentlich  die  Richtungen  h\  c  so,  dass  i^c  =s a'^b  =s9(P ^  so  findet 
man  durch  einen  bereits  in  Nr.  2  angewandten  Schluss,  dass  ßy=sb'^c\ 
welcher  Winkel  mit  dem  eben  definirten  (''c  vollständig  übereinstimmt. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Definitionen  der  Seiten  und  Winkel  des  sphä- 
rischen Dreiecks  lässt  sich  das  Zeichen  des  in  8)  vorkommenden  Ausdrucks 
sin  CA  sin  A  B  sin  Vt  auch  unmittelbar  bestimmen.  Man  bemerkt  zunächst, 
dass  derselbe  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  die  positive  Richtung  in 
einem  der  Hauptkreise  in  die  entgegengesetzte  verwandelt  wird.  Tritt  z.  B. 
an  Stelle  von  6  die  entgegengesetzte  Richtung  (',  so  wechselt  CA  sein  Zei- 
chen; allein  zugleich  kommt  6'^c  =  Ä'^ft  +  b\  =  180  +  b\  anstatt  6*c,  so  dass 
im  Ganzen  der  Ausdruck  ungeändert  bleibt.  Daraus  folgt,  dass  man,  ohne 
denselben  zu  ändern,  die  positiven  Richtungen  der  Hauptkreise  so  an- 
nehmen kann,  dass  die  BC^  CA^  AB  180®  nicht  übersteigen.  Dann  stimmt 
aber  sein  Zeichen  mit  dem  von  sinVi  überein  und  man  erkennt  aus  der  Figar, 
dass  dasselbe  -}-  oder  —  sei,  je  nachdem  der  Umlauf  ^^C,  der  zwischen 
diesen  Punkten  in  der  vorgeschrieben  Ordnung  so  auszuführen  ist,  dass  die 
beschriebenen  Bogen  AB^  BC,  CA  180°  nicht  überschreiten,  für  einen  die 
Kugelfläche  von  aussen  betrachtenden  Beobachter  im  posi- 
tiven oder  negativen  Sinne  erfolgt.  Dies  Resultat  ist  vollstftnd ig 
mit  dem  identisch ,  welches  in  der  vorigen  Nummer  erhalten  wurde. 

Aus  der  vollständigen  Symmetrie  der  rechten  Seite  der  Gleichung  8) 
in  Beziehung  auf  die  Seiten  und  Eckpunkte  des  sphärischen  Dreiecks  ABC 
folgt,  dass  auch  die  Ausdrücke  sinABsinBCsint^d  und  sinBC sinCA  sina1> 
denselben  Werth  besitzen  müssen,  wie  sin  CA  sin  A  B  sinh\.  Es  ist  also 
sinh\  __  sin  Ca  _  sin (th  __  6j/P 


sin  B  C     sin  CA      sin  A  B      sin  A  C  sin  CA  sin  A  B' 
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Darans  folgt  umgekehrt^  dass  die  Grössen  c  und  $inV^sinCcLsin^''i 
gleichbezeichnet  sind,  so  dass  also  der  oben  definirte  Sinn  ABCm\t 
dem  Vorzeichen  von  5in b\ m c^a m a^6  Übereinstimmt. 

Die  Gleichungen  12)  in  Verbindung  mit  7),  die  in  den  geänderten  Be- 
zeichnungen so  lauten: 

!8in  CA  sin  Ä  B- cos  B\  =  cos  CA  cos  AB  —  cos  B C, 
sin  AB  sin  BC  cos  c\i  =  C09  A  B  cos  BC  —  cos  CAy 
sin  BC  sin  CA  coscl%  =  cos  BC  cos  CA  —  cos  AB^ 
sind   die    Grundformeln   der   sphärischen  Trigonometrie,   ans 
denen  sich  bekanntlich  die  übrigen  durch  algebraische  (und  zwar  meist 
eindeutige)   Operationen  ableiten  lassen.    Z.  B.  eliminirt  man  ans  13) 
cosABy   ersetzt  in  den  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen  die  sinBC  etc. 
vermittelst  12)  bezüglich  durch  sin  b^c  etc. ,  so  ergiebt  sich  die  Relation 

14)  sin  c^a  sin  (i'h  cos  BC=  cos c^a  cos Ci'i  —  cos t^c, 

der  sich  ähnliche  für  cos  CA  und  cos  AB  anschliessen.  Bei  den  hier  an- 
gewandten Definitionen  der  Stücke  eines  sphärischen  Dreiecks  tritt  also  die 
Polarität  der  Formeln  in  Beziehung  auf  Seiten  und  Winkel 
ganz  ungetrübt  hervor. 

Aus  14)  folgt  in  derselben  Weise  wie  ans  7)  die  Gleichung  8) : 

15)  sin  c^a  sin  a*6  sin  BC=t  j/II  , 
wo  unter  11  die  Determinante 

l     ,  CO*  a"6,  CO* c^a 
coscL^h,      1      ,   cosVc 
cos^Cii  cosb^Cj       1 
an  verstehen  ist.   Der  Werth  von  r  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  12).   Es  ist 
(*t>i  AB  sinBC sin c'^a)  .  {sin B C sin  CA  sin a*b)  *    • 

^  =  (sin  B  C  sin  CA  sin  A  B)  .  (sin  c"a  sin  a^b  sin  BC)  =  P. 

Da  P  wesentlich  positiv  ist,  so  sieht  man,  dass  i  gleioh  +1  oder 
—  l  ist,  je  nachdem  sinBC  sinCA  sin  AB  positiv  oder  negativ  ist. 

Aus  15)  und  16)  folgt  ferner 

sin B C«.  sin CA^.sinAB*  .11=^  P\ 
nnd  in  ähnlicher  Art  aus  12)  und  15) 

sin  b"c*  sin  c  V  sin  a"6«  .P=^TP 
(vergl.  Junghann,   Grunert  Archiv  34,   S.  374).     Diese   beiden  Formeln 
lassen  sich  auch  unmittelbar  ans  13)  und  15)  ableiten.    Versteht  man  unter 
Pr,*  wie  in  Nr.  4  die  adjungirten  Elemente  des  Schemas  P,  so  ist  oflfenbar 
sinBC^sinCj^  sinAB*.  12=^2  +  p,, p„ Pti=  P*- 
Die  Formeln  14)  und  15)  erhält  man  auch,  wenn  man  12)  und  13)  auf 
das  Polardreieck  von  ABC  anwendet,  welches  von  den  positiven  Polen 
A',  ^,  C'  der  Hauptkreise  BC;  CA,  ABy  d.  i.  den  Endpunkten  der  Rich- 
tungen«,/3,y  gebildet  wird.  (Nach  Gauss,  Theor.mol.,  S.  151,  liegt  der 
positive  Pol  eines  Hauptkreises  zur  Linken  eines  nach  der  positiven  Rieh- 
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inn^  d««t4»lbeB  aaf  der  Aassenseite  der  Kngeliicbe  foilscbreiteBdeB,  wmm 

mit  den  VortiebendeD  fibereinstimmt.)   Werden  die  pesitiTen  RicktnngeB 

der  Haaptkreise  ffC\CÄ,  Äß  bexfiglicli  mit  a',  6',  i  bezeiclinet,  so  ist, 

wie  obea 

^C=/r7  =  6*cete.; 

femer,  da  a,  6,  r  bezfiglich  die  positiven  Normalen  fnr  die  Ebenen  ^7,  /e, 
a/)  darstellen: 

b'V=Vc=^Cetc. 

Bomit  folgt  darch  Anwendnng  der  Gleiebiing  12)  aaf  das  Dreieck 

17)  sinCama'^sinBC^^yii, 

wo  6  gleicb  +1  oder  —1  ist,  je  naebdem  der  Sinn  ÄffC  für  den  Beobacb- 
ter  von  aussen  (s.  o.)  positiT  oder  negatir  ist.  Zufolge  der  oben  gemacbten 
BemerkuDg  muss  derselbe  mit  dem  Yorzeicben  von 

swh  c  ftnc  a  siwtt  b, 
d.i. 

sinBCsmCAsinAB, 
fibereinstimmen,  so  dass  die  vorstebende  Formel  im  rollen  Einklänge 
mit  15)  siebt 

7.  Gewöbnlicb  wird  in  den  Hauptkreisen ,  die  das  spbäriscbe  Dreieck 
bilden ,  ein  positiver  Sinn  niebt  unterscbieden,  sondern  die  Seiten  desselben 
absolut  genommen,  indem  je  einer  von  den  je  zwei  Eckpunkte  verbindenden 
Bogen  als  Dreiecksseite  erklärt  wird.  Dm  ancb  unter  dieser  Voraussetzung 
allgemein  giltige  Formeln  zu  erhalten ,  müssen  die  spbäriscben  Winkel  ge- 
mäss der  von  Möbius  (a.  a.  O.  Nr.  15)  gegebenen  Regel  genommen  wer> 
den:  „Man  durcbgehe  auf  der  äussern  Seite  der  Kugelfläche  den  Umfang 
des  Dreiecks  nach  dem  Sinne  ABC  und  bezeichne  die  Seiten  der  Bogen 
ABf  BCy  OAf  welche  auf  diesem  Wege  zur  Linken  (Rechten)  liegen. 
Dann  bilden  sowohl  diejenigen  Winkel,  welche  die  bezeichneten 
Schenkel  enthalten,  als  auch  die»  welche  sie  nicht  enthalten, 
ein  zusammengehöriges  System."  Indem  diese  beiden  Systeme  nicht  wesent- 
lich von  einander  verschieden  sind ,  vielmehr  die  Winkel  des  ersteren  bei 
der  zweiten  Art  der  Bezeichnung  als  solche  des  zweiten  auftreten ,  so  kön- 
nen wir  uns  auf  die  Betrachtung  des  ersteren  beschränken.  Bezeichnen 
wir  die  Winkel  desselben  mit  Ay  B,  C  und  die  denselben  gegenüberliegen- 
den Seiten  bezüglich  mit  a,  &,  c,  so  können  wir  nach  passender  Festsetzung 
der  positiven  Richtungen  der  Hauptkreise  setzen: 

BC==aj  CA  =  b,  AB=:c, 

Kc  =  i8oqF^,    c''a=i80+J?,    a"6  =  i80  +  C, 
wo  sich  das  doppelte  Zeichen  auf  die  zweifache  Art  der  Markirung  der 
Seiton  bezieht.   Demgemäss  folgt  aus  12)  und  13): 
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sin  a      sin  b       ^i>i  c        sin  a  sin  b  sin  c  ' 
sin  b  sin  c  cos  A  =  cos  a  —  cos  b  cos  c  etc. 

8.  Sind  von  den  sechs  Stücken  a,  6,  c;  A^  B^  C^  deren  jedes  alle 
Werthe  zwischen  0^  und  360^  annehmen  kann,  drei  beliebige  gegeben,  so 
erhält  man,  wie  schon  Mob  ins  im  Eingange  der  öfters  erwähnten  Abhand- 
Inng  bemerkt,  für  die  drei  übrigen  in  jedem  Falle  iwdi  Systeme  znsam- 
mengehöriger  Werthe.  Wird  nnr  eindeutige  Bestimmung  derselben  ver- 
langt, so  kann  das  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  dadurch  erreicht  werden, 
dass  eines  der  gesuchten  Stücke  auf  eine  halbe  Peripherie  beschränkt 
wird.  Dies  kommt  darauf  hinaus,  entweder  den  Sinn  ABC  bo^  wie 
derselbe  in  Nr.  6  definirt  wurde,  oder  der  ihm  zugeordneten  pola- 
ren Ä l[ C'  von  vornherein  vorzuschreiben.  Um  diese  Bemerkung 
etwas  genauer  auszuführen,  sollen  jedoch  wieder  die  Definitionen  und  For- 
meln von  Nr.  0  gebraucht  werden.  Der  Kürze  wegen  werden  von  hier  ab 
unter  a,  6,  c\  A,  j5,  C  bezüglich  die  Grössen  BC^  CA^^AB-^  b\,  c*a,  a'^b 
verstanden. 

Die  Auflösung  der  sphärischen  Dreiecke  umfasst  sechs  verschiedene 
Aufgaben ,  je  nachdem  die  Stücke 

1)     a,  b,  c,  2)     Ay  b,  c,  3)     5,  6,  c, 

4)     b,B,Cy  5)     a,B,C,  6)     A,B,C 

gegeben  sind. 

Man  erkennt  sofort,  dass  im  ersten  und  fünften  Falle  auch  der  Sinn 
ABC  des  zugeordneten  Polardreiecks  gegeben  ist;  denn  er  ergiebtsich  im 
letzteren  unmittelbar  aus  17),  im  ersteren  unmittelbar  aus  der  Bemerkung, 
dass  er  mit  dem  Vorzeichen  von  sin a  sin b  sine  übereinstimmen  müsse.  Da- 
gegen ist  für  die  bezüglichen  Dreiecke  der  Sinn  ABC  entgegengesetzt,  wie 
man  aus  12)  entnimmt. 

Auf  ähnliche  Weise  wird  gefunden,  dass  im  zweiten  und  sechsten 
Falle  der  Sinn  ABC  für  die  beiden  Dreiecke,  die  den  gestellten  Anforde- 
rungen Genüge  leisten ,  bereits  aus  den  gegebenen  Stücken  bestimmt  sei, 
sowie,  dass  dieselben  sich  durch  den  Sinn  der  zugeordneten  Polardreiecke 
unterscheiden. 

Ganz  anders  stellen  sich  der  dritte  und  vierte  Fall.  Zunächst  stehen  hier 

die  Sinne  ABC  und  ÄB'C'  in  gegenseitiger  Abhängigkeit,  welche  dadurch 

-11.        -1         1      Wr      1  sin  A  sin  B  sinC  .        .         ^. 

ausgedrückt  ist,  dass  der  Werth  von  — : r-r — : —  ffegeben  ist«     Dieser 

sm  a  stn  b  stnc    °  ° 

Quotient  ist  nämlich  gleich  (-:r-T-)  .   —   Wenn    wir  auf  den   dritten   Fall 

etwas  näher  eingehen ,  so  bieten  sich  zunächst  aus  der  Gleichung 

18)  sin  C  sin  b  =  sin  c  sin  B 

die  beiden  Werthe  von  C  dar,  die  sich  also  zu  180°  ergänzen.  Aus  der  zwei- 
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ten  und  dritten  der  Gleichungen  13)  ergeben  sich  dann  sina  nnd  cosa^  und 

zwar  erhält  man  für  die  erstere  Grösse 

cos  b*  — cos  c* 

Stn  a  = : ; — ; -. 

—  stn  c  cos  b  cosß  +  sin  b  cos  c  cos  C 

Entsprechend  den  beiden  Werthen  von  cosC^  die  einander  entgegen- 
gesetzt gleich  sind ,  werden  also  auch  zwei  Werthe  von  a :  a  nnd  a'  gefnn- 
den.  Um  zn  entscheiden,  ob  sina  und  sina'  gleiches  oder  entgegengesetz- 
tes Vorzeichen  tragen ,  bilde  man  ihr  Prodnct 

.     ,  ,     „  (cosb'  —  cosc')* 

sina  sina    =  -: — ; -^ — -r :—-r^ — :. 

stn  er  cos  6*  cos  B*  —  sin  ft*  cos  er  cos  6  * 

Mit  Rücksicht  auf  18)  lässt  sich  der  Nenner  dieses  Bruches  ohne  Mühe 

transformiren  in 

{jsin  c^  —  sin  b*)  (l  —  sin  c*  sin  B*) , 

so  dass 

,   .     .,        sin  c^-^  sin  b* 

sina  stna   = .    ,    .    p, 

1  —  sin  c*  stn  B* 

wird.  —  Man  hat  also  zu  unterscheiden: 

a)  Ist  sin  c*  >  sin  6'  >  sin  c*  sin  B*  [der  zweite  Theil  dieser  Un- 
gleichung folgt  unmittelbar  ans  18)],  so  sind  sina'  und  sina"  gleich- 
bezeichnet; mithin  ist  für  die  beiden  hierher  gehörigen  Dreiecke 
def  Sinn  ABC  gleichartig.  Nach  dem  oben  Bemerkten  gilt 
dasselbe  von  dem  polar  zugeordneten  Sinne  Ä E^ C\ 
—  Die  beiden  Dreiecke  können  nur  dadurch  getrennt  werden» 
dass  C  auf  einen  Quadranten  beschränkt  wird. 

b)  Ist  sinc^^sinb*,  so  sind  sina'  und  5ina"  ungleichbezeichnet,  folg- 
lich der  Sinn  ABC,  sowie  auch  der  polare  Ä B' C'  in  den 
beiden  in  Rede* stehenden  Dreiecken  entgegengesetzt. 

Aehnlich  gestaltet  sich  die  Sache  im  vierten  Falle,  wo  es  darauf  an- 
kommt ,  ob  sin  C*  >  sin  B^  >  5t>i  C  sin  6*  oder  sin  C*  <  sin  B^  ist. 

Berlin,  4.  Juni  1870.  Dr.  0.  Stolz. 


YHL    Zum  Gebrauche  der  Zahlentafeln. 

Die  irrationalen  Zahlenwerthe  ^nrerden,  auf  eine  bestimmte  Anzahl  von 
Decimalstellen  gekürzt,  so  in  Tafeln  gebracht,  dass  der  Fehler  wegen  der 
vernachlässigten  Decimalstellen  am  kleinsten  wird ,  also  kleiner  als  ^  Ein- 
heit der  letzten  Stelle  oder,  wenn  man  (wie  es  jetzt  häufig  geschieht)  die 
Erhöhung  der  letzten  Stelle  bezeichnet,  kleiner  als  ^  Einheit.  Es  ist  nun 
interessant,  zu  sehen,  dass  auch  der  Fehler  der  interpolirten  Zahlen,  wenn 
man  die  in  der  Tafel  enthaltenen  als  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe 
erster  Ordnung  voraussetzt,  diese  Grösse  nicht  übersteigt. 
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Es  seien  /,  t  die  mittleren  Zahlenwerthe  einer  Fonction  für  die  Argu- 
mente n  und  n  +  1}  welche  unmittelbar  in  der  Tafel  enthalten  sind,  Z+^t 
t  -^^fo  die  wahren  Werthe,  X  sei  der  wahre  Zahlenwerth  der  Function  für 
das  Argument  m+^9  wo  d  ein  echter  Bruch  ist.  Dann  ist  t—l  die  mittlere 
und  /'+w'— (/+«?)  =  /'—/  +  «;'— w  die  wahre  Differenz,  also 

A  =  /  +  Ji;  +  (Z' —  /  +  w  —  w)  d 
oder 

A  c=/  + (r  — /)  ^+ (1  — <^)  «^  +  ^«''• 

Nun  ist  /+(/  —  /)  d  der  mittlere  interpolirte  Werth  der  Function  für  das 

Argument  n+cf,  also 

F^{\  —  d)w'\'dw 

der  Fehler  des  mittleren  Werlhes.    Da  nun  1— (f+d=l  ist,  so  ist  der  Feh- 
ler im  Allgemeinen  absolut  kleiner  als  der  grössere  der  Fehler  m  oder  n>\ 

Wird  die  Erhöhung  der  letzten  Decimale  in  den  Tafelwerthen  nicht 
angegeben ,  so  ist  der  grösste  Werth  von  m  oder  n^':=  \  Einheit  der  letzten 
Stelle.  Damit  der  Fehler  der  interpolirten  Zahl  diese  Grenze  nicht  über- 
steigt, ist  es  nöthig,  die  aus  {t—l)d  erhaltenen  späteren  Decimalstellen 
beizubehalten.  Wird  die  Erhöhung  der  letzten  Decimale  angezeigt,  so  ist 
der  Fehler  kleiner  als  ^  Einheit  der  letzten  Stelle;  das  Beibehalten  der  aus 
(/'—/)  d  erhaltenen  späteren  Decimalstellen  macht  dann  keine  wesentliche 
Mehrarbeit. 

J.  Frischauf. 


Berichtigung 
SU  dem  AufBatze:    „Vier  oombinatorische  Probleme'', 

Jahrg.  1870,  S.  361  ügg.  dieser  Zeitschrift. 


Da  ich  zu  der  Zeit,  als  der  citirte  Aufsatz  erschien,  im  Felde  stand 
und  deshalb  nicht  in  der  Lage  war,  die  Correctnrbogen  durchzusehen,  so 
finden  sich  in  dem  Aufsatze  eine  Anzahl  Druckfehler  und  Unrichtigkeiten, 
welche  der  nachstehenden  Berichtigung  bedürfen: 

S.  362  Z.  17  von  unten,  im  Nenner,  statt  a„I  lies:  anl. 

„  364  „    8  und  0  von  oben  ist  das  Wort  „man**  deplacirt. 

ibid.  „  13  V.  0.  statt  n=2  lies:  (i=2. 

„  „     1  V.  u.     „     1  lies:  L 

S.  360  „    5  V.  o.     „      145  lies:  45. 

„  368  „    7  und  8  v.  o.  statt  Forderung  III  lies :  Forderung  3). 

ibid,  „    0  V.  0.  statt  zu  weit  lies:  zu  zweit. 
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8.368  Z.  17  V.  Q.  statt  Gruppe  lies:  Grappen. 

„  371   „    l  V.  o.     „     k  lies:  *. 

„373   „   14  V.  u.     „     —0,28153...  lies: —0,27846.... 

ibid,    „    0  y.  u.     „     den  stampfen  Winkel  2arclg]/2  lies:  einen 
rechten  Winkel. 
S.  374   „    6  V.  u.     „     2n  (2n  +  2)  lies:  2n(2n+3). 

„  375   „    5  Y.  o.,  im  Exponenten,  statt  n+e  lies :  n+c. 

ibid.    „  10  ▼.  o.  statt  24  lies:  25. 

ibid.    „  13  v:  o.     „     0,96414 . . .  lies :  0,82436  .... 

Baden-Baden,  im  December  1870.  E.  Schrödbr, 
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VII. 
Zur  Theorie  der  quadratischen  Formen. 

Von 

Dr.  P.  Bachmann, 

Professor  an  der  Universität  Breslau. 


Die  folgenden  Seiten  liaben  zum  Zwecke ,  die  elementaren  arithmeti- 
schen Eigenschaften  der  quadratischen  Formen  möglichst  einfach  nnd  ohne 
andere,  als  rein  arithmetische  Hilfsmittel  zu  entwickeln.  Dies  geschieht 
dadurch,  dass  man  nicht,  wie  Gauss  gethan  hat,  die  algebraische  Trans- 
formation derselben,  sondern  die  Darstellung  einer  Zahl  durch  eine  qua- 
dratische Form  zum  Ausgangspunkte  wählt.  Die  Transformation  ergiebt 
sich  so  selbst  als  Corollar  arithmetischer  Sätze  über  quadratische  Formen. 
—  um  bei  den  wesentlichen  Punkten  ausführlicher  sein  zu  können,  gehe 
ich  über  einige  andere  Punkte  kurz  hinweg  und  beschränke  mich  auf  die 
einfachsten  Voraussetzungen. 

§  1.  Unter  einer  quadratischen  Form  verstehe  ich  jeden  Ausdruck 
aa^+2bxy  +  cy*,  in  welchem  a,  6,  e  ganze,  a,  26,  c  relativ  prime,  a:,  y  un- 
bestimmte ganze  Zahlen  sind.  Zur  Abkürzung  bediene  ich  mich  dafür  des 
Zeichens  (a,  6,  e). 

Das  Hauptproblem  der  Lehre  von  den  quadratischen 
Formen,  welches  auch  diese  ganze  Theorie  hervorgerufen 
hat,  besteht  in  der  Darstellung  einer  gegebenen  Zahl  durch 
eine  gegebene  quadratische  Form  (a,  6,  c),  oder  in  der  Aufgabe, 
die  unbestimmte  Gleichung  aa;'-{-26.r^-|-c^s=:m  durch  ganze  Zahlen  (T,  y 
aufzulösen.  Wir  fügen  hier  sogleich  die  Einschränkung  hinzu,  dass  die 
letzteren  relativ  prim  sein  sollen,  weil  auf  diesen  Fall  der  andere,  wo  sie 
einen  gemeinschaftlichen  Theiler  hätten ,  leicht  zurückführbar  ist.  Setzen 
wir  die  Zahl  6' —  ac=:Z),  welche  die  Determinante  der  Form  genannt 
wird,  von  einem  positiven  Quadrate,  also  a  und  c  von  Null  verschieden  vor- 
aus, so  ist  die  zu  lösende  unbestimmte  Gleichung  mit  jeder  der  beiden  fol- 
genden : 
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J   (ax  +  byy-  Dy*:=am, 

völlig  gleichbedeutend. 

Da  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  dass  durch  jede  Form  (a,  6,  r) 
stets  Zahlen  darstellbar  sind*,  welche  zu  irgend  einer  Zahl  relativ  prim 
sind,  so  setzen  wir  grösserer  Einfachheit  wegen  m  als  eine  ungerade  und 
zur  Determinante  D  relativ  prime  Zahl  voraus. 

Aus  den  Gleichungen  1)  folgt,  dass  nicht  jede  solche  Zahl  m  durch 
eine  quadratische  Form  mit  der  gegebenen  Determinante  dargestellt  werden 
kann,  sondern  dass  für  eine  solche  die  beiden  Congruenzen 

(ax  +  hyy  =  Dy\     (bx  +  cyj  =  Dx*  {mod  m) 
möglich  sein  müssen.    Da  nun  durch  eine  beliebige,  in  m  enthaltene  Prim- 
zahl entweder  x  oder  y  nicht  theilbar  sein  darf,  folgt  leicht  die  noth wen- 
dige Bedingung,  dass  />  quadratischer  Rest  (modm)  sein  muss. 

Bezeichnet  man  daher,  unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Beding- 
ung erfüllt  ist,  jede  Wurzel  der  Congruenz 

2)  z^^D(modm) 

mit  n,  so  müssen,  damit  m  durch  die  gegebene  quadratische  Form  dar- 
gestellt wird,  etwa,  indem  a:=a,  y=y  gesetzt  wird,  für  jede  Wurzel  n  die 
Congruenzen 

erfüllt  werden.  Sei  p  eine  in  m  enthaltene  Primzahl,  p^  die  höchste  Potenz 
derselben,  welche  m  theilt,  so  kann  nur  eine  der  beiden  Zahlen  a,  y 
durch  p  theilbar  sein.    Angenommen,  y  sei  durch  p  nicht  theilbar,  so  muss 

(aa+6y4-«y)  (aa  +  6y  —  wy)^0 (mod . p*) 
sein,  wenn  n  irgend  eine  der  beiden  Wurzeln  bedeutet,  welche  die  Con< 
gruenz   z^^J)(modp^)  erfüllen.     Daher  wird,   wenn   nun  unter  n   eine 
ganz  bestimmte  dieser  beiden  Wurzeln  verstanden  wird,  sein  müssen: 

öa+öy  +  wy^O  (modp^. 
Da  nun  offenbar  nach  der  über  y  gemachten  Annahme  nicht  zugleich 

öa  +  ^y  — ny^O  (modp') 
sein  kann,  da  sonst  n,   also  auch  D  den  Factor  p  mit  m  gemeinsam  hätte, 
so  muss 

5)  aa  +  by  +  ny^O(tnodp^) 
sein.    Für  denselben  Modul  folgt  aber  aus  der  Gleichung 

a«*  +  26ay  +  cy*  =  (aa  +  6y)a  +  (6a  +  cy)y  =  m: 
y(ba  +  cy)  =  ^a{aa  +  by), 
also 

6)  6a  +  cy  —  ;ja^O  (modp^). 


*  S.  darüber  Dirichlct^s  Vorlesungen  über  Zablientheorie,  herausge^.  von 
Dedekiud(l.  Aufl.),  §93. 
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Bezeichnet  man  daher  mit  ß^  6  irgend  zwei  ganze  Zahlen,  die  der 
Gleichung  aS—ßy=l  Genüge  leisten,  so  wird  in  Bezug  auf  jeden  (moäp^, 
welcher  in  m  enthalten ,  aher  gegen  y  P"iu  ist ,  die  Oongruenz  stattfinden 
mässen: 

7)  (a  ö  +  fty)  j5  +  (6  «+  cy)  5  =  n  (mod.  p»). 

Ist  y  theilbar,  also  a  nicht  theilbar  durch  p,  so  braucht  man  nur  von 
der  Congruenz  4)  auszugehen,  um  zu  denselben  Congruenzen  5),  6),  7)  ge- 
führt zu  werden.  Daraus  folgt  aber  leicht,  dass  diese  Congruenzen  auch 
stattfinden  müssen  (modm)^  wenn  unter  n  eine  ganz  bestimmte  Wurzel  der 
Congruenz  2)  verstanden  wird;  man  wird  also  haben: 

Iaa  +  by  +  ny^lEO  j 

ba  +  cy —  na^O  >  (modm). 

(aa  +  by)ß+iba  +  cy)ö  =  n  \ 
Durch  passende  Wahl  von  ß^  ä  geht  die  letzte  dieser  Congruenzen  in 
eine  Gleichung  über;  denn  aus  einem  bestimmten  Systeme  /3,  d,  welches 
der  Gleichung  aÖ  —  j3y  =  l  genügt,  erhält  man  alle  durch  die  Formeln 
ß  +  ah^  S  +  yhy  worin  h  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist;  also  wird  der  all- 
gemeine Werth  des  Ausdrucks  («  a  +  6  y)  ^  +  (6  a  +  c y)  5  gleich 

(aa  +  by)  ß  +  (ba+  cy]  ö  +  fi[(^acc  +  by')  a  +  (bcc+  cy)  y] 
^{a  a  +  by)  ß  +  (ba  +  cy)  8  +  h  .  m  , 
und  man  kann  nun  die  Unbestimmte  h  so  wählen,  dass  die  obige  Congruenz 
in  eine  Gleichung  übergeht.    Dann  bestehen  die  beiden  Gleichungen 
4     («a  +  /;y)fy  +  (^o +  ry)y  =  ;w, 
^  )     (aa  +  by)ß  +  {ba  +  cy)ö  =  u, 

folglich 

10)  aa  +  by:^  md  —  nyj     ^«4- cy  =  •— mj3  +  wa. 

Diese  Betrachtungen  lehren:  dass  jede  mögliche  Darstellung 
der  Zahl  m  durch  die  gegebene  quadratische  Form  zu  einer 
bestimmten  Wurzel  n  der  Congruenz  2)  gehört,  und  man  kann 
also  alle  Darstellungen  von  m  durch  die  nämliche  Form  in  Gruppen  theilen, 
indem  man  zwei  Darstellungen  in  dieselbe  Gruppe  nimmt  oder  nicht,  je 
nachdem  sie  zu  derselben  Wurzel  gehören  oder  nicht. 

Ich  bemerke  noch,  dass,  wenn  y  und  m  einen  grössten  gemeinsamen 
Theiler  <f  haben,  dieser  auch  in  a  aufgehen  muss;  alsdann  bestimmt  die 
erste  der  Congruenzen  8)  oder  die  gleichbedeutende 

den  Rest  der  Wurzel  n  in  Bezug  auf  jeden  Divisor  von  —  unzweideutig ; 

um  ihn  auch  in  Bezug  auf  die  Factoren  von  d  zu  bestimmen ,  dient  die  sich 
aus  der  zweiten  jener  Congruenzen  ergebende  Congruenz: 

«  E=ft  (modd). 
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Die  Zahl  a  selber  kann  durch  (a,  5,  c)  dargestellt  werden ,  indem  man 
a:sl ,  y  =  0  setzt.  Da  letztere  Zahl  durch  a  theilbar  ist,  muss  die  Wurzel, 
zu  welcher  diese  Darstellung  gehört,  nach  dem  eben  Bemerkten  bestimmt 
werden ,  und  ergiebt  sich  gleich  b, 

§  2.  Betrachten  wir  jetzt,  wenn  es  deren  giebt,  zwei  verschiedene,' 
derselben  Darstellungsgruppe  angehörige  Darstellungen  er,  y;  a\  y  der 
Zahl  m  durch  die  Form  (a,  6,  c),  dergestalt,  dass  dieselben  den  Con- 
gruenzen 

3.     5a  +  Cy^«a,  4.     6a+cy^wa       ^  ^ 

Genüge  leisten,  so  ergiebt  sich  aus  den  beiden  ersten  die  erste,  aus  den 
beiden  letzten  die  zweite  der  folgend^en  Congruenzen : 

a  (a/ —  tty)  ^0,     c  (a/ —  uy)  ^  0  {mod  m). 

Wenn  man  aber  die  erste  jener  vier  Congruenzen  mit  der  letzten  mul- 
tiplicirt  und  davon  das  Froduct  der  beiden  mittleren  subtrahirt,  erhält  man 
nach  einigen  leichten  Reductionen  die  folgende: 

2  (6*  —  a  c)  (a  / —  ay)  ^  0  {mod  m) , 
welche,  mit  den  beiden  vorigen  vereint,  erfordert,  dass  ay—uy  durch  m 
theilbar  ist,   weil  durch  irgend  eine  in  m  enthaltene  Primzahl  wenigstens 
einer  der  drei  Coefficienten  a^h^c^  welche  relativ  prim  vorausgesetzt  wur- 
den ,  nicht  theilbar  sein  kann. 

Man  bemerke  nun  die  wichtige  Eigenschaft  der  Form 
x^^j)y^^  welche  durch  nachstehende  identische  Gleichung 
ausgedrückt  wird: 

11)  {x"  -  Dy^)  .  {x^ -  Dy')  =  {xx' -  DyyJ -  D  (a:y'-  x'yy. 
Daraus  ergiebt  sich  sofort  das  Resultat,  dass  in  der  Gleichung 

[(««  +  fty)*  -  />/] .  [(««  +  hJ-Dy'l 

=  [(«a  +  6y)  (aa  +  by')  ~  DyyJ  -^  D[a  (a/-  «>)]% 
in  welcher  die  linke  Seite  gleich  (am)*  und  das  subtractive  Glied  der  rech- 
ten Seite  durch  {amy  theilbar  ist,  auch  das  andere  Glied  der  rechten  Seite 
durch  {anCy  theilbar  sein  muss,  und  dass  also  die  beiden  Werthe 
{aa  +  hy)  (fltt  +  by)  —  Dyy      ^^^    ay-^ay 
am  m 

zwei  ganze  Zahlen  /,  u  sind ,  welche  der  Gleichung 

12)  /«  — Z?M«  =  1 

Genüge  leisten.  Hieraus  schliesst  man,  dass  je  zwei  verschiedene  Darstel- 
lungen derselben  Zahl  m  durch  die  gegebene  quadratische  Form,  welche  za 
derselben  Darstellungsgruppe  gehören,  durch  die  nachstehende  Gleichung: 

13)  aa+by+  y  }/D^  (aa  +  by  +  y}/D^  0  +  uj/D), 

in  welcher  die  rationalen  Theile  und  die  Coefficienten  von  j/D  einzeln  auf 
beiden  Seiten  gleich  zusetzen  sind  und  welche  sich  unmittelbar  aus  den  für 
<,  1/  gefundenen  Werthen  ergiebt,  mit  einander  verbunden  sind. 
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Man  schliosst  aber  auch  leicht  umgekehrt,  dass,  wenn  /,  u  zwei  Zahlen 
sind ,  welche  der  Gleichung  12)  Genüge  leisten ,  die  Werlhe  «',  /,  welche 
sich  ans  der  Gleichung  13)  ergeben,  eine  Darstellung  der  Zahl  m  durch  die 
Form  (a,  5,  e)  liefern,  welche  zur  selben  Congruenzwurzel  gehört,  als  die 
Darstellung  a,  y.  Da  nämlich  die  Gleichung  13)  bestehen  bleibt,  wenn  }/d 
durch  —  yD  ersetzt  wird ,  so  ergiebt  sich  einerseits 

aa*+26ay+c/«=(ao*+2öay+cy*)(/«— 2>M*)  =  i«, 
andererseits  aus  den  Gleichungen 

13a)        att+by=i[aa  +  by)  l+DyUy     /=  (aa+ 6y)  u  + y/ 
die  Beziehung 

aa+by+ny=={aa  +  by)i+  Dyu  +  ^aa  +  by)  un  +  yin 
^{aa  +  by  +  yn)  {l  +  un)  {modm); 
aa  +  by  +  ny    ist   also   gleichzeitig    mit   aa  +  by  +  yn   congruent   Null. 
Hieraus  erhält  man  folgenden  eleganten  Satz: 

Alle  Darstellungen  der  Zahl  m  durch  die  Form  («,  6,  c), 
welche  derselben  Darstellungsgruppe  angehören,  erhält  man 
aus  irgend  einer  derselben  vermittelst  der  Gleichung  13),  in 
welcher  /,  u  alle  ganzzahligen  Lösungen  der  unbestimmten 
Gleichung  12)  darstellen.  Diese  Gleichung  ist  unter  dem  Namen  der 
Peir sehen  Gleichung  bekannt. 

§  3.  Wie  man  alle  Lösungen  der  PelTschen  Gleichung  finden  und 
auf  welche  Weise  entscheiden  könne,  ob  eine  gegebene  Zahl  durch  eine 
gegebene  quadratische  Form  zu  einer  bestimmten  Wurzel  gehörig  darstell- 
bar ist  oder  nicht,  darüber  verweise  ich  einerseits  auf  Dirichlet's  Vor- 
lesungen über  Zahlentheorie,  herausgeg.  von  Dedekind,  Snpplem.  VIII, 
andererseits  auf  seine  Abhandlung,  Cr  eile's  Journal,  Bd.  24  S.  342.  In 
diesem  Paragraphen  soll  nur  noch  kurz  die  Aequivalenz  der  quadratischen 
Formen  behandelt  werden. 

L  Setzt  man  in  den  beiden  Gleichungen  9)  für  «,  j5,  y,  d  resp.  —  y , 
—  ä',  «',  ß^y  so  dass  aö' —  /^V^^  ^  wird,  so  gehen  sie  über  in 

»i  =  (ca-6/)a  +  (-6a'+ay')/,  n=(ca'-by)ß^+{-ba+ay)ö' 
und  geben  demnach  folgenden  Satz :  Jede  Z  ah  Im,  welche  durch  die 
Form  (fl,  6,  c)  zur  Wurzel  n  gehörig  dargestellt  werden 
kann,  gestattet  auch  eine  Darstellung  durch  die  Form 
(Cy  — 6,  a)y  welche  zu  derselben  Wurzel  gehört.  Wenn  man  da- 
her zwei  Formen  von  der  Art,  dass  jede  Zahl,  welche  durch  die  eine  dar- 
gestellt werden  kann,  auch  einer  Darstellung  durch  die  andere  fähig  ist;  die 
aar  selben  Wurzel  gehört,  äquivalente  Formen  nennt,  so  muss  man 
sagen:  die  beiden  Formen  (a,6,c)  und  {cy—byo)  sind  einander 
äquivalent. 

IL  Wenn  eine  Zahl  m  durch  (a,  6,  c)  zur  Wurzel  n  gehörig  dargestellt 
werden  kann,  so  ist  nach  8)  oder  10) 
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aa  +  6y  +  «y^0  {mod  m) ,     «  «  +  ^  y  +  n  y  =  ?«  J. 
Daraus  folgt  aber 

md  —  ny  —  by  =  acc  oder  mö  —  ny  —  by  ^0  {mod.a). 

Erhebt  man  nun  die  letzte  Gleichung  ins  Quadrat,  so  erhält  man 

(m  d  —  «y)^  —  2 w5  .  6y  +  2w6  .  y*  +  6«y«  =  a««*, 

und  wenn  man  in  dem  Gliede— 2md  6y  für  m6  seinen  Werlh  substitnirf, 

ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Reductionen 

(m  3  —  ;i  y)'  -—  2^  y'  =  a  («  a*  +  2  6  a  y  +  <?  y')  =  (1  m , 
also 

fw  d*  —  2  «  Ä  y  H ,  y*  =  a. 

'  m        ' 

Dieses  Resultat  enthält  folgenden  Satz:  Wenn  eine  Zahl  m  durch 
die  Form  (a,  ft,  c)  mittels  der  Werthe  a,  y  zur  Wurzel  n  ge- 
hörig dargestellt   werden   kann,   so   wird  umgekehrt  a  durch 

die  Form  (m,  «,  j  mittels  der  Werthe  d,  —y  dargestellt, 

und  diese  Darstellung  gahört,  wie  die  zweite  der  obigen 
Congruenzen  zeigt,  zur  Wurzel  b. 

Verbindet  man  dies  Resultat  mit  dem  vorigen  (unter  I),  so  kann  man 

noch  hinzufügen,  dass  auch  die  Zahl  c  durch  die  Form  Im,  n, \  dar- 
gestellt wird  mittels  der  Werthe  5'=  — /3,  —/=:«,  und  dass  diese  Dar- 
stellung zur  Congruenzwurzel  —6  gehören  muss.  Wendet  man  auf  die  bei- 
den letzten  Darstellungen  die  Formeln  0)  an,  so  findet  man  die  folgenden 
drei  Gleichungen,  welche  stattfinden  müssen,  sobald  eine  Zahl  m  durch 
(a,  6,  c)  zur  Wurzel  n  gehörig  vermittelst  der  Werthe  a,  y  dargestellt  wer- 
den kann : 

a=:m^— 2w5y +  OT,  y*,     6  =  —  (m  J  —  ;iy)  j3  +  (nd  —  m,y)  a, 
c  =  m /5*  —  2 /2  ß  « -f  m ,  a* . 

Da  alsdann  aber  auch  a  durch  (m,  «,  m,)  dargestellt  werden  kann,  und 
zwar  zur  Wurzel  b  gehörig,  so  ist  ebenso 

.         m  =  aft*  +  26ay  +  cy*,     w  =  (aa -f  6y)  /3-f  (6a  +  cy)  J, 

^  mi  =  0/3*+ 26/35  + cd», 

von  welchen  drei  Gleichungen  die  ersten  beiden  sich  von  seiht  verstehen. 

w*— /> 
Der  Kürze  wegen  ist  m,  für gesetzt,  und  es  ist  stets 

er  3  —  /5y  =  !• 
III.  Hieraus  kann  man  nun  ohne  Schwierigkeit  die  Aeqnivalenz 
der  beiden  Formen  (a,  ^,  c)  und  (m,  n,  m,)  folgern,  sobald  m 
durch  (a,  6,  c)  zur  Wurzel  n  gehörig  dargestellt  werden  kann« 
Dazu  ist  nur  zu  zeigen,  dass,  wenn  eine  Zahl  M  durch  (a,  6,  c)  zur  Wurzel 
N  gehörig  darstellbar  ist,  sie  einer  gleichen  Darstellung  auch  durch  die 
Form  (m,  ?i,  niy)  fähig  ist.    Angenommen,  es  sei 
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während  Aj  By  F,  d  vier  ganze  Zahlen  sind,  welche  der  Gleichung 

genügen,  so  hat  man  nur  nöthig,  die  soeben  gegebenen  Werthe  von  a,  6,  c 
in  die  Ausdrücke  für  M^  N  zu  substitniren,  um  ohne  Schwierigkeit  die  fol- 
genden drei  Gleichungen 

itf  ==  m  {iA-ßiy  +  2«  {SA-ßr)  (ar-  yA)  +  m,  («r-  y^)', 
y==^[m{6A--ßr)  +  n{ar-YA)]{SB-'ßJ) 

{8Ä  -  jSr)  (aJ-yB)  —  («r-  y  A)  {OB -  ßJ)  =  {a6  -  ßy)  {AJ  -  BF)  =  i 
zu  erhalten,  deren  Vergleichung  mit  den  Gleichungen  9)  aber  gerade  be- 
weist, dass  M  durch  die  Form  (m,  n,  mf)  zur  Wurzel  iV  gehörig  dargestellt 
werden  kann. 

Die  Entscheidung,  ob  zwei  Formen  (a,  6,  c)  und  {a\  b\  c) 
äquivalent  sind  oder  nicht,  kommt  nach  diesem  Satze  offenbar  auf 
die  Frage  zurück,  ob  a  durch  (a,  6,  c)  zur  Wurzel  b'  gehörig  darstellbar  ist 
oder  nicht,  und  diese  Frage  kann,  wie  am  Anfange  dieses  Paragraphen 
gesagt  worden  ist,  erledigt  werden. 

IV.  Nachdem  der  vorige  Nachweis  gelungen,  folgt  nun  sofort,  dass 
überhaupt  zwei  Formen  äquivalent  sind,  sobald  durch  jede 
derselben  irgend  eine  Zahl  m  zur  selben  Wurzel  n  gehörig 
dargestellt  werden  kann.     Denn  in  diesem  Falle  sind  beide  Formen 

der  dritten  Form  fm,«, J  äquivalent,   woraus  offenbar    auch   ihre 

gegenseitige  Aequivalenz  folgt. 

V.  Zum  Schluss  soll  nachgewiesen  werden,  dass  die  arithme- 
tische Definition  der  Aequivalenz  zweier  Formen  mit  der 
üblichen  algebraischen  Definition  gleichbedeutend  ist. 

Damit  die  beiden  Formen  (a,  6,  c)  und  (m,  n,  m,)  äquivalent  sind,  ist 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  das  Bestehen  der  Gleichungen 
14),  in  welchen  et,  ß^  y^  ö  vier  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche 
die  Gleichung  «6  — /3y  =  l  erfüllen.  Multiplicirt  man  diese  Gleichungen 
dnrch  ap*,  2xy^y*  resp,  und  addirt,  so  kommt 

ma^'\'2nxy'\-m^y^=a{ax  +  ßyy'{'2b(ux  +  ßy){yx  +  dy)+c{yx+6y)\ 
d.  h.  wenn  die  Form  (a,  6,  c)  der  Form  (m,  n^m^)  äquivalent  ist,  so  geht  sie 
in  dieselbe  über,  wenn  man  die  Unbestimmten  x^y  dnrch  ax-^-ßy,  yx  +  dy 

resp.  ersetzt;  wir  wollen  kurz  sagen:  durch  die  Substitution  (  j^Y  Um- 
gekehrt, wenn  durch  eine  Substitution  dieser  Art,  deren  Elemente  durch 
die  Gleichung  ad  —  ßy  =  i  mit  einander  verbunden  sind,  (a,  b,  c)  in 
(m,  fi,  fit|)  transfonnirt  werden  kann,  so  sind  beide  Formen  einander  äqui- 
valent.  Denn  aus  der  obigen  Gleichung,  wenn  sie  stattfindet,  schliesst  man 
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durch  Vergleichnng  der  Coefficienten  von  a^^  2xy,  y^  auf  ihren  beiden  Sei- 
ten sofort  wieder  die  Gleichungen  14). 

Hiernach  kann  als  die  no'thwendige  und  hinreichende 
algebraische  Bedingung  für  die  Aequivalenz  zweier  For- 
men die  Bedingung  ausgesprochen  werden,  dass  eine  in  die 

andere   durch   eine  Substitution  (    *  ^)   transformirt    werden 


-C:?) 


kann,  deren  Coefficienten  der  Gleichung  ui  —  ßy^^l  Genüge 
leisten. 

VI.    Nach  den  Gleichungen  14)  liefert  jede  zu  n  gehörige  Darstellung 

a,  y  der  Zahl  m  durch  die  Form  (a,  6,  c)  eine  Transformation  i       A  der 

letzteren  in  die  Form  {m,  n^  m^.  Aber  auch  umgekehrt  erhält  man  ans 
jeder  solchen  Transformation  eine  Darstellung  von  m  durch  (a,  6,  c),  welche 
zur  Wurzel  n  gehört,  wenn  man  als  darstellende  Werthe  den  ersten  nnd 
dritten  Substitotionscoefficienten  nimmt. 

Da  man  nun  im  Vorhergehenden  alle  Darstellungen  einer  Zahl  dorch 
eine  gegebene  Form,  welche  derselben  Darstellungsgruppe  angehören,  aus 
einer  einzigen  von  ihnen  zu  finden  gelehrt  hat,  so  wird  man  unter  der 
Voraussetzung,  dass  man  eine  solche  kennt,  oder,  was  das- 
selbe ist,  dass  man  eine  Transformation  von  (a,  6,  e)  in 
(m,  n,  m^  gefunden  hat,  daraus  alle  übrigen  Transformatio- 
nen ableiten  können.  Sind  nämlich  f»^y\  a\y  zwei  zu  derselben  Wur- 
zel n  gehörige  Darstellungen,  so  sind  diese  durch  die  Gleichungen  13a)  mit 
einander  verbunden,  aus  denen  sich  leicht  orgiebt: 

a  =  ai  —  (ba  +  cy)u^     /=y/  + (aa  +  6y)  m. 

Sind  dann  /?,  ö]  /?',  d'  die  zugehörigen  Lösungen  der  beiden  Gleich- 
ungen ad  — j5y  =  l,  a'6'— j?/=l,  so  werden  die  Werthe  ß\  X  erhalten 
durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

(üa'+hy)?+(ba+cy')i'^n,     -/ir+ «'3'=  1, 
während   «  =  (aa  +  6y)j8  +  (6a  +  cy)Ä   ^st.      Durch    Elimination    von   X 
findet  man 

m/3'=«a'— (6a'+c/)  =  (na  — 6  a  — cy)/  — [n(6a  +  cy)  — 2>«]u. 

Schreibt  man  den  Coefficienten  von  l  in  der  Form 
wo—  [ba  +  cy)  {'uö  —  ßy) 
nnd  substituirt  für  n  seinen  Werth,  so  findet  man  jenen  leicht  gleich  oi/S, 
Dem  Coefficienten  von  u  dagegen  kann  man  die  Form  geben: 

b  {na  —  6a  — cy)  +  c(«y +  fla  +  6y), 
in  welcher  der  Factor  von  b  bereits  gleich  mß  gefunden  worden «  der  Factor 
von  c  aber  sich  nach  derselben  Methode  gleich  mö  ergiebt.    Also  ist  der 
ganze  Coefficient  von  u  gleich  mbß  +  mcdy  woraus  man  endlich  findet 

ß'^ßl--{bß  +  cö)u. 
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Ganz  ebenso  ergiebt  sieb 

Da  jede  Form  sieb  selbst  äquivalent  ist,  so  kann  man  ancb  nacb  den 
BSmmtlicben  Transformationen  einer  Form  in  sieb  selbst  fragen.  Diese  las- 
sen sieb  aber  sofort  ans  den  allgemeinen  Formeln  erbalten ,  wenn  man  be- 
merkt, dass  a  =  i,  y  =  0  eine  Darstellung  der  Zabl  a  dureb  (a,  6,  c)  er- 
giebt, welcbe  aar  Warzel  b  gebort;  setzt  man  daber  diese  Wertbe  in  die 
Gleicbnng  ^ 

b  =  {aa  +  bY)ß  +  {ba  +  cy)6 
ein,  so  findet  man  b  (l  —  d)=iaß'j  andererseits  giebt  die  Gleicbnng 

fifd  — /3y  =  l   für  a  =  l,    y  =  0 
den  Wertb  d=l,  wonacb  endlicb.ans  der  vorigen  Gleicbnng  /3=0  folgt. 
Aas  dieser  speciellen  Transformation  erbält  man  nun  nacb  den  allgemeinen 
Formeln  die  sämmtlicben  Transformationen  einer  Form  (a,  b,  c) 
In  sieb  selbst  darcb  die  folgenden  Gleicbangen: 

«'=<— 6m,     ßi=  —  cuj     y=au^     i'=:i  +  bu. 
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VIII. 

üeber  die  Anwendung  der  Differentialqaotienten  mit 
allgemeinem  Index*  zum  Integriren  von  Differential- 
gleichungen. 

Von 

Dr.  R.  Most  in  Stettin. 


1 .  Zanächst  sollen  die  von  vielen  Mathematikern  **  angedeuteten, 
von  Liouville  und  Grünwald  eingehend  behandelten  allgemeinen  Diffe- 
rentialqnotienten  einer  directen  Methode  unterworfen  werden,  um  die  wich- 
tigsten Formen  und  Gesetze  derselben  in,  wie' es  uns  scheint,  einfacher 
Weise  abzuleiten;  sodann  sollen  die  gewonnenen  Formen  auf  die  Differen- 
tialgleichung der  hypergeometrischen  Reihe  angewandt  werden  ***,  da  hier 
die  Eesultate  von  Kummer  und  Jacob i  eine  gute  Controle  der  allgemei- 
nen Formen  darbieten;  endlich  soll  die  allgemeine  Gleichung  m**"  Grades 
behandelt  werden,  welche  vom  Verfasser  bereits  durch  andere  Formen  in- 
tegrirt  worden  ist.f  Im  Verlauf  der  Darstellung  finden  wir  Gelegenheit, 
auf  die  Arbeiten  L i o u v i 1 1  e ' s  und  Grttnwald's  hinzuweisen. 

I. 

2.  Legt  man  das  vielfache  Integral  auseinander,  so  gelangt  man  zu 
folgendem  Reihenausdruck : 


*  Lionville:  Journal  de  T^cole  polytechmque ,  XXI  cahier,  Tome  XI 11  p.  l: 
„Sur  quelques  quesiions  de  göometric  et  demicanique,  et  gur  un  nouvenu  genre  de  calcui 
pour  risoudre  ces  quesiions,**  P.  71;  „Sur  le  calcul  des  diffH'entielles  ä  indices  quet- 
conques."  —  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  XII.  Jahrg.  S.  441 :  Uebor  „begrenste"  De- 
rivationen uad  deren  Anwendung,  von  Dr.  A.  Grünwald. 
♦*  A,  a.  O.  TomeXilIp.1l. 
***  A.  a.  O.  Tome  Xlll  p,  163;  „Sur  Vintigration  de  Viquation 

d*y  dy 

(mx«  +  nx  +  p)j;f,  +  (qx  +  r)^^  +  8y  =  0 

ä  l'aide  des  diffirentielles  ä  indices  quelconques,*' 

•     t    S  cblö  milch 's  Zeitschrift,  XV.  Jabrg.  S.  427. 
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X 

fn  dl"* = ""^^Zf  (i"-'"  /"^ + 2"-'"  /■[*-«  (*-?)] 

+  3"- 'l'/[«-2«(a;-j;)]+... 

schreibt  man  diese  Gleichang  in  der  Form 

1)      ^i^  ==  ""*  ^'^~^^'"  {^'^  ~  ^"'"^  ^^^~''  ^*~^^^  +  •  •  • 

SO  wird  die  Uebereinstimmung  mit  dem  bekannten  Aasdrnck  für  den  viel- 
fachen Differentialqaotienten : 

ersichtlich;  da  aus  demselben  x^g^  also  auch  g  verschwindet,  so  fallt  das 

dj^  fx 
Zeichen  -———  mit  dem  gewöhnlichen  Differentialquotienten  zusammen.  — 

Durch  theil weises  Integriren  kann  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  1) 
auch  durch  folgende  Reihe  ausdrücken: 

r/jj-»    '^    r(m)    L^""w  +  1    dx  '^l.2(m+"2]    da^  "*""* 
.     ■      ^       ^         1.2.JD  — l(m+/>— l)  (/a:^-»  J 

"""^       ^  J  Ll.2.,.m— 1  1.2...P         l.m— 2      l...p  +  l 

^^    ^'    l...p+«-lJ      äfjf       "">' 

wo  der  Rest  mit  wachsendem  p  verschwindet,  wenn   -r---  sieb  einer  end- 

^  dxP 

liehen  Grenze  nähert. 

3.  Indem  die  Gleichung  2)  das  Ziel  der  allgemeinen  Untersuchung 
andeutet y  soll  Gleichung  l)  zum  Ausgangspunkt  derselben  genommen  wer- 
den und  fast  in  voller  Uebereinstimmung  mit  Grünwald*  folgende  De- 
finition gegeben  werden: 


*  Schlömilch,  Jahrg.  XII  S.  443. 
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^Zl^  =  ^u(^x-ff)-''(fx-(Lflx-u{x-g)]+(,,f[x-2u{x-g)]-... 


3) 


+  (-!)« ^„/[aj-n«(*-ff)])      j       , 


wo np  den p^^° Binomialcoefficienten  von ii bezeichnet.  Schon  Lioaville  hat 
einen  ähnlichen  Ausdruck*  für  den  Differentialqnotienten  mit  allgemeinem. 
Index  abgeleitet;  die  Abweichung  ist  durch  die  Annahme,  dass  die  Function 
f»  in  eine  Eeihe  nach  ^  entwickelbar  sein  soll,  veranlasst,  denn  dieselbe 
beschränkt  g  auf  den  Werth  oo,  wie  sich  bald  ergeben  wird.  —  Liegen  x 
und  g  in  dem  Convergenzgebiet  von  /*x,  so  kann  mau  die  einzelnen  Glieder 
in  Seihen  nach  pti(a;— ^)  entwickeln  und  erhält,  indem  man 

setzt,  die  Gleichung 

^/;^  =  e*-^  (a.-^)-f*  [(1-ifV) /a:+i.  (x-^)  iJ/'^^ 


^^      ^  1,2. ..p        ^  dxP^    J«  =  5=<* 


Nun  ist  aber,  wenn  a  und  ß  nicht  negative  ganze  Zahlen  sind: 

wo  die  Gammafunctionen  allgemeine  Bedeutung  haben.  Beschränkt  man 
nämlich  zunächst  das  Zeichen/^  auf  das  Eule r 'sehe  Integral  mit  einem  Ex- 
ponenten, der  einen  positiven  reellen  Theil  hat,  so  ist,  unter  der  Voraus- 
setzung real  ß  >  real  a  >  0 : 

u-n_ria+n)r(ß)_r[ß)      i  _  /"r/»-«-' 
■/s»n    r(jS+«)r(«)    'T{«)r(ß-a)Ji,i+vy+''' 

welches  Integral  durch  die  Substitation  r  =  —  für  r  =  <x>  in 

« 

übergeführt  werden  kann. 

Ist  reala>realß>0^  so  erhält  man 

sind  endlich  a  und  ß  beliebig,  so  hat  man 


*  A.  a.  O.  Tome  XIII,  p.  au 
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hm  :  TT— r,  = 


-»ili  ßmn  r(a+m)  ' 


wenn  m  so  gewählt  ist,  dass  a  +  m  und  ß+m  einen  positiven  reellen  Theil 
haben.  Der  erhaltene  Ansdrnck  stellt  mit  Erweiterung  des  P- Zeichens 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  5)  dar.  —  Somit  ist 


lim  :  [1-^,  +  ^,-. ..  (-1)"  lip]^^i^^  =Um  ^^  =Um  .  -^^- 
iso 
6)  y»/V=l— /im: 


t^ 


also 

Da  nun 

ist,  wo 

A>  =  fi(fi-l)...(ft-;?+l)  und  Aro-Ar,  +  ,..  (-1)PÄ-^  =  0 
ist,  so  erhält  man 

Setzt  man  der  bequemeren  Schreibweise  wegen  — fi  an  die  Stelle  von 
^,  so  ist,  wenn  (i  nicht  eine  negative  ganze  Zahl  ist: 

-fif)    L,u  f.  +  l    «fa;  "^l.ziCu+Z)   d«'       ■■■* 

Diese  Reihen  lassen  sieb  durch  folgende  Integrale  summiren: 

0 


8) 


I 
0 

1     r  "'*-*  ^, 

=    -rrr-^-      f  -„  . fix  —  U)  du 

a?— ^ 
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welche,  damit  ft  auch  einen  negativen  reellen  Theil  haben  kann,  als  ge- 
schlossene Integrale  von  der  unteren  Grenze  aus  um  den  durch  die  obere 
Grenze  bezeichneten  Yerzweigungspunkt  einmal  positiv  herumgeführt  wer- 
den sollen.    Drückt  man  r(^fi)  auch  durch  ein  geschlossenes  Integral  aus: 

0 

OD 

80  umfassen  die  obigen  Integrale  den  Fall ,  wenn  fi  eine  ganze  negative 
Zahl  ist,  mit;  man  erhält  z.  B.  für  das  letzte  Integral  den  Ausdruck 


00 


setzt  man  nun  fi  =  — n,   wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,   so  werden  die 
Grössen  unter  den  Integralen  monodrom ,  man  kann  also  von  den  Ausgangs- 
punkten QO  und  g  absehen,  wenn  das  Integral  nur  die  Punkte  0  oder  resp. 
X  umschreibt,  so  dass  man  den  bekannten  Ausdruck 
d''fx_l.2...7i    r      fu 

da,"  ""~  2  711     J  (ü^iy*^ 
gewinnt. 

4.    Ist  realn>  0,  so  kann  man  das  geschlossene  Integral 

b 
auf  ein  gewöhnliches  zurückführen,  denn  umkreist  man  a  mit  dem  Radius 
£  und  führt  das  Integral  von  a— £  bis  h  auf  demselben  Wege  zurück,  auf 
dem  man  es  hingeführt  hat,  so  wird 

J^-J\u^ay-^  g>u  dii  +  ^^J^_^  ß^f^»  q>{a  +  t  e<^)  rf^; 

0  0 

wird  €  unendlich  klein,  so  erhält  man 

n  b 

/^^S-T  9udu^J[u--ay'-^<pudu,** 

b  a 

WO  die  linke  Seite  ein  geschlossenes,  die  rechte  Seite  ein  gewöhnliches  In- 
tegral enthält. 


*  Vergl.  Thomae*s  Vorschlag  in  der  Zeitscbrift  von  S c hl ö mil ch  ,  XIV.  Jahrg. 
S.  52. 

**  Vergl.  Thomae  a.  a.  O.  S.  51. 
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Fährt  man  unter  der  angegebenen  Bedingung  das  dritte  Integral  8)  in 
ein  gewöhnliches  über  nnd  setzt  g=^<x>^  so  erhält  man,  indem  man  noch 
—  u  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt: 

dx-f'       (-l)Mr(^)J"        AI   -r  ;«!*, 
0 
wo  die  rechte  Seite  das  von  Liouville  aufgestellte  Integral*  enthält.  — 
Bei  dem  vierten  Integral  würde  der  Factor  l--e^'«A»  ausfallen  und  man  er- 
hielte den  von  Grtinwald  aufgestellten  Ausdruck.** 

Uebrigens  kann  man  nach  dem  Obigen  jedes  um  einen  Verzweigungs- 
punkt herumgeführte  geschlossene  Integral  durch  theilweises  Integriren  in 
ein  gewöhnliches  Integral  überführen;  mau  erhält: 
n 


6 

9)  (-1) 


b 


a 

WO  r^rt/(f*  +  m)>  0  ist.  —  Verwandelt  man  hiernach  z.  B.  das  vierte  In- 
tegral unter  Nr.  8)  in  eiu  gewöhnliches^  so  erhält  man  auf  der  rechten  Seite 
den  zweiten  allgemeineren  Ausdruck  Grünwald's: 

X 


+  -— -' ( (x^-^uY-^""-^—-^-  du.*** 


g 

5.  Für  die  bisherigen  Rechnungen  ist  die  Bedingung  gemacht,  dass 
fg  noch  innerhalb  des  um  x  beschriebenen  Convergenzkreises  liege;  fällt 
diese  Bedingung  fort,  ist  also  fg  unendlich,  so  wird  die  Grösse  unter  dem 
Integral  in  allen  vier  Ausdrücken  bei  8)  auch  für  die  untere  Grenze  un- 
endlich. Dies  Ergebniss  ist  in  Uebereinstimmung  nxit  den  gewöhnlichen 
Zeichen,  denn  es  ist  z.  B. 


pf— -/(l-^)^-^^«» 


dx- 

9 
für  realv<.0  offenbar  unendlich;  um  nun  aber  den  allgemeinen  Differen- 

tialquotienteu    auch    für    diesen    Fall    als   Rechnungsform    brauchbar    zu 


*  A.  a.  O.  Tome  XIII  p,S. 
♦*  A.  a.  O.  p.  Abb. 
***  A.  a.  O.  p.  458. 
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machen,  soll  derselbe  so  definirt  werden,  dass  er  endlich  bleibt.    Bezeich- 
net man  die  Integrale  8)  durch 

a 


und  ist 

(pM  =  («  — 6)*'^ti, 

wo  fffu  einwerthig  ist,  so  soll  nicht  &,  sondern  b—ß  als  die  untere  Grenze 
genommen  werden,  dafür  aber  eine  Ergänzung  eintreten  der  Art,  dass 
a  b 

b-f  b-ß 

wird,  wodurch  man  auf  das  von  Tbomä  vorgeschlagene  Integral  kommt. ^ 
—  Mit  dieser  Erweiterung  wird  die  Definition  des  Ditferentialquotienten 
mit  allgemeinem  Index  für  eine  Function  (x-^g)^  g>Xy  bei  der  (px  mono- 
drom  ist,  durch  folgende  Gleichung  gegeben: 

8a)  •    0 

B 

WO  auf  der  rechten  Seite  zwei  geschlossene  Integrale  mit  dem  beliebigen 
Ausgangspunkte  t  auftreten.  Ist  realv'^  — 1,  so  kann  die  rechte  8eite  ver- 
einfacht werden  zu  folgendem  Ausdruck  mit  geschlossenem  Integral: 

0 
ist  endlich  auch  rea/fi>>0,  so  kann  das  Integral  auf  ein  einfaches  zurück- 
geführt werden  und  man  erhält: 

1 

0 
findet  nur  die  zweite  Bedingung  statt,  die  erste  nicht,  so  kommt  man  auf 
das  geschlossene  Integral 

0 

^~Mrf^^^  Cl-«)"-»  9-  [9+u\x-gy]  du. 


•  A.  a.  0S.51. 
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II. 

6.  Wendet  man  die  allgemeinen  Ausdrücke  auf  die  Functionen  e^^ 
und  (a?— ^)*' (1— aj+ö')*  an,  so  erhält  man  zunächst  aus  dem  dritten  Inte- 
gral unter  8): 

dxr  da;f* 

da  in  diesen  beiden  Ausdrücken  g  nicht  denselben  Werth  hat,  so  erkennt 
man,  dass  die  von  Liouville  als  Ausgangspunkt  gewählte  Gleichung 

nicht  all^emeingiltig  genug  ist,  am  als  Definition  brancbbar  zn  sein,  wie  ja 
denn  auch  Liouville  bei  Behandlung  der  Function  eß*+e-fi'  auf  Wider- 
spräche gestossen  ist.  ** 

Nach  dem  ersten  oder  zweiten  Integral  in  8)  ergeben  sich  leicht  fol- 
gende Werthe: 

dx-f       ^  ^         ^^     r{ix+v+\y     "^ 

F(-X,  v+l,  n+v  +  l,x-g-), 
-£±1  (x-g)v  (i-x+g)^=  e««^  _^+0     r^_g_^Y^.l 

F(-v,  A-f-l,  li+X  +  l,  1-x+g}, 


'(  — *.  — f*— V— A,  — V  — A,  -j, 


<re 


d«-/»      ^         '  r(-v-A)      ^        -* 

^(-v,  — fi— V— A,  — V— A,  j— ^j. 

Jede  der  bypergeometrischen  Beihen  kann  nach  Jacobi***  durch  drei 
andere  ersetzt  werden,  denn  es  ist 

F(„,  ^,  y,  x)  =(1-^)-»  J?-(«,  y-(S,  y.  ^^) 

=(.1-35)''— /»/■(}— «,y-^,y,x). 

•  A.  a,  O.  Tomt  Xlll  p.  3. 
♦•  A.  B.  O.  p.  95  u.  06. 
•«  Borchardt,  Bd.  56  8. 152. 
2.iUehrift  f.  M.lh.m.tik  ..  Phj.ik ,  XVI ,  J.  ^.^^.^^^  i^OOglC 
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Setzt  man  In  11)  A=0,  so  erhfilt  man  die  bemerkenswerthen  Formen: 
IIa)     und 


da^  r(-v) 

7.    Für  lineare  Beziehnngen  der  nnabhSDgigen  VerSnderlichen  gilt  ein 
einfaches  Gesetz:   Isty  =  ax  +  b,  h  =  ag+b  and  9(9)  =  /'«,  so  hat  man 

nach  dem  zweiten  Integral  in  8)  erhält  man  nämlich : 

0 

nnd  es  ist 

V  [Ä+w  (y-h)]  =  q>[a  (g  +  u  {x-g)^  +  Ä]  =  flg+uix-g)]. 

Nach  Gleichung  12)  kann  man  die  zweite  Gleichung  unter  ll)  aus  der 
ersten  ableiten,  denn  es  ist  in  11,ft): 

d^^  1 

^e!^nß r:^ [(l-jr)-(-^)]*[l-(l-a:)  +  (-i?)]^; 

man  erhält  also  ll,j  aus  ll.i,  wenn  man  v  und  l  vertauscht,  1  — ar  und  —g 
an  die  Stelle  von  x  und  g  setzt  und  dann  mit  c'«'*  multiplicirt.  —  Entspre- 
chend ergiebt  sich  für  11  ;< : 

^fx^ ^-- fx^e^-^  -^^^i^-:^Yl^-i^^ 

dx-f"  d  [i-(i-a:)]-"'*  d(l-^)-^ 

woraus  man  sieht,  dass  in  ll,s  v  und  X  zu  vertauschen,  \—x  an  die  Stelle 

von  X  zu  setzen  nnd  der  Ausdruck  dann  mit  c**'*  zu  multipliciren  ist. 

8.    Aus  dem  ersten  Integral  unter  8)  ergeben  sich  die  beiden  wichtigen 
Gleichungen: 

^^^LV'      T    j      V'        ^^ft     ^f*  rfa:,    da;f*-l  rfar      da;''-^ 
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wo  ft^  den  p^^  Binomialcoefficienten  von  ft  bedeutet;  um  die  letzte  Gleich- 
ung abzuleiten,  braucht  man  nur  ^[a: — t^C^-— 9)]  durch  eine  Reibe  nach 
u(x—g)  auszudr ticken. 

9.    Für  die  Anwendung  der  allgemeinen  Differentialquotienten  zur  In- 
tegration von  Differentialgleichungen  sind  folgende  Beziehungen  wichtig: 

^i;  r  ^^J*    1     ^■'"' 

14) 


dx'^ldxl'      J       dxl'ldx'      J 


Sind  fi  und  v  gleichzeitig  zwei  positive  ganze  Zahlen  m  und  n ,  so  be- 
halten beide  Gleichungen  ihre  Geltung ;  ist  v  allein  nur  eine  positive  ganze 
Zahl  n,  so  gilt  die  erste  Gleichung  noch ,  die  zweite  aber  nur  unter  der  Be- 
dingung 

WO  f^g  den  p^®°  Differentialquotienten  von  fg  nach  g  bedeutet;  ist  (i  allein 
eine  positive  Zahl  m,  so  gelten  beide  Gleichungen  nur  unter  der  Bedingung 

/'S'  =  /^P  =  ---/'~"^fl'  =  0; 
ist  endlich  ft+v  allein  eine  positive  Zahl  s^  so  gelten  beide  Gleichungen 
nur  unter  der  Bedingung 

/^<7  =  /^V  =  .../^— '^  =  0. 

Diese  Bedingungen  sind  wichtig,  da  sie  ^  auf  bestimmte  Werthe  ein- 
schränken. Bei  den  Formeln  Liouville's  hat  g  den  Werth  oo;  die  von 
ihm  abgeleiteten  particulären  Integrale  unterliegen  daher  einer  einschrän- 
kenden Bedingung. 

Für  die  Ableitung  der  oben  aufgestellten  Probleme  hat  man  in  der 
Gleichung 

-^-       -  ^-    fx\ 
dx-'^ldx-f'      J 

0    0 

die  Function  f  unter  dem  Integral  in  eine  Reibe  nach  uv{x^g')  zu  ent- 
wickeln und  dann  die  Glieder  nach  Gammafunctionen  zu  integriren;  man 
erhält  eine  Reihe,  welche,  durch  ein  Integral  summirt, 

-1. fx 

giebt;  zn  demselben  Besnltate  gelangt  man  bei  Behandlung  des  Ausdrucks 
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Ist  real (i>  —  l^  so  ist  das  oben  aufgestellte  Integral  nacli  Abschnitt  5^ 
Gleichung  8  a)  zu  erweitern  und  Gebrauch  zu  machen  von  folgender  Gleich- 
ung, die  sich  in  aller  Strenge  beweisen  lässt: 

Ferner  ist  zu  bemerken ,  dass  das  obige  Doppelintegral ,  wenn 

ist,  einen  endlichen  Werth  nur  unter  der  Voraussetzung 

giebt;  man  erhält  dann 

r(jS)+(x-g-)f'+i(g)  +  (^  r+2^g)  +  ...  =  '^^f. 

Für  ganze  positive  Werthe  von  v  differentiire  man  die  zweite  Gleich- 
ung unter  8)  nach  x  und  schaffe  das  Differeutial  unter  dem  Integralzeichen 
durch  theilweises  Integriren  fort,  so  ergiebt  sich 

d    r  d^^       1       (Tl^-^^ 
_I_        ff       fa:    =  —^ fx 

also  auch 

dn  rdf*       n       rf^+« 

Ist  ii  aber  eine  ganze  positive  Zahl,  so  erhält  man 

1 


rfa:"-»-'  L      nv)       '        ^^  r(v-l)  '         * 


woraus  die  Bedingung 

folgt.    Das  Weitere  ergiebt  sich  hieraus  leicht. 

ni. 

10.    Um  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe 

in  allgemeinster  Weise  durch  Differentialquotienten  mit  allgemeinem  Index 
zu  integriren,  stellen  wir  zunächst  folgende  drei  Formen  für  das  Integral 
der  Differentialgleichung  D{A^  Ä,  C,  y,  jr)  =  o  auf: 
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15)  y  =  j'~^2,  wenn  z  der  Differentialgleichung 

d(^J,  A-C+l,  A-B+],  z,  ~)  =  0  genügt; 

16)  y  =  a*J*<*'~^^  (1— a;,»f^-^~^>2,  wenn  z  der  Differentialgleichung 

+  y(C-^-P)  +  ^,  (2p-i)(l-C),2,j:]=0, 
wo  p  und  q  die  Werthe  0  und  1  haben  können,  genügt; 

WO  g  die  Werthe  0,1,  +  oo  haben  und  B  mit  A  vertauscht  wer- 
den kann; 
Von  den  Gleichungen  15)  und  16)  überzeugt  man  sich  durch  vollstän- 
dige  oder  allmälige  Substitution  der  angeführten  Ausdrücke;  in  Bezug  auf 

ff  (^ 

17)  setze  man  y  =  —^—  (px,  so  erhält  man : 

da:'* 

=  D(v  +  A,  v  +  B,  v  +  C,  -J^-qpx,  x\  =0; 

setzt  man  nun  |n  +  v=— i,  so  wird  fi  +  v  +  2  die  ganze  positive  Zahl  1  und 
es  darf  also  nach  den  Bemerktingen  in  Abschnitt  9) 

^^+1^  +  2  j 

-JL (pX=  ; 

^^fl  +  V  +  2^  dX 

nur  unter  der  Bedingung  qp^  =  0  gesetzt  werden. 

Für  vt=— ^  wird 

(pa:  =  a?^-^(l-a:)^-^-\ 
woraus  sich,  da  nun  fi=^— 1  ist,  der  Ausdruck  für  y  ergiebt.    Die  Be- 
dingung qp(^)  =  0  beschränkt  g  auf  die  Werthe  0,  1,  +oo .  —  Setzt  man 
y= — B  ^  so  gelangt  man  zu  einem  entsprechenden  Resultat. 
1 1.    Setzt  man 

«  =  p(6— ö)  +  a,     /3  =  ^(c— a— 6),     y  =  r(l-f), 
wo  p ,  ^  und  r  die  Werthe  0  und  1  haben  können ,  so  sind  die  allgemeinsten 
Integralformen  der  Gleichung 

^(«1  ^  c,y,  ar)  =  0* 
folgende : 


*  Dass  die  Grössen  b — a,  c — a  —  6, 1  — c  fundamentale  Bedeutung  haben,  geht 
schon  daraas  hervor,  dass  dieselben  als  Ezponentendifferenzen  der  Riemann' sehen 
P- Function  auftreten;  es  ist 

/(<,,j,c,«)=/'-[,^^«  ^_ö_,  4 

K  i  e  m  a  n  n :   Beitrüge  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss* sehe  Reihe  dar- 
stellbaren Functionen,  S  20. 
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18)  a-r(l-a:y  >— [a:-*^+«+/^-y  (i-ar)«- «-*+«-/»+/-*], 

•/ 

wo  fi=x  oder  =1-— a:; 

19)  a:-«-/»(l-xy-^— ^^ [a:«-«-2y(|-a;)«-«-*+«-/»+y-»J, 

I  j. I 

wo  «  =  —  oder  =  —    -; 
X  X 

20)  a:y(l-a:)— y^— j;a;--^+«+/»-y(l-j?)^— *-2/»+iJ, 

1  X 

wo  ?2= oder  =  -_—  ist  und  g  die  Werthe  0,1,  +qd  haben 

kann. 

Mit  den  beiden  Werthen  von  i} ,  den  drei  Werthen  von  g  nnd  den  acht 
Combinationen  von  a^  ß^  y  stellt  jeder  der  drei  Aasdrücke  48  particaUre 
Integrale  dar,  welche,  wenn  die  Differentialexponentcn  positive  oder  ne- 
gative ganze  Zahlen  sind,  als  vielfache  Differentiale  oder  Integrale  auf- 
treten. 

Für  die  Differentialgleichung  der  Kugelfunctionen  ergeben  sich  z.  B., 
indem  man 

a;=— ;— ,     c=l,     a.b  =  —  n(n  +  l) 
setzt,  folgende  Integrale  aus  dem  Ausdruck  18): 


§  £  £ 

("+!)    („._  ,y.+i  •         /  („._l)n  +  I  '       *•*"'■'-'/  («  +  !)«(«»_  !)•• 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  8)  kann  man  aus  den  oben  aufgestellten 
Differentialquotienten  18)  bis  20)  die  von  Jacobi  *  gegebenen  bestimmten 
Integrale  ableiten.  Andererseits  kommt  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  11) 
auf  die  Kummer^schen**  Integrale  in  folgender  Form: 

ccY(l-xyF(ß  +  y  +  ^,  /3  +  y  +  a+A-a,  2y  +  c,  o;). 
xy(\-xyF(ß+Y  +  a,  ß  +  Y  +  a  +  b-a,  2j3+a  +  6-c+l,  1— ar), 

x'<^-l'Cl^xyF(a+ß+Y,  a+/5+l-c-y,  2a-a-6  +  l,  ^) . 
a,-«-/»(i-^)/»F(a+iJ+y,    a+|3+l-c-y,   2/J  +  a  +  6-c+l,  ^*), 


*  Borchardt,  Bd. 56,  8.  151  u.  152. 
**  Borchardt,  Bd.  15,  8.52. 


Digiti 


zedby  Google 


Von  Dr.  R.  Most.  203 

Um  die  allgemeinen  Integrale  18)  und  19)  zu  finden,  bestimme  man  y 
in  der  Gleichung  D(a^b^  c,  y,  o:)  =^0  f olgendermassen : 

y  =  a:^  (1  —xY  Vx  nach  16) ,     y,  =  a?^y,  nach  15)  , 

y,=  a;^»(l— Är)'*»y,      „      „        y8  =  -'^^y4      „      n 
dann  giebt 

y  =  a^+^  +  ^+^(l— a:)'*+'*ty^  den  Ausdruck  18), 
y  =  a;*+ii+^(l-a:)^+Mty,  ,,  ,.  19), 

wenn  y,  und  y^  nach  17)  durch  einen  Differentialquotienten  bestimmt  wer- 
den.— Giebt  man  ferner  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  die  Form 

2)(a,  6,  a+6— c  +  1,  y,  l--a?)  =  0, 
so  erkennt  man,  dass  20)  aus  19)  abgeleitet  werden  kann,  indem  man  \—x 
an  die  Stelle  von  x  und  a-^-b—c  +  X  an  die  Stelle  von  c,  also  auch  y  an 
die  Stelle  von  ß  und  umgekehrt  setzt. 

Die  Bemerkung,  dass  die  Differentialgleichung  D  (1,  p,  tf,  y,  d;)  =  0 
zunächst  nach  17)  das  einfache  Integral 

y,=a;i-«(l~ar)tf-^-i 
und  sodann  nach  bekannter  Methode  das  vollständige  Integral 


y  = 


hat,  gestattet  die  Aufstellung  eines  Integrals,  wie  es  bei  den  Kngelfunctio- 
nen  bereits  bekannt  ist   Man  setze  in  der  Gleichung  des  Abschnittes  10: 

D\v  +  A,  v+B,  v+C,   -A_^a:,a?j=0, 
Ys=l— >ijf,  80  erhält  man  nach  Obigem  einen  Ausdruck  für     ^     -  ^x^  wo- 
raus,  da  y=  — ^^o;  ist,  für  y  das  vollständige  Integral 

X 

folgt.    Benutzt  man  17  a)  an  der  Stelle  von  17),  so  erhält  man  für  die 
Gleichung  2>(a,  6,  £,  y,  o;)  =-0  folgende  vollständige  Integrale: 

18  a)  f 

rj  =  X  oder  1  —  a?, 
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19  a)  i^ 

1       ,      x-l 

n  =  -  oder  — -, 
'      a:  X 

20a)  % 

'  V  ==  . —  oder  : 

die  neu  auftretende  Grösse  k  ist  eine  beliebige  Oonstante.  Dass  diese  Aus- 
drücke vollständige  Integrale  der  Differentialgleichung  geben ,  erkennt  man 
leicht,  wenn  man  mit  Einführung  einer  neuen  Constanten  k'  das  Integral 

X 

I   in  zwei  Stücke  von  k  bis  k'  und  von  k*  bis  x  zerlegt. 

IV. 

12.    Die  Gleichung 

kann,  wie  der  Verfasser  gezeigt  hat,  in  die  Form 

21)  ''^+'^^^^'"^,ä^^ 

tibergeführt  werden,  wenn 
\^ 

gesetzt  wird  und  die  Grössen  e  eine  entsprechende  Beziehung  zu  den  Grös- 
sen b  haben;  die  auftretenden  Constanten  C  sind  Facultatencoefficienten, 
werden  also  durch 

M"li  =  Co"  m"  +  67,"  w"-i  + . . .  +  M  0"„-l 
definirt. 

Nach  8  a)  ist  nun  allgemein 

1 
n^vdf'x'^fx  1     r    Al-w)-^-!    „    ^      ^^ 


.vdf'x'^fx         1     r    Al-w)-^-!    „    ^      ^ 
dxf"         r(fi)Ly    l-e-2'«/*       '^     ^ 

e 

0 

+yi2fciO-«r'*-V(«.r)<f«]. 

e 

also,  da 
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d.f(tix) d.fiux) 

dJogx       d,log{ux) 
ist, 


Setzt  man  nun 

so  kann  man  mit  Hilfe  von  22)  folgende  Gleichungen  ableiten: 
23) 


dP-2 

+  (M-v-lJ- 


ans  denen  sich  leicht  folgende  allgemeinere  ergeben : 

dP—^z  \1 

+(''-'-»W.^^+  ..+c,-.-i)p-'.)], 

Drückt  man  nach  diesen  Gleichungen  sämmtliche  Differentialquotien- 
ten in  21)  ans,  so  wird  der  zu  y  gehörige  Factor  folgender: 

^  (^»  Q  [i*— v-1)]  +  SqP  [e,  Q  (— V— I)] , 
wo  <p(pjU)==p^u"'+piU'"-^  +  ...+Pm  ist. 
Ist  also 
q>{d,u)  =  do  («—«,) . . .  (w  — am) ,     9  («,«)==  «o  ("— /^i)  •  •  •  ("  — W  , 
so  wird  durch  die  Werthe 

9  9 

die  Differentialgleichung  21)   auf  eine   fthnliche   in  Bezug   auf  z  zurück- 
geführt, welche  nur  von  der  m  — I*'"  Ordnung  ist;  während  die  Coefficien- 
ten  der  Gleichung  21)  aus  den  Ausdrücken  q>(d^  gu)  und  q)  (e,  Qti)  zu  ent- 
nehmen sind,  werden  die  der  neuen  Gleichung  durch  die  Ausdrücke 
(p  (d.Qu)  ^^^  (p  ie^9j0 

U M  —   — 

9  9 

gegeben;  schreibt  man  deshalb  die  Gleichung  21)  symbolisch: 

/)"•  [tp  (rf,  9«)»  9  (^»  ^w)»  y»  I]  =  xG), 
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so  ist  die  daraas  abgeleitete  GleichuDg  folgende : 


25) 


L        ^  <f  . 


ft- 


«I 


P'_i.i   d     9  «I     , 


wenn 

Fäbrt  man  in  derselben  Weise  fort,  z^  dnrch  z,  anszndrücken  etc.,  so 
gelangt  man  scbliesslicb  zn  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
welche  zu  integriren  ist;  es  ergiebt  sich: 

r=m  — 1       «r     . — Ä ^  ßr       ^.       «m  ßm^Om 


«Jii      .  «m— Pm 


wo 


r=m--l      Pr  ,  .    .       Ä  «f      ,v 


ist  und  das  Zeichen  11  bedeutet,  dass  die  Operation  des  Multiplicirens  und 
Differentiirens  m  — 1-maI  wiederholt  werden  soll.  Dnrch  Vertauschnng  der 
Wurzeln  erhält  man  die  verschiedenen  particulftren  Integrale.  —  Setzt  man 
rj^x"^,  so  geht  21)  in  die  Form 

2>"»  [ip  («,  —Qu),  q>  (rf,  —QU),  y,  i^]  =iyx^-j 
über  und  man  erhält  unmittelbar  eine  zweite  Form : 


/*         ?!2.^i  flfw  — Pm       ,  -. 


wo 


=m  — 1  ,        ffr    ,  .    ,         ^ r  Pr 


ist. 


"If(••-*'^^^p->'Ö]••] 


Die  Grösse  Ar  ist  eine  beliebige  Constante;  zerlegt  man  das  bestimmte 
Integral  in  26)  und  27)  in  zwei  von  k  bis  k'  und  von  k'  bis  |,  resp.  i},  und 
und  ersetzt  das  erste  Integral  durch  eine  Constante  A",  so  erkennt  man, 
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dass,  wenn  in  21)  die  rechte  Seite  Null  ist,  die  particnl&ren  Integrale  fol- 
gende sind : 

Är  —  Pr       ,  p  a 

Drückt  man  die  Differentialquotienten  nach  8)  durch  bestimmte  In- 
tegrale ans,  so  erhält  man  die  particnlären  Integrale,  welche  der  Verfasser 
schon  auf  anderem  Wege  abgeleitet  hat.*  Um  über  die  Auffassung  der 
Ausdrücke  26)  und  27)  keinen  Zweifel  zu  lassen,  soll  beispielsweise  ein  par- 
ticuläres  Integral  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  vollständig  ge- 
geben werden.   Man  erhält  unter  der  Voraussetzung  ^=1: 


y  =  X'^    *    J  X»«-/».-!  LL_  \x''-p,-l  (d.+e,xy.-«b  FX-]     , 

ax       L  "^  J 


wo 


sc 


k 
Die  Gleichung 


^0-^)^J  +  [c~(c  +  ft  +  l)ar]^-a6y  =  t/;a; 


hat  das  einfache  Integral 


dx    Ix 


Es  erübrigt  nun  noch ,  die  Fälle  zu  berücksichtigen ,  wo 
djj=d^  =...  =  0  oder  ^ß  =  ei=...  =  0 
ist.   Wird  in 

9?(d,  9w)  =  0 

die  Grösse  </o=0,  so  muss  u  unendlich  werden     Zur  Zeichenbestimmung 
genügen  die  ersten  Glieder.   Man  entnimmt  aus  der  Gleichung 

i/oH — ^  =  0,      /imw  =  — /im  ( -—■  I        =—00   und    Hm  Co  n d^)  =^  —  di. 

Entsprechend  erhält  man  für  27)  aus  der  Gleichung 

(pie,  —  ^t;)  =  o 

füree=0:  ,  a   i-    r        ^ 

hmv  =  +  Qo  und  Itm {q v ej  =  ty. 


*  Schlömilch's  Zeitschrift,  XV.  Jahrg.  8.441. 
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Es  bandelt  sich  somit  sowohl  in  26)  wie  27)  um  die  beiden  Grenzwerthe 

r       dr'^-^f*  1  r    rf"+'*  i 

hr-»-«^        ^{af*fx)\  nnä   lim  Ixf    -_  (a:« /"x) 

L  dx         ^      '      Jn=OD  L         dx     ^  ^Jtt=oö 


lim 


Für  den  er&ten  Grenzwerth  ergiebt  sich  aus  dem  letzten  Ausdruck  in 
8a),  indem  daselbst  u  {ilr  nu  gesetzt  wird: 

0 


also: 


r(n-tt).n^+'  J?-"^^ [xf'fdnx)] 

dx     ■■  J«=c 

28)  0 

e^^  f(ux)du. 


-j- 


Um  den   zweiten  Grenzwerth  zu  bestimmen,   forme   man  die  rechte 
Seite  der  aus  8a)  entnommenen  Gleichung: 

1 


odt" 


{X^  fx)  =  — ^ /     5^ r-7— r-r-  «    /("^)  ^ W 

e 

0 

£ 

dadurch  um,  dass  man  f(ux)  in  eine  Reihe  entwickelt,  dann  durch  Gamma- 
functionen integrirt  und  berücksichtigt,  dass 

r(m-^)r(^+i-m)  =  (-i)'— «r(^)r(i-^) 

für  jede  ganze  Zahl  m  ist.    Man  erhält  dann  für  eine  in  der  ganzen  Ebene 
synektische  Function  fx  die  Gleichung 

l 

xi'-^  -ax""  fx) 


dx 


Setzt  man  für  v  die  positive  Grösfse  n,  so  verschwindet  das  erste  ge- 
schlossene Integral,  wenn  sich  e  der  I  nähert;  man  erhält,  indem  u  an  die 
Stelle  von  nu  gesetzt  wird: 
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'^i-rm 


r(^)r(i- 


also: 


li.i^f--^..'^'^'-'' 


ir(^+«+i)      d*   L      V«;j\« 

20)  0 


[^"^©t, 


(/U. 


Da  die  linke  Seite  von  29)  /( -  )  enthält,  so  ist  es  für  29)  nicht  nöthig, 

dass  /x  in  der  ganzen  Ebene  sjrnektisch  ist;  es  genügt,  wenn  sie  im  Bereich 
des  Punktes  0  synektisch  ist,  vorausgesetzt,  dass  derselbe  sich  über  x 
hinaus  erstreckt. 

Setzt  man  nun  in  26) : 

Q  Q 

so  wird  zunächst 

wenn 

'«-r/f'(-'^'^i"-"^-)'«i-] 


ist;  ist 


und     M  = 


.  '     r(^+«+i)  «' 

so  wird,  indem  man  die  Factoren  n  nach  Gleichung  12)  forthebt: 

Für  n  =  00  wird  der  zu  u  gehörige  Factor  der  rechten  Seite  nach  Gleich- 
ung 29)  eine  Function  von  v\  sie  heisse  /^{(f),  so  erhält  man 

hm  (p  .U}z=uFi  [v). 
Führen  wir  diesen  Werth  in  y  ein ,  so   lässt  sich  die  Function ,  auf 
welche  sich    die    m  —  1    unveränderten    Differentiale    zunächst    beziehen, 
schreiben : 


Om  C3fm— Pm       . 
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wo  k  eine  neoe  Coostante  ist.  Da  nnn  lim  (d^n)  =  if,  ist,  m  liegt  eine  Fme- 
tion  Ton  n|  Tor,  also  erhalten  wir  auch  eine  solche,  wenn  wir  nns  an  der- 
selben die  m—\  Differentürnngen  nach  |  Tollzogen  denken;  bezeiehnet  man 
die  so  erhaltene  Fonetion  doreh  /VC»!)«  «>  kann  der  Grenzwerth  von 

|r'-^— [r'-'/'.(«i)l 

nach  28)  geftinden  werden. 

Gans  entsprechend  ist  Integral  27)  sa  behandeln,  indem 

^  e 

gesetzt  nnd  die  Beziehong  Hm(^e^h)  =  eg  berficksichtigt  wird. 
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IX. 
Zar  Theorie  der  Reihen. 

Von 

Leopold  Schendel, 

Sind,  zu  Berlin. 


1.   Wenn  die  Fnnction  f{ai)  nnd  ihre  m- ersten  Ableitungen  von  x=^x 
bis  x^=X'\-h  endlich  nnd  stetig  sind,  so  ist 

A  **ffi  A  ^}^  A^        *  %m  — 1 

+Si!::p^!=)Ä_V(x+Ä^).  o<^<i, 

wo  a  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet  und  die  Coefficienten  A^^ 
^1^...  durch  die  Gleichung 


?(rr;)-.-;— 


definirt  sind. 

Beweis.    Unter  den  getroffenen  Bestimmungen  ist  nach  der  Regel  der 
partiellen  Integration 

1 

0 

1 
.  »1  — 


h 
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und  folglich,  wenn  der  links  stehende  Ausdruck  durch  Um  bezeichnet  und 

die  ganze  Gleichung  mit multiplicirt  wird, 

tn  —  1 ! 

m-l\-      m-U       '         ^*+*-'         m-l!      '         <■*■'+      m-2!    * 


Hierans  ergiebt  sich  nun  sofort  weiter  die  Gleichnng 


und  aus  dieser  geht,  da 

1 


ü, = A-rc^+AQ  ät==^'r^''+%-  ''fi.') 


und  also 

-^  - "  oT  ^<-^+*) "  ~ör  ^^*-* 

ist ,  die  Formel 

=  -^^ /'(a^)  +  -yi- /•(-)  +  ...  4- -^^HYT /'"-'(-) 

1 

0 
hervor,   die  mit  der  zu  beweisenden  bis  auf  das  letzte  Glied  vollkommen 
übereinstimmt^  es  bleibt  noch  zu  beweisen,  dass  das  m- fache  des  bestimm- 
ten Integrals  oder 

ist.  Ehe  wir  dies  aber  thnn,  müssen  wir  nachweisen,  dass  die  Zahlen 
A'^m—i  positiv  sind.  Zu  dem  Ende  setzen  wir  in  der  oben  entwickelten  For- 
mel f(jx^  =  x"»~^;  dadurch  entsteht  die  Gleichung 

aus  der  für  Ä  =  —  j:  nach  Division  mit  a?""—^  die  Relation 
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(-i)--'^.-,=(7').-'-("7')»— +. 


nf—t 


Im« 
\m  — 1/ 

hervorgeht. 

Durch  MultiplicatioD  mit  m  wird  ans  derselben 

lassen  wir  nun  hierin  m  +  1  an  die  Stelle  von  m  treten,  so  dass  dadurch  die 
Gleichung 

entsteht,  und  subtrahiren  dann  von  dieser  die  vorige,  so  wird 

und  folglich,  da  die  rechte  Seite  mit  (— l)"»  Am"^^  identisch  ist, 

^m«+^  =  ^i  +  1  A^^  +  m  A%,^i. 
Da  nun  offenbar 

ist,  so  müssen  also  sfimmtliche  Zahlen  A^m—t  positiv  sein.    Zugleich  lehrt 
diese  bemerkenswerthe  Formel ,  dass  sie  auch  ganze  Zahlen  sind  und  dass 

ist.     Diese  letztere  Eigenschaft  ergiebt  sich  übrigens  auch  sofort  ans  der 
Definitionsgleichung,  da  erhellt,  dass  die  Gleichung 

in  Bezug  auf  m  eine  identische  Gleichung  ist. 

Es  erreiche   nun   innerhalb   des   Intervalles  f=0  bis  f=l  /"""(af+Ä/) 
seinen  kleinsten  Werth  für  /=:a  und  seinen  grössten  für  /=6;  es  ist  dann 

Diese  Ungleichheit  wird  durch  Multiplication  mit 


•»^(::!)^--o-o-- 


nicht  gestört,  weil  dieser  Factor  nach  dem  Vorhergehenden  von  i=0  bis 
/=:1  durchaus  positiv  bleibt;  multipliciren  wir  noch  mit  dt  und  integriren 
dann  zwischen  den  Grenzen  i=0  bis  ^=1 ,  so  wird  daher  offenbar 

oder,  da 

Z,lU«hrm  f.  M.lh.m.ük  n.  Phy.ik,  XVI .  3.  ^.^.^.^  J^^  GoOgle 
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Ig:.) 


^«;fe.i=m+l«-' 


ist, 


folglich  muss  zufolge  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  f^  {x) 

sein.    Damit  ist  unsere  Formel  vollständig  erwiesen. 

Das  eben  bewiesene  Theorem  enthält  als  speciellen  Fall  (a=l)  das 
Taylor'  sehe  Theorem 

f{j,^K) = f{x) + j^,  fix) + ^Jrc*) + .  • +Si  f-' c*) 

2.    Gilt  die  Gleichung 

fip^-h)  =  /-(ar)  +  \,  fix)  +^|  r'(*)  + . . . 

für  Wertjie  von  ä,  die  zwischen  den  Grössen  —  A  und  +;i  liegen,  so  gilt  für 
dieselben  Werthe  von  h  aach  die  Gleichung 


0!      ' '   ^   '        1! 
Diese  Gleichung  besteht  auch  an  den  Grenzen  der  Convergenz  ffir 
?i^=  +  k^  wenn  für  diese  Grenzwerthe  die  Taylor 'sehe  Beihe  und  ihre 
a  —  1  ersten  Ableitungen  nach  h  convergiren. 


Beweis.  Multiplicirt  man  die  Taylor'sche  Reihe  und  ihre  a— 1  ersten 
Ableitungen  nach  h:    * 

r(a:  +  Ä)=  ^»  +  ...  +  ^^a-i(a,)+^j/«(a:)  +  ... 

wobei  hervorgehoben  werden  muss ,  dass  diese  Gleichungen  nur  dann  rich- 
tig sind,  zunächst  für  Werthe  von  h,  die  zwischen  —X  und  +X  liegen,  wenn 
für  diese  Werthe  die  erste  Gleichung  besteht,  und  dann  {ür  h=i  +  lj  wenn 
für  diese  Grenzwerthe  sämmtliche  rechtsstehende  Reihen  convergiren,  der 
Reihe  nach  resp.  mit 

0!     '        II     •••      a— I! 


Digiti 


zedby  Google 


Von  L.  SCHBNDEL.  215 

und  addirt  dann  die  so  entstehenden  Gleichungen »  so  erhält  man  unter  den 
angegebenen  Bedingungen  die  Gleichung 

-[(:)v]^A..+[(:)^-+(;).,.]?;r,..+... 

+[(7>.-+('7>.-+-+(:::)--]S^-« 

+[(:)^"+(:)^.-+-+U)--]^>"«+-- 

in  der  die  eingeklammerten  Coefficienten  offenbar  für  m=l,  2...  aus  dem 
Ausdrucke 

("r)^.-+(7>.-+-+(::;)-- 

hervorgehen  und  somit  mit  1**""*,  2***...  identisch  sind,  folglich  etc.  etc. 

Für  a:=0,  h^=^x  gehen  aus   den  Theoremen  1  und  2  die  folgenden 
hervor : 

3.    Wenn  die  Function  f{x)  und  ihre  m  ersten  Ableitungen  von  £r=0 
bis  x^=ix  endlich  und  stetig  sind ,  so  ist 

A^a^  A  <* !r^  A^       i  r"*""' 

y/-(»)+yr(^)+--+^';;;l^;    r-'^^) 
=^V(o)+^-^V(o)+...+--;^'r-(o) 

fti  \ 
Dieses  Theorem  enthält  als  speciellen  Fall  (a  =  l)  das  Maclaurin- 
sche  Theorem 

Ax)  =  /'(0)+_/^(0)  +  ...  +  ,j^3p, /•■"-•  (0)+;;^/*-(a;»),    0<^<l. 


4.   Qilt  die  Gleichung 

für  Werthe  von  j?,  die  zwischen  den  Grössen  —  A  und  +il  liegen,  so  gilt  für 
dieselben  Werthe  von  x  die  Gleichung 

jt  a  rgSi  A  '^  ^^  A^        <  ^ftt  —  X 

=^m+?^V(o)+.... 

Diese  Gleichung  besteht  auch  an  den  Grenzen  der  Convergenz  für 
rr  =  +il,  wenn  für  diese  Grenzwerthe  die  Maclaurin'sche  Reihe  und 
ihre  a— l  ersten  Ableitungen  convergiren. 
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Es  ist  einleachtend  und  mag  noch  bemerkt  werden,  daes,  wenn  eine 
ganze  rationale  Fanction  in  Beziehung  anf  m  vom  a  —  1^"  Grade  durch 
(a,  m)  bezeichnet,  also 

und  ferner 

gesetzt  wird,   dass  dann  unter   denselben  Bedingungen,   wie  die  in  dem 
Theoreme  2 ,  resp.  4  angegebenen ,  die  Gleichungen 

^V(.+»)+iAV(»+»)+...+-<?=i^V-'(*+») 


0!       '^       '        l! 

bestehen. 

Hinsichtlich  der  Zahlen  A'^n—x  ist  Folgendes  sehr  bemerkenswerth : 
Die  Zahlen  A^^,  ^,«,  ^,«  ...  ^«a_i  sind  die  Anfangsglieder  der  0««", 
|!ei»^  2'*^"  ...a— 1'®"  Differenzen  der  arithmetischen  Reihe  a  — 1***"  Ordnung 

1«-*,  2«-^  3«-',  4«-^.... 
Denn  um  diejenigen  Grössen  zu  bestimmen ,  die  eine  arithmetische  Reihe 
cf-.iter  Ordnung  bilden,  von  der  Beschaffenheit,  dass  AJ^  das  erste  Glied 
ihrer  0**"  Differenzen,  d,  i.  der  Reibe  selbst,  ^,**  das  erste  Glied  ihrer  l*^" 
Differenzen  u.  s.  f.,  A^a—i  ^^^  erste  Glied  ihrer  a  — I**"  (letzten)  Differenzen 
ist,  hat  man  nach  einer  bekannten  Formel  den  Ausdruck 

(";>•+(":>■•+•••+(::;)-- 

zu  bilden,  der  das  ni^^  Glied  der  gesuchten  Reihe  darstellt;  dieser  Ausdruck 
ist  nun  identisch  mit  m*""^  und  also  in  der  That 

1«-»,  2«-^  3«-S  4«-^.. 
die  Grössen ,  die  die  angegebene  Eigenschaft  besitzen. 

Die  Summe  der  m  ersten  Glieder  dieser  arithmetischen  Reihe  ist  daher 
nach  einer  bekannten  Gleichung  durch  die  Formel 

l«-i  +  2«-i  +  3«-*  ^-  . . .  +  m«-«  =  V  (^^  ^«t_i 
gegeben,  was  man  auch  direct  aus  der  Formel 


m" 
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findet,  wenn  man  dem  m  der  Reihe  nach  die  Werthe  i,  2,  3...m  zutheilt 
nnd  die  so  entstehenden  Gleichungen  addirt. 

Gewöhnlich  schreibt  man  diese  Summenformel  in  der  Form 

-i(7')*""-'+*(7')  "'»--■• 

WO  ^1,  B^y  B^,..  die  sogenannten  Bernonlli' sehen  Zahlen  sind. 

Der  Coefficient  von  m  in  der  erst  gegebenen  Formel  ist,  wenn  nach 
Potenzen  von  m  geordnet  wird : 

dagegen  in  der  zuletzt  gegebenen  (— 1)^+^  i92A-i  oder  Null,  je  nachdem 
oi=32A  +  l  oder  a=:2il  +  2  ist;  folglich  bestehen  die  Gleichungen 

0=  i  jn+2  _    J  J2l+i  +  ,  ^,2i  +  2  _  . .  .  _  _J_  Ji^X+,  ^ 

durch  deren  erstere  die  Bernonlji^schen  Zahlen  independent  bestimmt 
sind,  da  es  ja  die  Zahlen  A^m^i  durch  die  Gleichung 


(-.r-^.-,=("7')'--r7>-+...+(-.r- (::;). 


Bemerkt  man  übrigens,  dass  sich  aus  der  fiinftletzten ,  in  Bezug  auf  m 
identischen  Gleichung  die  Relation 

^o"-4"  +  ^t"-.-.  +  (-l)''"^^"«-i==0,     «>l 
ergiebt,  so  lassen  sich  diese  Formeln  vermittelst  der  Relation 

auch  in  die  Form 

bringen. 

Aus  der  eben  benutzten,  in  Bezug  auf  m  identischen  Gleichung  kön- 
nen gleichfalls  ohne  Mühe  die  einfachen  Relationen 
^«a-i  =  1.2...a— 1, 
>«  1.2...« 

hergeleitet  werden. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

m-ll' 
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80  läset  sich  die  fünftletzte  Relation  aach  dnrch  die  Gleichung 

darstellen,  ans  der  erhellt,  dass  die  Zahlen  ^m— i  ganze  Zahlen  nnd  somit 
die  Zahlen  A^m—i  dnrch  m  — l!  ohne  Rest  theilbar  sind. 

Durch  die  Substitution  a+l=A:+n,  m=n  — 1,  -/JJli  =  Q~"  wird  aus 
ihr  die  folgende  Gleichung 

durch  die  bekanntlich,  wenn  die  offenbar  richtigen  Gleichungen 

(7^-1  =  1.,     C^-«=l 
zu  ihr  hinzugefügt  werden ,  die  sogenannten  Facultätencoefficienten  nega- 
tiver Exponenten  bestimmt  sind.    Es  sind  demnach  die  Zahlen  ^^m— i  mit 
den  Facultätencoefficienten  negativer  Exponenten  durch  die  Gleichung 

verknüpft.  Da  nun  durch  die  Facultätencoefficienten  negativer  Exponenten 
die  Facultätencoefficienten  positiver  Exponenten  ausgedrückt  werden  kön- 
nen, so  ist  klar,  dass  sich  auch  diese  aus  den  Zahlen  A^m—i  herleiten 
lassen.  Die  betreffende  Formel,  durch  die  das  bewirkt  werden  kann ,  ist 
die  folgende: 

"»"    n  +  k     '  {k  +  l)(^k  +  2)...2k'  k^llS 

Wegen  der  hierbei  zu  Grunde  gelegten  Gleichung  verweisen  wir  auf 
den  Abschnitt  „Das  Bildangsgesetz  der  Facultätencoefficienten'*  in  Schlö- 
milch's  Compendium  der  höheren  Analysis,  Bd.  2,  Braunschweig  1866. 

In  dem  eben  angeführten  Werke  befinden  sich  auf  Seite  II  zwei  For- 
meln zur  independenten  Bestimmung  der  Tangenten-  und  Secantencoeffi- 
cieuten;  diese  lassen  sich,  wie  man  sofort  erkennt,  auch  in  der  Form 

(-  ly-i  r2p_,  =  -^  sin  ( J  ;r)  -  t^^-=—  «n  (| «)  +  . . . 
y2^  y2^ 

(-  1)."- '  r,^  =  ~%^  ros<| ,)  _  ^  CO*  (I  >»)  +  . . . 


■  — = —  cos 


(}^r-') 


j/22/u-l 

schreiben.    Die  Formel,  aus  der  sie  hergeleitet,  und  die  dort  in  etwas  an- 
derer Gestalt  auf  Seite  10  steht ,  ist  die  folgende : 
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/>,-  F («-)  =  ^  e>*  F' (e*)  +  ilT  e»-  r* (e*)  + . . .  +  ^^  e-*  F(»)  («;*). 

Endlich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  zwischen  den  Zahlen 

^0"  =  (;)«»-(j)(n-l)»  +  Q)(«-2)"-..., 

die  in  der  endlichen  Differenzenrechnnng  (vergl.  die  Grnndlehren  der  end- 
lichen Differenzen-  und  Summenrechnnng  von  George  Boole,  deutsch  be- 
arbeitet von  Dr.  Schnuse,  Braunschweig  1867)  auftreten,  und  den  Zahlen 
A^m—\y  wie  man  augenblicklich  erkennt,  die  Relation 

besteht. 

Eine   kleine  Tafel    der  Zahlen  ^'^m—i  findet   man   am  Ende   dieser 
Abhandlung. 


Als  Anhang  lassen  wir  hier  einige  Beihenentwickelungen  mit  Angabe 
der  nöthigen  Convergenzbedingungen  folgen,  die  sich  vermittelst  des  Theo- 
rems 4  mit  Leichtigkeit  aus  bekannten  Theoremen  herleiten  lassen. 

Die  Reiheuentwickelung 

(^)  A,"  x>  (1  +a.)'-  +  Q  A,"  x'  (1  +a:)«— •  +  . . . 

+  C  !1 1)  ^"«- »*""' (1 +«;)«'+'- " 

=(:)'-'"+(:)'■-"■+•■• 

gilt  fOr  jedes  endliche  m ,  wenn  der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  die 
positive  Einheit  ist;  im  Falle  a;=+l  muss  dagegen  m  zwischen  a— 2  und 
-f-oo,  und  im  Falle  a?=— 1  zwischen  a—  l  und  +  cx>  liegen. 
Die  Formel 

[A  a  ja  jo       .  -\  oa— 1  a«— 1 

besteht  für  jedes  endliche  x. 
Die  Gleichungen 


40— 1 


sinx'\-  -^  XC08X a^sinx j  a:'co5a;  + ..  .  =  — --x —x^'\-.. 

cosx-^-^  xstnx--—  srcosx  +  -^  c^smx  +  ,.,^  1 r-  a:'H — f^  -• 

gelten  für  jedes  endliche  x. 
Die  Reihenentwickelung 

'(.+')+f(TT-J-^t"(r|-J+-+(-)«^(ri.)' 
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gilt  für  jedes  x^  ^%%  zwischen  der  positiven  und  negatTven  Einheit  Hegt,  im 
Falle  a=l  auch  für  x=-|-l« 
Die  Gleichung 

arfUjx+  —-l—j-^z-     $tnliarctg-\ —  (  — =  )  sinitarclg-X-Sr  --^ 


1  3^5 

gilt  für  jedes  x^  dessen  ahsolnter  Werth  kleiner  als  Eins  ist,  im  Falle  a=l 

auch  für  x=+l. 

Die  Reihenentwiekelnng 

r  a.b    _  a(a  +  l),b{b  +  i) 

[^  +  i:-(^i_a-l')  ^^""^12  (c-6-a-l)(c-6-a-2)^'"T-- 

a(a  +  l)...(a  +  a-2). 6(^+0 ->>(W«-2)         ^^       1 

"^l.2...(a— l).(c— ^  — a  — l)(c  — 6  — fl  — 2)...(c— Ä  — a—a+l)       *~J 

r(r)ne-b-^a)^         ab  a{a+l).Hö+l) 

i(c  — fl)  r(c— 6)         "^l.c  "^       1.2.c(c+l)  "^'" 

besteht  für  jedes  positive  a^  b,  c  unter  der  Bedingung,  dass 

c  — 6  —  a>  a  —  l 
ist. 

Die  Reihenentwickelung 


«("+')      ^.«-... 


[^      Vljft  +  m-^l  ^'"■'"  V2/(6  +  m~l)^6  +  m-2} 

-i-r^na-i^    '^   ^ «(g+i). ..(«+«-- 2) ,  1 

^^       ^         \a-l/(6  +  »»-l)(^  +  w»-2)...(Ä  +  '«-«  +  l)       ""J 

/yp  r(&+m)     _/w\  I«-' 

Fih)  1X0+0  +  ^)"  XoJäJ^  +  l)...  (a  +  ft-f) 

gilt  für  jedes  positive  a,  6,  w,  wenn  ö+m>a  — 1  und  b  eine  ganze  Zahl  ist. 
Gilt  die  Gleichung 

für  Werthe  von  ä,  die  zwischen  den  Grössen  — i  und  +il  liegen,  so  besteht, 
wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  die  Gleichung 

(^)  A.r+'»A)-(„,^,)r(^+'^^lA)  +...-(-1)»  (^)r(x+ih) 

+  (-t)''(:)Ai)=,^>'-rw+£-^,  ^V+'N . 


,/'"+?  Am+2 

^//»-l!  (m  +  l)(m  +  2)'^        W-»""- 
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für  Werthe  von  Ä,  die  zwischen  den  Grössen und  -\ —  liegen:  sie  be- 

m  rn 

steht  auch  noch  an  den  Grenzen  der  Convergenz  für  h^=-i — ,  wenn  die 

m 

erste  Gleichung  für  Ä=  + iL  richtig  bleibt. 
Beweis.    Lässt  man  in  der  Gleichung 

/'(x+Ä)=/(a!)  +  *r(x)  +  ^r(«)  +  ...-A<A<+i 

an  die  Stelle  von  h  der  Reihe  nach  mh^  m—ih,,,\h  treten,  so  entstehen 
offenbar  die  Gleichungen 

^     <h<+~-- 


y;i— l  m  —  i 


Multiplicirt  man  nun  diese ,  und  zwar  die  erste  mit  (     j,  die  zweite  mit 

—  (  ]  u.  s.  w. ,  die  letzte  mit  (-— l)'""'^  (     j,  und  addirt  dann.diQ  so  ent- 

stehenden Gleichungen,  so  wird 

+[(:)--C-,)^'*+-+<-')-(:)>inrw.... 

-s<*<+» 

oder,  wenn  das  erste  rechts  stehende  Glied  auf  die  linke  Seite  gebracht 
und  die  Relationen 

(z)""-C-.)^'+-+(-"-(r)  •"=■"*- 

berücksichtigt  werden , 
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m  m 

und  hierans  folgt  wegen  der  Relation 

sofort  die  Richtigkeit  des  aofgestellten  Satzes,  wenigstens  bis  anf  den  die 
Grenzen  der  Convergenz  betreffenden  Zusatz,  dessen  Richtigkeit  nach  die- 
sem Beweise  aber  von  selbst  erhellt. 

Für  a:=0,  A=^  geht  aus  dem  obigen  Theorem  das  folgende  hervor: 

Gilt  die  Gleichung 

für  Werthe  von  x^  die  zwischen  den  Grössen  —iL  und  +iL  Hegen,  so  besteht 
die  Gleichung 


/•(o) 


^»"+2  «.m  +  2 

für  Werthe  von  x^  die  zwischen  den  Grössen und  +—  liegen;  sie  be- 

tn  tn 

steht  auch  noch  an  den  Grenzen  der  Convergenz  für  a?=H — ,  wenn  die 

—  m 

erste  Gleichung  für  o;  =  +  il  richtig  bleibt. 

Nimmt  man  f{x)  =  €*  an ,  so  erhält  man  nach  diesem  Theoreme ,  da 
die  Gleichung 

für  jedes  endliche  x  gilt,  also  Jlcsoo  ist  und 

C)«— C->-+--(-')-(:)'"+(-""(:)''=<''7"- 

gesetzt  werden  darf,  die  für  jedes  endliche  x  und  jedes  endliche  positive 
ganze  tn  bestehende  Gleichung 

^  ^    ~m-l!        ^m-ll  m  +  l^m-l!  (m  +  l)(m  +  2)^"" 

Für  /•(a:)  =  /(l+aj)  und  /"(a;)  =  (l  +  x)»  erhält  man  folgende  Reihen- 
entwickelungen, die  wir  von  den  vielen  Reihenentwickelungen,  die  man  ver- 
mittelst des  obigen  Theoremes  aufstellen  kann,  hier  noch  anführen  wollen: 
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("')/(l  +  U)-(^)/(l+2x)  +  .   .  +  (_i)»-i(^)/(l+mx) 


'  -^'.  :,m  _  *"  -^f^-'  a^l  +  *"  ^'  a*«+i  +  . . 


m+1  m+2 


m  —  m 


—  I<a?<  +  1,     —  oo<«<  +  oo, 


Anknüpfend   an  die  drittletzte  Oleichnng,  die   man  wegen  der  Re- 
lation 

auch  in  der  Form 

schreiben  kann,  nnd  die  sich  übrigens  vermittelst  dor  Formel 

anch  auf  ganz  ähnliche  Weise  entwickeln  lässt,  wie  die  analoge  Gleichung 
2)       [/(l+a?)]'"  =  ^o'"^"'-   '--ri— +  ^     ' 


m+l  (m+l)  (m  +  2)       ' 

—  I<aj<+1 
mit  Hilfe  der  Formel 

/?^«  F  (/a?)  =  -1  [Co"  F« (/a?)  -  C,»  F"-i  (i^)  +  ...  +  (—  l)»-i  ^„«  /»'  (/a:)] 

in  dem  Abschnitte:  „Die  höheren  Dififerentialqnotienten*'  inSchlömilch*s 
Compendinm  der  höheren  Analjsis,  Bd.  2,  hergeleitet  ist,  geben  wir  in  dem 
Folgenden  die  Entwickelnng  einiger  Formeln,  ans  denen  die  grosse  Ana- 
logie, die  zwischen  den  Facnltätencoefficienten  negativer  Exponenten  Cj^"^ 
und  den  Facnltätencoefficienten  positiver  Exponenten  Cjt^  besteht  nnd  von 
der  schon  die  oben  angeführten  Gleichungen  zengen,  erhellen,  und  ans 
denen  man  erkennen  wird ,  dass  die  Facnltätencoefficienten  negativer  Ex- 
ponenten ,  wenn  man  so  sagen  darf,  auf  dem  Gebiete  der  Exponentialgrös- 
sen,  die  Facnltätencoefficienten  positiver  Exponenten  dagegen  auf  dem 
Gebiete  der  Logarithmen  eine  Rolle  spielen. 
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Dividirt  man  die  Gleichung  1)  dnrch  af^^  difTerentiirt  dann  A:-Qial  nach 
'x  nnd  setzt  alsdann  x=Oy  so  erhält  man 

^'  r'  V    X    ;  i-(m+l)(m+2)...(m+*)^*      ' 

Diese  Gleichung,  der  die  Gleichung 

l^-y      X      )   Jo"^     '^    (m+l)(«+2)...(m+*)^*^ 
entspricht,  dient  znr  algebraischen  Bestimmung  des  Ausdrucks 

in  dem  n  nichi,  wie  m,  nur  eine  positive  ganze,  sondern  irgend  eine  belie- 
bige Zahl  sein  kann. 

Bekanntlich  ist  nämlich,  wenn  y  eine  Function  von  x  bedeutet, 

(*)  ( 

e*—  1 
setzt  man  daher  y  = ,   so  kommt  man,  wenn  a:=0,   also  sf=l  an- 

X 

genommen  wird,  unter  Benutzung  der  Formel  3)  und  unter  Anwendung  der 
abkürzenden  Bezeichnung 

*  V*    /)      A  +  I  n-l^(Ä+l)(A+2)  11-2 

Ar(A:-l)...2.1       C»^* 
^'^      ^  (*+l)(/t+2)...2An-A( 
anf  die  Gleichung 

Die  analoge,  auf  ähnliche  Weise  entwickelbare  Gleichung  ist 

wo 

^*  ""     V    k   J)      k  +  i  n  —  l'^ (k+i)lk+2)  n-2      •" 
Ar(/r-l)...2.1        C.^M 

zu  nehmen  ist. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  1)  x  an  die  Stelle  von  e'— 1  und  also 
/  (1+^)  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  so  erhält  man  die  Gleichung 
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Dieselbe  Entwickelung  für  ic*"  muss  man  natürlich  erhalten,  wenn  man 
in  der  transforn^irien  Maclanri naschen  Reihe 

l 

0 

f{x)  =  x-^,     q>{x)  =  l{\  +  x) 

annimmt;  es  muss  daher  für  jedes  positive  k  incl.  /:=30 

(w+l)(m  +  2)...(;/i  +  Ä)      m  +  ^!      m  +  k\l    "  \/(l+a:)/  Jo 

oder 

und  folglich  nach  Anwendung  der  Regel  für  die  Differentiation  der  Producte 

Kl{\+x))        Jo 


..-=e+:-)[^.'C-ni:,r' 


sein. 


Die  analoge  Gleichung  ist 

^.-=(-)'("+r')[-.*(Är].- 

Die  in   diesen  Gleichungen  stehenden  DifferentiAlquotienteu  sind  in- 
folge der  Gleichungen  4)  und  5)  identisch  resp.  mit  den  Zahlen 

es  bestehen  daher  die  bemerkenswerthen  Gleichungen 

— (-)*<"+K"^'-')("roi-JTi»-5^. 

_k{k-X) 6'i*+^    _  ,    Ar(A:-l)...2.1       Ct"    | 

■^(A+l)(Ä+2)  m  +  /t+2      ■■  ^   (Ä+l)(Ä+2)...2Äm+2A)' 

...-=(-.,M.+.,c"+:-)("r')i-*-Ti  ^^ 

■^(^+l)(A:  +  2)  f/j  +  Ä  +  2      "•"''^       ^   (Ä+l)lÄ  +  2'M*»i+2)t)' 
nach  welchen  sich  die  Facultätencoefficienten  negativer  Exponenten  durch 
die   Facnltätencoefiicienten  positiver  Exponenten,    und  umgekehrt,    aus- 
drücken lassen. 

I   nach  dem  Macl  aurin 'sehen  Theorem  nach 

Potenzen  von  x^  so  erhält  man  unter  Benutzung  der  Formel  4)  die  Reihen- 
entwickclung 
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von  der  man  sicher  weiss,  dass  sie  für  fi=m,  d.  h.  für  positive  ganze  it, 
nnd,  sofern  —  2»  <Ca:<C  +  2jc  angenommen  wird,  anchfürii=— 1  giltig 
ist;  denn  im  ersten  Falle  geht  sie  nach  Mnltiplication  mit  W*  in  die  Gleich- 
ung 1)  und  im  zweiten  Falle  in  die  Beihenentwickelnng 

j^,-.-i.+f,^-fi^+... 

—  2n;<a?<  +  2« 
üher. 

Ebenso  erhält  man  unter  Benutzung  der  Formel  5) ,  wenn  man 

nach  dem  Maclaurin'schen  Theorem  nach  Potenzen  von  x  entwickelt, 
die  Beihenentwickelnng 

Ix]  ""*         rr"^    21 
und  von  dieser  weiss  man,  dass  sie,  sofern  — l^a;<!4-l  angenommen  wird, 
für  fi=m,  d.  h.  für  positive  ganze  n  giltig  ist,  da  sie  nämlich  in  diesem 
Falle  nach  Mnltiplication  mit  x*  in  die  Gleichung  2)  übergeht. 
Zufolge  des  Umstandes ,  dass  hiernach  für 

\    X    J  '     \      X      /  '     «*-! 
je  zwei  Beihenentwickelungen  nach  Potenzen  von  x  statthaben,  ergeben 
sich  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x  die  fol- 
genden bemerkenswerthen  Relationen: 

^^       '    (A+l)  (Ä+2)...2Ä-m-*)' 

k     Ct»+i  k{k-l)      Ct>'+' 


Ar(A:-l)...2.1         C^»  ) 
^'^       '    {k+l)(k+2)...2km-k{' 

(     lUBl      _2^r-'      2^2^-0^-8  I  2M2A-l)(2t-2)     -^ 
^-•^^^^•  =  T^^»-37(n+l)^^*+4.(2i  +  2)(2i+3)^'i— • 
2A(2A-1)...2.1  2X 

(2A+l)(2A+2)...4i*^*    ' 
deren  letztere  besonders  lehrt,  wie  die  Bernonlli'schen Zahlen  durch  die 
Facnltätencoef&cienten  negativer  Exponenten  ausgedrückt  werden  können. 
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X. 
Ueber  das  Integral  der  Oleichnng 

Von 

Dr.  Ludwig  Matthiessen 

in  Hasom. 


Ist  V  das  Potential  der  Anziehnng  eines  nnendlichen  homogenen  Cj* 
linders  von  beliebigem  Querschnitt^  so  ist  für  jeden  Punkt  {x,  y),  welcher 
keinen  Theil  seiner  Masse  bildet,  weil  Fanabhängig  von  der  der  Axe  pa- 
rallelen Coordinate  z  ist, 

a^    a^_ 

Eine  nar  experimentelle  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  dieser 
Gleichung  findet  sich  bei  Laplace  (^Mec.  cSUliv.II,  §  11--I3J.     Um  die 
Gleichung  zu  integriren,  führe  man  die  Polarcoordinaten  r  und  m  ein,  in- 
dem x=:=r  sina,  y  =  rcosm  gesetzt  wird.    Hieraus  folgt 
dx        .  dx  du  du 

er  dm  er  oto 

d^x      ^         d^x  d^x 

or^  drdm  dar  ' 

d'y      ^         yy  d'y 

ä~2  =  ö>      a    o     —  —  swm,     r-^  =  — reo*«. 

ör*  drdm  der 

dV     dV    ,         .   dV  "• 

r-  =  —  stn  m  +  —  cosü), 

dr      dx  dy 

dV     dV  '    dV      , 

doi      dx  oy 

d'V     d*V   ,     ^  ^       d^F     .  ,  d'V 

dr^      öx^  dx  dy  d  yr 

d'V     d'V  ,         ,  a'F     , 

ö— •  =  ^— s  r*  cos  cor —  2  ^— -  -  r*  sin  (o  cos  g> 

Cm      dx^  dxdy 

.  a«F  ,  .    ,    dv    .       dv 

+  ^-^  r^stnar—  ;r- r  sw  <o  — -r-  r  cosm, 
dy*  dx  dy 
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Demnach  ist 

a  r      ^  r    .         ,    dV    cosm  dV     dV  dV    sin  cj 

=  ■:r—  sin  CO  +  ^—  . ,  TT-  —  -^—  cos  CD  —  -  -  .  -        ; 

(ix       dr  0(0        r  oy       ör  dm       r 


r  — 


V    d^v      ./^'r .  <^-r\      (dv  .     ,  dv       \ 

*       d  ro^  \ds*       oxf  J         Xd^r  dy  / 

Folglich  ist 

Maltiplicirt  man  die  Gleichung  mit  r'  und  beachtet,  das8 

''  dt^'^''  dr  dr  ''(         dr         ) 

ist,  so  verwandelt  sie  sich  in 


dr 


La  place  nimmt  nun  vorläafig  an,  es  sei  V^=^r,F{G}),  Dadurch  wird 
offenbar  vorausgesetzt,  daas  bei  constantem  cd  das  Potential  V  dem  Badius 
vector  proportional  bleibe,  dass  also  die  Grösse  der  Massenanziehung  nach 
seiner  Bichtnng ,  nämlich 

Ä=/'|^=F(») 

constant  sei  für  irgend  eine  und  dieselbe  Richtung  des  angezogenen  Punk- 
tes. Diese  Annahme  ist  aber  sehr  willkfirlich  und  trifft  wenigstens  bei  dem 
elliptischen  Cylinder  nicht  zu.  Bei  diesem  ist  die  Function  ziemlich  com- 
plicirt,  und  zwar  ist 


dr  ^  7/1 -Ul«     i* 


worin  J^T+^  das  Axenverhältniss  des  elliptischen  Querschnittes,  ^1+Ai* 
das  des  homofocalen  Cylinders,  auf  dessen  Oberfläche  der  angezogene  Punkt 
liegt,  bezeichnen.  Die  Anziehung  R  nimmt  also  mit  wachsendem  r  ab  und 
nähert  sich  offenbar  der  Grenze 

Die  vorläufige  Annahme  F  =  r.F(o>)  scheint  Laplace  übrigens  nur 
gemacht  zu  haben,  um  zu  einer  speciellen  Form  des  Integrals  Fzu  gelangen. 
Für  einen  unendlichen  Cylinder  mit  kreisförmigem  Querschnitt  findet  man 
leicht 

^*^_n       ?^-n       z^^-^' 
a^«"°'      ~dio'     ^dr^r' 
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dV 
Gemäss  der  Annahme  V=^r  .F{(BBi)  ist  nnn  weiter  V=r  —  nnd  folg- 
lich  der  erste  Theil  der  Differentialgleichang  in  Polarcoordinaten  gleich 
—  F,  woraus  dann  F+ -— ^  =  0  folgt,  oder  anch 

O  CD 

dar 
Setzt   man  i^(ö))  =  e"®,   also  ^'(w)  =  iif . /»^®,  /•"(€<))  =  »i*.  c«®,  so 
geht  die  Differentialgleichung  über  in 

C"®(l7l«+i)  =  0, 

worans  die  Bedingungsgleicbnngen  »i  =  +  ^'^—  1  nnd  i??  =  —  ^—  1  folgen. 
£s  ist  demgemäss 

Hierfür  snbstitnirt  nun  Laplace  wieder  die  allgemeine  Form  des  In- 
tegrals, nämlich 

V^f{rcosm'\-rsinm  .f/^^)  +  g>  {r  cos ca  —  r  sinm  j/^^\) 
oder  auch 

Dies  ist  in  Wirklichkeit  die  allgemeinste  Form  des  Integrals  für  jedes  belie- 
bige reelle  oder  complexe  V.  Wir  werden  weiter  unten  eine  directe  Ablei- 
tung des  Integrals  für  jeden  reellen  Wertb  von  F  geben. 

Laplace  benutzt  dieses  Theorem  auf  eine  scharfsinnige  Weise  zur 
Berechnung  der  Compouenten  der  Anziehung  eines  unendlichen  Cjlinders 
mit  elliptischem  Querschnitt,  wobei  er  die  Halbaxen  des  elliptischen  Quer- 
schnittes zu  Coordinatenaxeu  wählt.  Da  in  dieser  Voraussetzung  V  densel- 
ben Wertb  behalten  mnss  für  gleiche  positive  nnd  negative  Coordinaten, 
so  ist  offenbar  einfacher 

F=/-(y  +  a:,-)  +  /'(y-<rO. 

Dies  Integral  gilt  also  schlechterdings  für  den  Fall,  wo  der  Quer- 
schnitt de4  Cylinders  aus  vier  congruenten  Quadranten  besteht. 

£s  lässt  sich  nun  leicht  nacliweisen,  dass  dies  Integral  der  Gleichung 


d'v ,  d'v    „ 

ax'+a^=« 

genügt.    Es  ist  nämlich 

dV         dV 

d{y+xi)          dV        diy-xi) 

dy~d{y+xi) 

'       dy        '  d(t/-ui)'       dy 

und  wegen 

^(y+xt)_d(y-xt)_ 

dy  dy 

d{y ±xi)  _  _  d{y-ri) _    .—- 

dx       ~  dx       -^-'' 
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Mithin 

Auf  ahnliche  Art  findet  man 

^=«'[r(y+^-o+r(y-^«)]. 

wodurch  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Wir  wollen  zunächst  auf  eine  directe  Art  beweisen,  dass  das  Integral 
der  Gleichung  allgemein  die  Form 

hatf  bei  jedem  beliebigen  Querschnitt  des  Cylinders,  möge  derselbe  homo- 
gen oder  heterogen  sein. 

Es  seien  £  und  ri  die  Coordinaten  eines  Cylinderelements  vom  Quer- 
schnitt d  ^  dtf^  Q=Hf  (Mi  v)  ^^®  Dichtigkeit,  x  und  y  die  Coordinaten  des 
angezogeneu  Punktes.  Weil  die  Anziehung  eines  unendlichen  Cylinder- 
elements  dem  Abstände  des  angezogenen  Punktes  umgekehrt  proportional 
ist,  so  ist,  wenn  Punkt  und  Cylinderelement  in  demselben  Quadranten 
liegen, 

Folglich  i8t 

Ist  also  der  Querschnitt  des  Cylinders  eine  Fläche ,  bei  der  die  Ordi- 
nate I  irgend  eine  Function  9>(i})  von  der  Abscisse  4;  ist,  so  suche  man  das 
Integral  zu  bestimmen ,  woraus  folgt 
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Ol    5i  =  qPi(i?) 


Da  die  Grössen  Fand  X  stets  endliche  und  continuirliche  Grössen  sind, 
so  bleibt  es  aach  das  Integral,  welches  offenbar  eine  Function  von  y+^i 
ist,  also 

Liegt  der  angezogene  Punkt  in  einem  andern  Quadranten  und  geht 
z.  B.  :r  in  — x  über,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Ordinate  mit  x^  be- 
zeichnet : 


Folglich  ist,  uachdem  —x  an  die  Stelle  von  tr,  gesetzt  worden, 

woraus  resnltirt 

^^ 

Da  V  jedenfalls  als  Potential  betrachtet  eine  reelle  Grösse  ist,  so  ist 
es  auch 

dv 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  immer  reell ,  wenn  /"=  <p  ist.    Ist  V  dagegen  ali- 
gemein eine  Function  complexer  Grössen,  so  ist  das  allgemeine  Integral 

Auf  einem  etwas  kürzeren  Wege  gelangt  man  zu  diesem  Resultat  auf 
folgende  Art:  Das  Potential  eines  Körpers  auf  einen  Punkt  für  den  Fall, 
wo  die  Anziehung  in  umgekehrtem  Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfer- 
nung wirkt,  ist 

in  dem  Falle,  wo  die  Anziehung  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Entfer- 
nungen wirkt,  was  bei  einem  Cylinderelement  der  Fall  ist,  ist 
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Sind  also  die  Coordinaten  des  anziehenden  Elementes  |  und  rj,  die  des 
augezogenen  Punktes  x  und  y,  so  ist 

=  iffQHdrilog\{ri  +  ii)^{y  +  xi)\ 

+  \Jj9ndrilog\{n-ki)'-{y-'Xi)l 
woraus  ebenfalls  das  Theorem  folgt. 

Laplace  wendet  diese  Eigenschaft  des  Potentials  an,  um  die  An- 
ziehung eines  unendlichen  Cylinders  von  elliptischem  Querschnitt  zu  be- 
stimmen. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  man  zur  Kenntniss  der  Function  ^^(^+^0 
gelangen  kann,  indem  man  f'{y)  bestimmt  und  darauf  y+xi  an  die  Stelle 
von  y  setzt.  Laplace  bestimmt  deshalb  die  Anziehung  eines  Punktes  (u,0) 
in  der  Verlängerung  der  ^-Axe.  Die  kürzeste  Halbaxe  des  Querschnitts 
sei  a,  die  längste  h.    Für  den  Umfang  des  Querschnitts  gilt  die  Gleichung 

Für  die  Halbaxen  u  und  v  einer  durch  den  Punkt  (m,0)  gehenden  homofo- 
calen  Ellipse  ist  noch  u^—v^^b^—a^.    Es  ist  alsdann 

-\-b     +1     -fOD 


J  J  J  /!'  +  («-.?)'+£' 

-6  -6  -OD 

—  b  — {  -6 

Setzt  man  nun  y  +  xi  an  die  Stelle  von  w,  so  wird 

-b 

Laplace  findet  nun  das  bestimmte  Integral 

ohne  jedoch   anzugeben,   welche  Integrationsmethode  er  dabei  angewen- 
det hat. 

Für  irgend  einen  Punkt  der  Oberfläche  des  Cylinders  ist  nun 

1;+?;=,,  „...-"^ 
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o  or     o  y 

folglich 


r-,-^  =  -4«/-f^-^'jy  +  .r.-^/y'-.'+2y..-6«^.(g  +  5)j 


xt 


-/("-"PFP)^(-'+".TI')?+'"'" 


=- -»«/"v -^-{y +*'■-// ^i''-^«'  +  2y««! 


Hiernach  sind  die  beiden  Componenten  der  Anziehung 

Wir  wollen  nun  das  Integral  auf  einem  andern  Wege  bestimmen.  Der 
unendliche  Cylinder  mit  elliptischem  Querschnitte  ist  nämlich  die  Grenz- 
figur des  dreiaxigen  Ellipsoides^  bei  welchem  die  Halbaxe  C  unendlich 
gross  wjrd.    Die  Componenten  der  Anziehung  auf  einen  äussern  Punkt  sind 


2  = 


0,     r-^^^Kfi^-^yj  -^-_— -,~^^-^-_^-^, 


^«;^' 


wenn  — ; —  mit  A ,  ; —  mit  A,    bezeichnet  wird. 


Seien  t;,  u,  w  die  Halbaxen  eines  homofocalen  Ellipsoides,  welches 
^ durch  den  angezogeneu  Punkt  geht,  so  ist 

r»—  a»  =  r/»—  6*  =  w«  —  c\ 
also 


W  —  C: 


W  +  C    ' 


da  aber  w;  +  c  unendlich  gross  ist,  so  ist  w=r,  und  wegen  ^  =  —  , 

V 

v'  -  rt'  =  rt«  0- 2  -  ,,t  ^  ,^«  _  ^.2^     ^^  j/^2^'x^i  =  w  =  e. 
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Hierdnrcfa  reduciren   sich  vorstehende  Integrale  auf  die  einfacheren 
Formen : 


'■— ^'^-'/Ä 


x=  — 


Führt  man  die  Integration   zwischen  den  angegebenen  Grenzen  aus, 


so  ist 


Vi  +  k*    u  —  v 
1 1/: 


oder  wegen  u—v=X*a* •.(u-\-v)  und  — j—  =i,'=  — ^-  : 


Es  ist  also  die  Qesammtanziehnng  auf  einen  äusseren  Pnnkt 
^  «oft 

^      Ty  +  Xx  ^      _      j/i  +  k^     V    co5(ö«  +  sw«Vl+V 

P  ist  also  für  alle  Punkte  der  Oberfläche  eines  homofocalen  Cylinders 
eine  constante  Grösse. 

Man  kann  nun  auch  die  beiden  Gleichangen  der  Componenten  anf  eine 
einzige  reduciren ,  welche  von  u  und  v  nnabhängig  ist. .  £s  ist  nämlich 


F-^i  =  -4»/'^ 


z=  —  AnfQ 


V^  +  ^' 


M  — l? 


w  — r 


xi 


y+^«-[^y  +  ^^«]| 
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üeber  das  Integral  der  Gleichang  ^r—i  +  ^r  •  =  0. 

°  dar     dy^ 


Diese  Gleichang  stimmt  mit  dem  oben  angeführten  Integral  von  La- 
place  überein.  Geht  der  Querschnitt  des  Cylinders  in  einen  Kreis  aber, 
so  wird  A=30  und 

"^y  +  xt  '^  r» 

Es  ibt  nun  das  vollständige  Differential  von  F: 

Ferner  ist 

d 


Da  also  die  Veränderlichen  getrennt  sind,  so  iüt 

,.=  _     iSi-         -iTl-""'(»+-'-^/"^'"''~^-)](    ,.. 


oder  auch 

P^  =  — 2«oa6  |-^-    -.  +     r  --T>  —  2;eoö6  .% /ja/ («  +  ?;)  + C 
^         lu(u  +  v)       V  (U  +  V))  ^  a  V  / 

=  — 7  ^-"  —  27t ()  «6.  %««/  {u  +  v)  +  C. 
2/ 

Für  unendlich  entfernte  Punkte  wird  der  zweite  Theil  unendlich  gross, 
wogegen  der  erstere  immer  endlich  bleibt.    Es  wird  u=v  und 
V=  —  ngab  —  2nQnb  lognat2u  +  C, 

also  die  Anziehung  des  Cylinders 

ar 2^ 

dli^        u    ' 
worin  q  den  Querschnitt   bezeichnet.     Sie  ist  umgekehrt  proportional  der 
Entfernung  des  angezogenen  Punktes  von  der  Axe;  dasselbe  Anziehnngs- 
gesetz,  welches  für  den  runden  Cylinder  gilt.    Für  den  erwflhnten  Fall  ist 
nämlich  6  =  r/,  also  u=v. 
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Geht  endlich  u  in  6,  v  in  a  über,  so  resultirt  für  einen  Punkt  der  Ober- 
fläche   

woraus  folgt 

Wir  wollen  hieran  noch  ein  paar  Bemerkungen  über  specielle  Fälle 
des  Integrals  von  Laplace  anknüpfen.    Es  ist 

•Vb  ___ 

also  wegen  if  +  (1  +  A')  ^*  =  6*  und  vr  —  a^X^  =  v^: 
+  b 

J  b{u—t])  u+v 

Setzt  man  u  =  b,  also  i;  =  ö,  so  geht  das  bestimmte  Integral  über  in 

-hb 


/  a  j/b  +  7f  -  ab 

arctan     '^-—z^  dfi=  — —  n. 
bj/b  —  fi  a+^ 


-b 

Da  dieses  Integral  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  man  a  und  b  ver- 
tauscht, so  ist 

-hb  -f-rt 

-    /  arcian  -!--^ddrj=  -    /  rtrc//m     ^^   ^-^  öt; 
"e/  byb  —  fi  ^J  aya  —  ri 

—  b  —a 

und   beide  Integrale   sind  Ausdrücke   für  das  harmonische  Mittel  zweier 
Grössen  a  und  b. 


Wir  fanden  die  Gesammtanziehnng  eines  Cylinders  auf  einen  äusseren 
Punkt 

mithin  bei  einem  Cjlinder  mit  kreisförmigem  Querschnitt 

a' 

I  — 
u 


Geht  M  in  a  über,  so  wird  i^,  =  —  2nfqa,    Diesen  Verhältnissen  ent- 
sprechen die  bestimmten  Integrale 
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dx^     dyr 


'^-^fQjo 


arcian ^  n  =  —  2ä  /  p  — 


nnd 


—  a 

Dies  Integral  wird  direct  gefunden ,  indem  man 
j/a  +  ri      n  ti 


~ = i  aresin  - 


arc/an 
setzt. 

Das  Integral  von  Laplace: 

r^Äi^  —  Afo  I  arcian      ,       . dn 

-b 

kann  noch  auf  eine  andere  Form  gebracht  werden ,  indem  man  die  Summe 
der  Anziehungen  von  je  vier  homologen  Punkten  der  vier  Quadranten  sucht, 
nämlich 

b    « 


0  0 

+  . L [ 1 


Der  erste  Theil  des  bestimmten  Integrals  ist  gleich 

0 

der  zweite  Theil 

0 
Mithin  ist 
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h 


arc/ö«  TT— ^ — 7-rrm  ^  ^ 


0 


=  tfQ  i  arcian  i  ^   ,      !  dn  —  'ifg  1  arclofi  i  — — ^  a  n. 

0  0 

Diese  Integrale  sind  giUig  für  jeden  anendlichen  Cylinder,  dessen 
Querschnitt  aus  vier  congruenten  Quadranten  besteht. 
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lieber  die  Erwärmung  der  Oase  durch  Zusammendrücken 
und  Erkältung  beim  Ausdehnen. 

Von 

Dr.  Mohr  in  Bonn. 


Es  ist  eine  bekannte  Erfabrnng,  dass  Oase  beim  Zasammendräcken 
sich  erwärmen  und  bei  der  Ausdehnung  erkalten,  lieber  die  Grösse  dieser 
Erwärmung  lassen  sich  keine  directen  Messungen  anstellen,  weil  die  Gase 
nothwendig  von  starken,  meist  metallenen  Wänden  umgeben  sind,  deren 
Wärmeinhalt  unverhältnissmässig  gross  ist  gegen  das  Gewicht  des  Gases. 
Selbst  das'Thermometer  allein  wird  niemals  die  Temperatur  des  Gases  an- 
geben können,  weil  es  sich  mit  dem  Gase  in  die  Wärme  theilt  und  meistens 
ein  grösseres  Gewicht  als  das  Gas  selbst  hat.  Es  lässt  sich  jedoch  die  Tem- 
peraturveränderung  aus  der  zur  Raumveränderung  nöthigen  Kraft  berech- 
nen, weil  die  Erwärmung  nothwendig  das  Aequivalent  dieser  Kraft  ist. 

Man  denke  sich  2  Liter  Luft  von  normalen  Constanten  (0*^0.  und  TOO"") 
in  einem  Luftpumpenstiefel,  dessen  Querschnitt  gleich  0,1  Met.  Quadr.  ist. 
Es  werde  nun  der  Kolben  bewegt,  so  dass  die  2  Liter  nur  mehr  den  Kaum 
von  1  Liter  einnehmen.  Von  der  Kolbenreibung  sehen  wir  hier  ganz  ab, 
weil  diese  durch  einen  andern  Theil  der  Armeskraft  gedeckt  wird  und  als 
entsprechende  Wärme  in  den  Wänden  des  Stiefels  und  der  Substanz  des 
Kolbens  verschwindet. 

Da  wir  innen  und  aussen  des  Stiefels  gleichen  Druck  haben ,  so  ist  im 
ersten  Augenblick  kein  Gegendruck  vorhanden,  der  zu  überwinden  wäre; 
im  Verhältniss  aber  als  der  Kolben  fortschreitet,  nimmt  der  Gegendruck  in 
demselben  Verhältniss  zu,  als  das  Volum  abnimmt  (M  a  r  i  o  1 1  e^sches 
Gesetz). 

Wenn  die  Compression  vollendet  ist,  so  hat,  abgesehen  von  der  frei 
werdenden  Wärme ,  die  Luft  im  Stiefel  eine  Spannung  von  2  Atm, ,  aussen 
von  1  Atm.,  also  innen  einen  Ueberdruck  von  1  Atm.  Die  zu  verwendende 
Kraft  ist  in  keinem  Augenblicke  dieselbe,   sondern  eine  von  0  bis  1  Atm. 
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steigende,  nnd  die  Summe  aller  dieser  einzelnen  Momente  ist. die  auf- 
gewendete Kraft.  An  jeder  Stelle  seiner  Bewegung  ist  der  Gegendruck  in 
Atmosphären  ausgedrückt  durch  die  Länge  des  Stiefels,  dividirt  durch  den 
noch  zu  durchlaufenden  Tbeil  desselben,  weil  Druck  und  Volum  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  stehen.  Denkt  man  sich  den  disponibeln  Theil  des 
Stiefels  in  10  gleiche  Theile  getheilt  und  einen  davon  vom  Kolben  zurück- 
gelegt, 60  verhält  sich  der  innere  Druck  zum  äussern  wie  10:0,  nach  Durch- 
laufung von  2  Theilen  wie  10:8  u.  s.  w.  Es  sind  also  die  einzelnen  Drucke 
in  den  10  Momenten  entsprechend  dem  umgekebrtcn-Wertbe  der  Zahlen  0, 
8,7,0  etc.  bis  1*  Trägt  man  diese  umgekehrten  Werthe  senkrecht  auf  die 
einzelnen  10  Theile  der  Stiefellänge  auf,  so  bilden  ihre  Enden  ein  Stück 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  {xy=ConsL)j  und  der  hyperbolische  Flächen- 
ranm  zwischen  der  Hyperbel  und  den  rechtwinkligen  Coorftnaten  ist  das 
Mass  der  angewendeten  Kraft. 

Nennt  man  a:  denjenigen  Theil  des  Stiefels,  auf  welchem  die  Zusam- 
mendrückung stattfindet,  x  die  ganze  Länge  des  Stiefels  und  y  den  Druck 
am  Ende  der  Bewegung,  so  ist  der  hyperbolische  Flächenraum  H  aus- 
gedrückt durch 

X 

ff  =  x,y,  Jognai ,  —. 
w 

Wir  nehmen  an,  das»  die  Compression  überall  auf  die  Volumeinheit 
eines  Liters  stattfinde,  so  wird  a:=l  und  ff=y  log  nai.x\  oder  in  gemeinen 
Logarithmen 

H  =  2,3026  .y  .hg  hrigg .  x\ 

In  dem  obigen  Falle  fängt  die  Bewegung  mit  0  Gegendruck  an  und 
endigt  mit  1  Atm.  Es  ist  also  y  =  l  and  a;=2,  weil  2  Kaumeinheiten  Gas 
auf  1  comprimirt  werden. 

Wir  haben  also 

^=  2,3026  .log.  2  =  0,693. 

Durch  diese  Zahl  wird  der  mittlere  Gegendruck  während  des  ganzen 
Druckes  in  Atmosphären  ausgedrückt.  Nun  wiegt  1  Atm.  auf  1  Quadrat- 
decimeter  103,33  K°,  also  im  Ganzen  0,603. 103,33  =  71,607  K»,  und  da  er  nur 
während  0,1  Meters  ausgeübt  wird,  so  ist  die  verwendete  Kraft  =7,16K°Mt. 

lieber  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  liegen  mehrfache  An- 
gaben vor.  Eine  der  zuverlässigeren  scheint  424  K^Meter  =  l  Wärmeeinheit 
zu   sein,  welche   von   Joule  aus  einer  Reihe  von  Versuchen  abgeleitet 

7  I A 

wurde.    Obige  7,16 K°  Meter  entsprechen  also  -^— =  0,0168  W.  E. ,    welche 

424 

frei  werden  müssen. 

Diese  vertheilen  sich  nan  auf  die  2  Liter  Luft,  welche  2,586  Grm.  oder 
hier  0,002586  K°  wiegen. 

Es  steht  nun  die  wirkliche  Erwärmung  mit  dem  Gewicht  der  Substanz 
und  mit  der  specifischen  Wärme  (0,2377)  im  umgekehrten  Verhältniss;  es 
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ist  also  die  wirkliche  Erwärmung  der  Luft  =  !^  =27,4^0.  Wen- 

0|002d8o  .  0,2377 

det  man  das  mecbanisclie  Aeqnivalent  45lK®Meter  an,  so  komuieD  25,79®C. 

heraus.    Die  grösste  Unsicherheit  Hegt  also  in  dem  Wärmeäquivalent,  da 

Atmosphärendrnck  und  Gewicht  der  Luft  mit  der  grössten  Schärfe,  die  spe- 

cifische  Wärme  wenigstens  mit  ziemlicher  Schärfe  ermittelt  ist. 

Favre  und  Silbermann  haben  diese  Grösse  durch  einen  Versuch 
mittels  eines  Breque tischen  Thermometers  zu  bestimmen  gesucht  und  ein 
Steigen  des  Thermometers  um  13,2^0.  beobachtet.  Man  sieht  also,  dass  hier 
ein  grosser  Verlust  an  Wärme  stattgefunden  hat.  Wenn  das  Brequet'sche 
Thermometer  nur  4  Grm.  wog,  so  sind  nicht  2,586  Grm.  Gas,  sondern  0,256 
Grm.  Substanz  erwärmt  worden.  Es  ist  ferner  zu  bemerken,  dass  das  Ma- 
riotte'sche  (fesetz  nur  Platz  greift,  wenn  die  durch  Compression  frei  ge* 
wordene  Wärme  entwichen  ist.  Fresst  man  nun  rasch  2  Liter  auf  1  zusam- 
men, so  ist  im  letzten  Augenblicke  die  Spannung  grösser  als  2  Atm.,  weil 
die  Wärme  noch  nicht  verflogen  ist;  man  hat  also  auch  eine  grössere  Kraft 
anwenden  müssen,  um  auf  1  Liter  zu  coroprimiren,  als  dies  bei  Ableitung 
der  frei  gewordenen  Wärme  der  Fall  gewesen  sein  würde.  Der  Sinn  obiger 
Berechnung  ist  also  der,  dass  die  Temperatur  des  Gases  um  27,4" C.  gestie- 
gen sein  würde,  wenn  die  zur  Ueberwindung  des  nach  dem  Mario tte 'sehen 
Gesetze  berechneten  Widerstandes,  in  Wärme  umgesetzt,  ganz  allein  auf 
die  Substanz  des  Gases  übertragen  worden  wäre«  Dieser  Fall  ist  selbstver- 
ständlich niemals  möglich,  daher  auch  das  Experiment  ausgeschlossen. 
Wenn  das  Mariotte'sche  Gesetz  und  die  Gay-Lussac'sche  Kegel  zu 
gleicher  Zeit  spielen,  so  kann  man  nicht  wissen,  welcher  Theil  der  Wirkung 
jedem  einzelnen  zukommt. 

Fresst  man  3  Liter  auf  1  zusammen,  so  ist  a:'=3  und  ^=2,  weil  bei 
dem  innern  Druck  von  3  Atm.  nur  2  gegen  aussen  als  Gegendruck  erschei- 
nen, da  die  wirkliche  Atmosphäre  einer  das  Gleichgewicht  hält.   Es  ist  also 

H  =  2,3026.2.%  3  =  4,6052.0,4778213  =  2,197  Atm.  Druck , 
in  Kilogramm  =221,016  K°  und  in  Arbeit  auf  0,2  Meter  Höhe  =44 ,202 K*Mtr, 

44  202 
Diese  entsprechen   — — =  0,104  W.E. 

Die  3  Liter  Luft  wiegen  0,003879 K°;  die  Erwärmung  ist  also 

0-^0^  =112  800 

0,003879  . 0,2377 

mit  dem  Wärmeäquivalent  45lK°Meter  =  106,2''C. 

Bei  Compression  von  4  auf  1  ist 

//=  2,3026. 3. %  4  =  6,907.0,60206  =  4,158  Atm.  =  429,65 K« 

und  die  Bewegung  auf  0,3  Meter  Höhe  =  1 28,89 K^Mtr.  =  0,304  W.E.,  also 

Erwärmung  ^  3^04^  ^  247° C 

0,001229 
mit  dem  Wärmeäquivalent  451  =  232,7"*  C. 
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Für  Compression  von  6  auf  1  =562"C., 
n    7     „    l=743«a 

Es  ist  bei  dieser  Berechnung  die  Annahme  zu  Grunde  gelegt,  dass 
sich  die  specifische  Wärme  bei  höherem  Drucke  nicht  ändere;  sie  beruht 
auf  den  Versuchen  Regnault's,*  der  sich  dabei  so  ausdrückt:  „Bei  den 
Versuchen  über  atmosphärische  Luft,  bei  denen  der  Druck  von  1  bis  10  At- 
mosphären schwankte,  fand  ich  keinen  merklichen  Unterschied  zwischen 
den  Wärmemengen,  die  eine  selbe  Gasart  abgiebt,  wenn  sie  um  dieselbe 
Zahl  von  Graden  erkaltet.  Also  würde  im  Widerspruche  mit  den  Versuchen 
von  delaHoche  und  B^rard  die  specifische  Wärme  einer  selben  Gasart 
unabhängig  sein  von  der  Dichtigkeit.*^ 

Allgemein  erhält  man  die  Erwärmung  eines  Gases,  wenn  man  die  nach 
obiger  Formel  zur  Compression  nöthige  Kraft  in  Wärmeeinheiten  ausdrückt 
und  diese  durch  das  Product  von  dem  Gewicht  des  Gases  und  seiner  speci- 
fischen  Wärme  dividirt.  Da  es  hierbei  nicht  auf  die  absolute  Menge  der 
Luft  ankommt,  sondern  nur  auf  das  Verhältniss  des  Volums  vor  und  nach 
der  Compression,  so  ist  es  am  bequemsten,  die  Volumeinheiten  auf  Liter 
und  die  Raumeinheiten  auf  0,1  Meter  zu  stellen,  weil  dann  die  absoluten 
Grössen  des  Gewichts  des  Gases  und  des  Luftdrucks  durch  eine  einfache 
Multiplication  erhalten  werden.  Die  Erwärmung  ist  für  alle  Gase  bei  den- 
selben Constanten  gleich,  weil  überall  die  specifische  Wärme  des  Gases 
gleich  ist  der  specifischen  Wärme  dier  Luft,  dividirt  durch  das  specifische 
Gewicht  des  Gases.  In  demselben  Verhältniss,  als*  das  absolute  Gewicht 
des  Gases  bei  gleichem  Volum  vermindert  ist,  erscheint  die  specifische 
Wärme  erhöht.  Die  berechnete^  Temperaturen  erscheinen  etwas  hoch  im 
Vergleich  zur  Beobachtung.  Der  Grund  davon  ist  leicht  in  der  kleinen 
Menge  frei  werdender  Wärme  zu  finden,  die  bei  der  geringen  specifischen 
Wärme  der  Gase  eine  hohe  Temperatur  bedingt. 

Frankland  (Ann.  Chem.  Pharm,  130,  380)  fand,  dass  Sauerstoff,  auf 
^^  seines  Volums  comprimirt,  das*  Schmieröl  im  Apparate  entzündete,  und 
dass  sich  die  Entzündung  auf  das  Eisen  fortpflanzte  und  das  kegelförmige 
Ventil  vollkommen  verbrannt  war. 

Es  findet  tiberall  der  schon  von  Dulong  (Pogg.  16,  470)  ermittelte 
Satz  seine  Anwendung,  dass  alle  Gase,  wenn  man  ihr  Volum  verändert, 
ohne  Wärme  zuzuführen,  eine  gleiche  absolute  Wärmemenge  entbinden 
oder  binden,  wenn  man  sie  um  denselben  Bruchantheil  comprimirt  oder 
ausdehnt. 

Comprimirt  man  8  Vol.  Luft  auf  4,  so  entbinden  sie  eine  bestimmte 
Wärmemenge,  in  Wärmeeinheiten  ausgedrückt;  comprimirt  man  diese 
4  Vol.  nochmals  um  die  Hälfte,  also  auf  2  Vol.,  so  ist  der  Widerstand  dop- 
pelt so  gross,  aber  auch  der  Weg  nur  halb  so  gross;  es  wird  also  dieselbe 


*  Pogg.  89,  346. 
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Menge  Kraft  verbraucht,  um  die  8  Vol.  auf  4,  als  diese  4 Vol.  auf  2  zu  com- 
primiren.  Fährt  man  fort,  die  2  Vol.  auf  l  zu  comprimiren,  so  hat  man  den 
vierfachen  Widerstand,  aber  nur  ^  des  Weges,  wie  im  ersten  Falle,  also 
ebenfalls  wieder  dieselbe  Kraft  anzuwenden,  und  aus  demselben  Grunde 
entwickelt  sich  auch  dieselbe  Wärmemenge.  Es  sind  also  im  Ganzen  für 
die  Compression  auf  ^  1  Wärmemenge,  auf  ^  2  Wärmemengen,  auf  ^ 
3  Wärmemengen  entwickelt  worden. 

Wenn  demnach  ein  Gas  sein  Volum  ändert,  ohne  dass  man  ihm  Wärme 
zuführt  oder  wegnimmt,  so  stehen  die  entwickelten  Wärmemengen  in  einer 
arithmetischen,  die  Volumina  in  einer  geometrischen  Reihe. 

Die  entbundenen  Wärmemengen  sind  das  vollkommene  Aequivalent 
der  zur  Compression  verbrauchten  Bewegung  und  stammen  nicht  aujs  dem 
Gase,  sondern  von  jener  Bewegung  ab,  welche  die  Arbeit  leistete.  In 
gleicher  Weise  erwärmt  sich  ein  auf  dem  Ambos  liegendes  Metallstück 
durch  Hammerschläge,  und  auch  hier  kommt  die  Wärme  nicht  ans  dem 
Metallstück ,  sondern  aus  der  Bewegung  des  Hammers. 

Ganz  dasselbe  Verhältniss  findet  bei  der  Verdünnung  statt  und  dies 
giebt  Veranlassung,  den  bekannten  Versuch  zu  besprechen,  dass  ein  Gas, 
wenn  es  in  ein  Vacuum  einströmt,  keine  Temperaturveränderung  erleidet. 
Dieser  Versuch  wurde  zuerst  von  Gay-Lussac  angestellt  und  von  Joule 
mit  Luft  von  22facher  Pressung  mit  gleichem  Resultate  wiederholt. 

Von  zwei  Gefässen,  welche  von  einander  durch  einen  abschliessbareD 
Hahn  getrennt  sind,  ist  das  eine  mit  Luft  gefüllt,  das  andere  durch  die 
Luftpumpe  ausgeleert,  und  beide  sind  in  denselben  Wassercalorimeter  ein- 
gesenkt Oe£fnet  man  den  Zwischeuhahn,  so  strömt  die  Luft  in  das  Vacuum, 
und  wenn  durch  Ausgleichung  der  Temperatur  Alles  im  Gleichgewichte  ist, 
zeigt  das  Calorimeter  keine  Temperaturveränderung.  Der  Versuch  ist  theo- 
retisch besser  begründet,  als  sein  experimentaler  Beweis.  Gesetzt,  die  bei- 
den Volumina  seien  1  Liter  und  das  eine  enthalte  2  Liter  Luft  in  1  compri- 
mir.t,  so  können  durch  Ausdehnung  in  das  gleiche  Volum  nur  0,01218  Wärme- 
einheiten gründen  werden.  Nehmen  wir  nun  das  Calorimeter  zu  4  Liter 
an,  was  zur  Untertauchung  von  2  Literräumen  wohl  das  Minimum  ist,  so 

0  01218 
würde  sich  die  Temperaturerniedrigung  als  -^ =  0,003° C.  zu  erkennen 

geben  können.  Diese  Grösse  kann  an  einem  Thermometer  nicht  wohl  ab- 
gelesen  werden.  Es  ist  also  der  experimentale  Beweis  nicht  so  sicher  als 
der  theoretische. 

Wenn  Luft  in  ein  Gefäss  mit  festen  Wänden  einströmt,  so  kann  sie  auf 
die  Wände  nur  einen  Druck,  aber  keine  Bewegung  ausüben.  Aus  diesem 
Grunde  kann  sie  keine  Arbeit  leisten  und  also  auch  keine  Wärme  verlieren. 

Denken  wir  uns  den  Stiefel  der  Luftpumpe  als  das  herzustellende  Va- 
cuum in  Verbindung  mit  einem  ebenso  grossen  Volum  Luft  (1  Liter)  von 
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doppelter  Spannung ,  so  sind  zwei  Fälle  möglieb :  entweder  ist  der  Verbin- 
dnngsbabn  geöffnet,  oder  er  ist  gescblossen. 

Im  ersten  Falle  strömt  das  Gas  frei  in  den  Stiefel  nacb,  voransgesetzt, 
dass  die  Bewegung  des  Kolbens  nicbt  rascher  sei ,  als  die  Schallgeschwin- 
digkeit, und  dass  das  Lumen  des  Hahns  nicht  zu  enge  sei.  Die  auf  doppelte 
Spannung  comprimirte  Luft  fängt  an  mit  einem  Ueberdruck  von  1  Atm.  und 
endigt  mit  0  Ueberdruck,  wenn  innen  und  aussen  gleiche  Dichtigkeit  statt* 
findet.  Die  Luft  hat  also  beim  Bewegen  des  reibungslosen  Kolbens  dieselbe 
Arbeit  geleistet,  welche  früher  der  Arm  leistete,  als  er  die  2  Liter  in  1 
verdichtete,  und  wie  wir  oben  berechnet  haben,  beträgt  diese  Kraft  7,16 K°M. 

Im  zweiten  Falle,  wo  der  Hahn  geschlossen  ist,  muss  der  Kolben  die 
ganze  Last  der  Atmosphäre  heben  und  ein  Vacuum  von  1  Liter  herstellen) 
wozu  eine  Kraft  von  103,33.0,1  =  10,33K®Mtr.  gehört.  Es  ist  also  im  Falle 
des  geschlossenen  Zwischenhahns  3,17  K^  Meter  mehr  Kraft  verwendet 
worden. 

Im  ersten  Falle  hat  sich  die  Luft  abgekühlt,  weil  sie  eine  Arbeit  von 
7,16K°Mtr.  leistete;  im  zweiten  Falle  nicht,  weil  sie  keine  Arbeit  leisten 
konnte,  sondern  diese  schon  geleistet  fand. 

Es  ist  absolut  noth wendig,  dass,  wenn  eine  comprimirte  Luft  sich  unter 
dem  Kolben  oder  überhaupt  bei  nachgiebigen  Wänden  ausdehnt,  ebenso- 
viel Wärme  gebunden  werde,  als  im  umgekehrten  Falle  frei  wurde,  wofür 
auch  einige  Versuche  von  Favre  und  Silbermann,  sowie  von  Joule 
sprechen.  Nach  dem  Gesetz  der  Erhaltung  der  Kraft  ist  dies  unvermeidlich 
und  bedarf  keines  Beweises,  weil  beide  Operationen  ein  vollkommener 
Kreisprocess  sind ,  der  unter  denselben  Umständen  wieder  auf  derselben 
Stelle  ankommt. 

Wir  erinnern  uns  hier  eines  wissenschaftlichen  Streites,  welcher  seit 
einiger  Zeit  in  Poggendorff^s  Annalen  zwischen  zwei  mathematischen 
Physikern,  den  Herren  Most*  und  Bolzmann**  geführt  wird,  welche 
sich  mit  mathematischen  Chassepots  bekämpfen,  ohne  dass  einer  sich  ge- 
troffen oder  besiegt  hat  erklären  wollen.  Herr  Most  will  einen  mathemati- 
schen Beweis  für  das  zweite  Wärmegesetz  geben,  indem  er  die  Wärme  als 
eine  Grösse  zweier  Dimensionen,  Quantität  des  erwärmten  Körpers  und 
Temperatur,  aufstellt.  Dieser  Versuch  ist  ganz  unberechtigt,  denn  Natur- 
gesetze werden  nicht  mathematisch,  sondern  experimentell  und  logisch 
bewiesen.  Die  hierbei  vorkommenden  Rechnungen  sind  eine  blose  Neben- 
sache und  rein  mechanischer  Natur.  Herr  Most  spricht  sich  für  den  Kreis- 
process aus,  d.  h.  er  nimmt  aU;  dass  bei  jedem  Vorgange,  welcher  um- 
gekehrt werden  kann,  gleichviel  Bewegung,  Wärme,  im  entgegengesetzten 
Sinne  zum  Vorschein  kommen  müsse.     Diese  Annahme  ist  logisch  ganz 


*  Pogg.  136,140;  188,566. 

♦♦  Pogg.  137,  495;  140,  254  und  435 ;  141,  413  und  635. 
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richtig,  denn  wenn  sie  nicht  zuträfe,  würde  das  Verhältniss  zwischen  Ur- 
sache und  Wirkung  einen  Stoss  erleiden,  was  unmöglich  ist.  Herr  Bolz- 
mann bespricht  nun  den  Fall,  dass  eine  Zwischenwand  zwischen  einem 
lufterfüllten  und  luftleeren  Räume  plötzlich  weggenommen  werde,  wo  sich 
dann  das  Gas  in  dem  leeren  Räume  ohne  Temperatnrveränderung  verbreite. 
Es  träte  nun  nach  der  Anschauung  von  Most  weder  Wärme  ein,  noch  aus. 
Comprimire  man  nun  das  Gas  auf  sein  erstes  Volum,  so  fände  Wärmeablei- 
tung statt,  die  nach  aussen  abgeleitet  werden  könne.  Diesen  Vorgang 
könne  man  beliebig  oft  mit  demselben  Oase  wiederholen  und  so  aus  dem- 
selben eine  beliebige  Menge  Wärme  herausziehen,  ohne  dass  beim  Expan- 
diren  ins  Vacuum  welche  ausgetreten  sei,  und  es  wäre  also  der  Schluss 
Most's  nicht  richtig,  dass  sich  der  Körper  nur  dann  in  demselben  Zostande, 
wie  vorher,  befinden  könne,  wenn  die  Summe  der  eingetretenen  Wärme 
gleich  der  Summe  der  ausgetretenen  sei. 

Die  Herren  streiten  sich  um  Formen  des  Ausdrucks.  Die  Wärme, 
welche  in  dem  comprimirten  Gase  frei  wird,  stammt  gar  nicht  ans  dem 
Gase,  sondern  aus  der  verbrauchten  Bewiegung  des  Armes.  So  wie  man 
eine  eiserne  Stange  beliebig  oft  auf  einem  Ambos  warm  hämmern  and  da- 
zwischen wieder  diese  Wärme  nach  aussen  abführen  kann,  ebenso  kann 
man  dieselbe  Menge  Luft  durch  Compression  beliebige  Male  erwärmen,  weil 
die  austretende  Wärme  nur  von  der  jedesmal  zugeführten  und  ausgenutzten 
Armeskraft  abstammt.  £s  liegt  also  hier  gar  keine  Erzeugung  von  Wärme 
vor,  sondern  nur  eine  Umsetzung  von  Massenbewegung  in  Wärme.  Der 
Kreisprocess  ist  vollständig,  nur  ist  die  Wärme  nicht  als  solche ,  sondern 
als  Massenbewegung  eingetreten.  Ob  aber  überhaupt  ein  Kreisprocess 
möglich  ist,  kann  nur  durch  den  Versuch  gefanden  werden.  Gefrieren  nnd 
Anfthaucn ,  Verdampfen  und  Verdichten  der  Dämpfe,  Compression  nnd  Ex- 
pansion uuter  dem  Kolben  sind  vollkommene  Kreisprocesse ,  dagegen  Com- 
pression durch  den  Kolben  und  Einströmen  in  ein  fertiges  Vacuum  ist  kein 
Kreisprocess,  daher  auch  das  Resultat  verschieden. 

Massenbewegung  wird  durch  Widerstand  vollkommen  in  Wärme  um- 
gesetzt; dagegen  können  wir  durch  Erwärmung  von  Gasen  im  günstigsten 
Falle  nur  29  Procent  der  Wärme  in  Massenbewegung  umsetzen  nnd  die 
übrigen  71  Procent  bleiben  Wärme. 

Hier  liegt  also  kein  Kreisprocess  vor,  und  dennoch  ist  die  Abrechnung 
zwischen  Soll  und  Haben  ganz  in  der  Ordnung.  Die  erhaltene  Massen- 
bewegung mit  den  restirenden  71  Procent  Wärme  sind  gleich  der  zugefGhr- 
ten  Wärme.  Ueberhaupt  können  von  allen  Bewegungen  nur  zwei  gemessen 
werden,  nämlich  Massenbewegung  als  K° Meter  und  Wärme  als  1  K®  Wasser 
uml^C,  und  lassen  sich  glücklicherweise  auch  diese  beiden  Grössen  dnrchdas 
Wärmeäquivalent  auf  einander  beziehen.  Massenbewegung  und  Wärme  sind 
nämlich  die  einzigen  Bewegungen,  welche  dauernd  bestehen  und  übertragen 
worden  können,  während  Licht  und  elektrischer  Strom  sich  in  jedem  Augen- 
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blick  in  Wärme  umsetzen  und  nur  als  solche  gemessen  werden  können,  und 
chemische  Bewegung  ist  nicht  übertragbar.  Es  ist  also  vorauszusehen,  dass 
die  Wissenschaft  niemals  ein  anderes  Aequivalent  von  Bewegungen  wird 
entdecken  können,  als  das  bereits  bekannte  Verhältniss  zwischen  Massen- 
bewegung und  Wfirme.  Die  letztere  ist  aber  darum  keine  Grösse  zweier 
Dimensionen,  weil  sie  nur  an  ponderablen  Stoffen  wahrgenommen  werden 
kann,  und  die  Gewichtsbestimmung  des  erwähnten  Körpers  ist  keine  Qua- 
lität der  Wärme,  sondern  ihrer  Unterlage.  Mit  demselben  Rechte  könnte 
man  jedes  Gas,  jede  Flüssigkeit  eine  Grösse  zweier  Dimensionen  nennen, 
weil  wir  sie  nur  in  einem  Gefässe  besitzen  können.  Die  einheitliche  Be- 
stimmung der  Wärme  ist:  Bewegung. 

In  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  obiger  Darstellung  stehen  zwei 
Erscheinungen ,  welche  sich  anfänglich  zu  widersprechen  scheinen.  Bei  der 
Wassersäulenmaschine  zu  Schemnitz  in  Ungarn  entsteht  bei  dem  Ausströ* 
men  der  Luft  eine  solche  Kälte,  dass  sich  Eiskrusten  an  vorgehaltene  Kör- 
per ansetzen;  dagegen  bei  dem  Windkessel  der  Dampfmaschine  zu  Chaillot 
bei  Paris,  wo  die  Luft  unter  einem  Druck  von  2,5  Atm.  ausströmt,  zeigt 
das  empfindlichste  Thermometer  keine  Temperaturabnahme  an.  Eine  Er 
klärnng  konnte  man  damals  (1827)  nicht  geben,  obgleich  Hatchette''' 
sagt,  dass  sich  aus  dem  Gay-Lussac'schen  Versuche  die  Erklärung  leicht 
ergebe. 

Bei  der  Wassersäulenmaschine  ist  die  comprimirte  Luft  längere  Zeit  in  Be- 
rührung mit  einer  grossen  Menge  kalten  Grubenwaesers,  und  deshalb  gekühlt 
und  mit  Wasserdampf  bei  dieser  Temperatur  gesättigt.  Sobald  die  Luft 
ausströmt,  dehnt  sie  sich  von  6  Atm.  Druck  auf  den  vorfindlichen  Baro- 
meterstand aus  und  muss  durch  diese  Arbeit,  weil  sie  die  Atmosphäre  ver- 
drängt und  hebt,  Wärme  verbrauchen,  und  wenn  die  Temperatur  unter  den 
Gefrierpunkt  kommt,  so  scheidet  sich  der  Wasserdampf  als  Eis  aus.  In 
dem  trockenen  Cjlindergebläse  wird  die  Luft  durch  Compression  erwärmt, 
und  da  das  Cjlindergebläse  beständig  geht,  so  nimmt  der  Kasten  allmälig 
die  Temperatur  der  erwärmten  Luft  an  und  die  Luft  strömt. erwärmt  aus. 
Da  sie  sich  aber  hierbei  wieder  auf  die  gewöhnliche  Dichte  ausdehnt,  so 
verbraucht  sie  gerade  diese  Wärme,  um  die  äussere  Atmosphäre  zu  ver- 
drängen, und  wird  dann  wieder  die  Temperatur  der  Umgebung  zeigen. 
Der  ganze  Unterschied  beider  Erscheinungen  besteht  also  darin,  dass  in 
dem  Wassersäulengebläse  die  Luft  nur  dann  und  wann  comprimirt  wird,  und 
dass  sie  in  der  Zwischenzeit  ihre  entbundene  Wärme  an  das  Grubenwasser 
und  die  kalten  Metall  wände  abgeben  kann.  Sie  strömt  deshalb  mit  der 
Temperatur  der  Umgebung  aus  und  muss  sich  durch  die  geleistete  Arbeit 
erkälten;  in  dem  Cjlindergebläse  behält  die  Luft  wegen  andauernder  Com- 
pression ihre  erhöhte  Temperatur,  strömt  mit  dieser  aus  und  erkältet  sich 


*  Pogg.  10,  266. 
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im  Aagenblick  des  Ansstrdmens  saf  die  Temperatur  der  amgebenden  Luft, 
kann  also  keine  Erkaltung  zeigen. 

Nehmen  wir  an  ,  dass  beide  Ansströmnngen  in  ein  Vacnnm  stattfanden, 
so  wfirde  die  Wassersänlenmascbine  nach  dem  Gay  Lnssac' sehen  Ver- 
suche keine  Temperatonrerändernng  zeigen;  dagegen  das  Cjlindergehlase 
wfirde  gegen  die  Umgebung  als  warm  erseheinen,  ebenfalls  weil  keine  Tem- 
peraturverändernng  wegen  Mangel  an  Arbeit  stattfinden  kann« 

Vollständig  parallel  sind  zwei  Versuche  TjndalTs,  welche  er  in  seiner 
bekannten  Schrift  „Die  Wärme  ab  eine  Form  der  Bewegung"  beschreibt. 
Er  hält  eine  mit  comprimirter  Luft  gefällte  Aeolipile  gegen  eine  Thermo- 
sänle  und  dffnet  den  Hahn.  Der  ausgehende  Luftetrom  ist  erkaltet,  weil  die 
Bewegung  von  der  Luft  selbst  kommt,  welcher  die  festen  Wände  der  Aeo- 
lipile keine  Bewegung  mittheilen  können.  Nun  bläst  er  mit  einem  Hand- 
blasebalg gegen  die  Thermosäule  und  der  Luftstrom  ist  warm,  wenn  er 
nahe  an  die  Thermosäule  herangeht,  in  der  Ferne  aber  nicht  kalt.  Im  er- 
sten Falle  hatte  die  Luft  der  Aeolipile  ihre  Compressionswärme  bereits  ver- 
loren und  die  Temperatur  der  Umgebung  angenommen.  Bei  dem  Ausströ- 
men muss  sie  erkalten,  weil  sie  Arbeit  leistet.  Bei  dem  Blasebalg  wird  die 
Luft  durch  Compression  im  Augenblick  erwärmt  und  ohne  dass  sie  Zeit  hat, 
ihre  Wärme  an  Holz  und  Leder  abzugeben ,  warm  ausgeblasen.  Sie  wird 
also  die  Thermosäule  erwärmen,  wenn  sie  noch  nicht  ganz  die  Dichte  der 
Atmosphäre  angenommen  bat;  in  einer  grösseren  Entfernung,  wo  dies  ge- 
schehen sein  kann,  kommt  sie  nur  auf  die  Temperatur  der  Umgebung  zu- 
rück und  kann  weder  Wärme,  noch  Kälte  anzeigen.  Der  erste  Fall,  die 
Aeolipile,  ist  analog  der  Wassersäulenmaschine,  der  Blasebalg  dem  Cjlin- 
dergebläse.  Die  Thermosäule  kann  nicht  unterscheiden ,  ob  die  geleistete 
Arbeit  von  der  Luft  oder  von  dem  Arme  des  Menschen  herrührt;  sie  unter- 
scheidet nur,  ob  kalte  oder  warme  Luft  auf  sie  geblasen  werde.  Bei  der 
Aeolipile  stammte  auch  die  erste  Erwärmung  der  Luft  von  dem  Arme  des 
den  Kolben  bewegenden  Menschen  ab,  aber  sie  war  vor  dem  Versuche 
entwichen. 

Wenn  wir  die  Sache  nun  sehr  genau  nehmen ,  so  muss  auch  bei  dem 
Ausströmen  von  Luft  in  ein  Vacnnm  eine  kleine  Menge  Wärme  verbraucht 
werden,  denn  dies  Ausströmen  ist  mit  einer  Bewegung  verbunden  und  diese 
kann  niemals  von  Nichts  abstammen.  Allein  dieser  Wärmeverbrauch  ist 
unendlich  klein ,  weil  die  bewegte  Gasmenge  unter  allen  Umständen  sehr 
klein  ist.  Wir  haben  oben  gesehen,  dass  in  dem  Falle,  wo  sich  die  Luft 
mit  Ueberwindung  des  Atmosphärendrnckes  ausdehnt,  die  verbrauchte 
Wärme  in  einem  Calorimeter  nur  als  0,003^C.  erscheinen  würde;  sie  wird 
also  in  dem  Falle,  wo  sie  nicht  die  Atmosphäre,  sondern  nur  ihr  eigenes 
Gewicht  zu  bewegen  hat»  ganz  unmerkbar  sein,  darum  aber  immer  noch 
eine  endliche  Grösse  bleiben. 
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Wenn  2  Liter  Luft,  in  1  Liter  comprimirt,  sich  in  ein  Vacuam  von 
1  Liter  ausdehnen,  so  ist  l  Liter  Luft  am  0,1  Meter  bewegt  worden,  das  an- 
dere Liter  bleibt  an  seiner  Stelle.  1  Liter  Luft  wiegt  0,001293  K^,  und  um 
0,1  Meter  bewegt  zu  werden,  bedarf  es  einer  Bewegung  von  0,0001203 K^Mt. 

0  0001293 

Diese  entsprechen  einer  Wärmemenge  von  — — =  0,0000003  Wärmeein- 

424 

heiten ,  und  wenn  diese  aus  2  Liter  Luft  von  der  specifischen  Wärme  0,2377 

entnommen  werden,  so  wird  die  Abkühlung 

0,0000003  ^.^.«on 

'— =  0,00048®  C. 

0,002586  .  0,2377 

betragen  und  in  einem  Calorimeter  von  4  Liter  Wasser  als  0,00012®  C.  er- 
scheinen. Es  ist  also  einleuchtend,  dass  6ay-Lussac  und  Joule  bei 
ihren  Versuchen  keine  Temperaturveränderung  bemerken  konnten. 

Q 

Ich  kann  hier  noch  eine  Art  und  Weise ,  das  bekannte  Verhältniss  -^, 

oder  die  specifische  Wärme  bei  eonstantem  Druck  zu  jener  bei  constantem 
Volum  ans  der  mechanischen  Theorie  der  Wärme  abzuleiten,  hinzufügen. 

Man  habe  1  Liter  Luft  von  normalen  Constanten  und  erwärme  es  bei 
gleichbleibendem  Druck  auf  273® C.  Es  bat  dann  sein  Volum  verdoppelt^ 
aber  seine  Spannung  ist  die  einfache  geblieben. 

Denkt  man  sich  das  Liter  Luft  in  einem  cjlindrischen  Gefässe  von 
1  Quadratdecimeter  Querschnitt,  so  nimmt  es  darin  eine  Höhe  von  0,1  Mtr, 
ein.  Durch  Erwärmung  auf  273®  wird  der  ohne  Beibung  gedachte  Kolben 
um  0,1  Meter  gehoben  und  übt  bei  dem  Gewichte  der  Atmosphäre  auf  0,1 
Quadratdecimeter  eine  Arbeit  von  103,33.0,1  =  10,333 K® Meter  aus,  und  hält 
man  nun  das  mechanische  Aequivalent  von  424 R® Meter  =  1  W. E.  fest,  so 
entsprechen  jene  10,333K®Meter  einer  Wärmemenge  von 

^!?1^  =  0,0244  WE. 
424 

Diese   Wärme  ist   also    hinreichend,    1   Liter  Luft  bei  gleichbleibendem 

Druck   auf  2  Liter  auszudehnen.     Die  specifische  Wärme  der  Luft  bei 

gleichbleibendem  Druck  ist  von  Begnault  zu  0^2377  auf  experimentalem 

Wege  festgestellt  worden,  und  wir  suchen  diejenige  bei  gleichbleibendem 

Volum. 

Ein  Liter  Luft  wiegt  0,001293 K®  und  enthält  also  bei  273®  eine  Wärme- 
menge  von  273.0,001293.0,2377  =  0,083811  W.E. 

Wäre  bei  constantem  Volum  auf  ^3®  C.  erwärmt  worden ,  so  wären 
jene  0,0244  W.  E.  weniger  verbraucht  worden ,  die  auf  die  Ausdehnung  ka- 
men nnd  sich  aus  der  geleisteten  Arbeit  der  Luft  berechneten.  Es  wären 
also  nur  0,083811 —  0,0244  =  0,5941  W,  E.   zur  Erwärmung   in  einem   nicht 

nachgebenden  Räume  zur  Wirkung  gekommen.    Das  Verhältniss  — ,  ist  also 

0,083811 

0,05041  •'  ^  T 
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was  mit  der  aus  der  Scballgeschwindigkeit  abgeleiteten  Grösse  1,417  sehr 

gnt  stimmt. 

Bebalten   wir  die  speciBscbe  Wärme  bei  constantem  Druck  =0^2377, 

so  ergiebt  si-cli  die  bei  constantem  Volum,  wenn  wir  sie  als  x  einführen,  aus 

der  Gleichung 

273.0,01293..r  =  0,05941, 
woraus 

o:  =  0,1083. 

Wenn  man  die  auf  273^0.  erwärmten  2  Liter  Luft  rasch  auf  1  Liter 
zusammenpresst,  so  dass  keine  Wärme  entweichen  kann,  so  muss  die  Tem- 
peratur auf  273.1,411  =  385,2^0.  steigen;  man  hat  alsdann  zuletzt  eine  höhere 
Spannung  als  2  Atm.  zu  überwinden.  Denkt  man  sich  aber  die  Compression 
so  langsam  vor  sich  gehend,  dass  der  Ueberschuss  über  273^0.  entweichen 
kann ,  su  ist  zuletzt  eine  innere  Spannung  von  2  Atm.  vorhanden,  die  Tem- 
peratur um  112,2^0.  gesunken  und  die  0,0244  W.E.  sind  entwichen.  Könnte 
man  die  bei  der  Compression  auf  I  Liter  ohne  Verlust  von  Wärme  statt- 
findende höhere  Spannung  bestimmen,   was  Witte  (Pogg.  138,  156)  ver- 

Q 

sucht  hat,   so  liesse  sich  auch  daraus  das  Verhältuiss  ^,  bestimmen,  was 

aber  bei  der  kleinen  Menge  der  Luft  und  ihrer  geringen  specifischen  Wärme 
nicht  möglich  ist. 

So  hat  auch  Witte  die  Zahl  1^350  gefunden,  die  erheblich  kleiner  ist, 
als  die  beiden  oben  angeführten. 

Betrachten  wir  die  Wärme  überhaupt  als  eine  oscillatorischc  Be- 
wegung, wobei  sich  die  Theile  des  Körpers  um  einen  Gleichgewichtspunkt 
nach  den  Gesetzen  des  Pendels  hin-  und  her  bewegen,  so  kann  die  gleiche 
Temperatur  nicht  als  eine  gleiche  Anzahl  der  Schwingungen  angesehen 
werden,  sondern  nur  als  der  Zustand  der  Uebertragung  einer  gleichen 
Menge  lebendiger  Kraft  an  andere  Körper  durch  Anstoss.  Von  den  Gasen 
wissen  wir  mit  Bestimmtheit,  dass  die  Geschwindigkeiten  der  Gasmolecüle 
bei  gleicher  Temperatur  sich  umgekehrt  verhalten,  wie  die  Quadratwurzeln 
ihres  specifischen  Gewichtes.  Bei  allen  anderen  Körpern  muss  dasselbe 
Verhältniss  stattfinden,  weil  überall  die  lebendige  Kraft  gleich  ist  der  Masse, 
multiplicirt  mit  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit. 

Gleiche  Anzahl  von  Wärmeschwingungen  kann  also  nur  bei  Körpern 
derselben  chemischen  Natur,  Dichte,  kurz  aller  Eigenschaften  voraus- 
gesetzt werden. 

Hier  scheint  sich  auch  ein  U^bergang  zur  Erklärung  des  P  reut*  sehen 
Gesetzes  zu  finden,  dass  die  specifische  Wärme  eines  Elementes,  multipli- 
cirt mit  seinem  Atomgewicht,  eine  gleiche  Grösse  bei  verschiedenen  Ele- 
menten giebt.  Nehmen  wir  beispielsweise  Blei  {Pb  =  103,6)  und  Magnesium 
(Mg=  12),  und  setzen  wir  voraus,  dass  bei  gleichen  Temperaturen  jedem 
Elemente  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  der  Wärmemolecularschwingung 
zukomme,  und  nennen  wir  diese  bei  Blei  x  und  bei  Magnesium  y,  so  ist 
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also  • 

y^      Pb         .    y       -,/Pb        y— 

-2  ^  IT    'lod    ^  =  7/  ---  =  /8.Ö  =  2,932. 

a;*      %  X       y     Mg      ' 

Wenn  demnach  das  Magnesiumatom  bei  gleicher  Temperatur  2^032  mal 
so  schnell  schwingt,  als  das  Bleiatom,  so  gebrauchen  beide  auf  1  Atom- 
gewicht gleichviel  lebendige  Kraft  oder  Wärme«  Sie  erscheinen  dann 
gleich  warm.  Es  liegt  also  hier  dasselbe  Gesetz  vor,  wie  bei  den  Oasen, 
dass  sich  die  Molecularbewegung  umgekehrt  verhält,  wie  die  Quadratwur- 
zel aus  dem  Atomgewicht.  Bei  den  Gasen  bezieht  sich  die  gleiche  Wärme- 
bewegung auf  gleiche  Volumina,  und  da  auch  bei  den  Gasen  die  specific 
sehen  Gewichte  den  Atomgewichten  entsprechen,  so  findet  bei  beiden  ganz 
genau  dasselbe  Gesetz  seine  Anwendung,  dajss  sich  die  Molecularbeweg 
ungen  der  Wärme  umgekehrt  verhalten,  wie  die  Quadratwurzeln  der  Atom- 
gewichte. Ein  Gesetz  verträgt  nun  freilich  keine  Ausahme,  und  die  Be- 
ziehungen der  specifischen  Wärme  zum  Atomgewicht  sind  nicht  ohne 
Ausnahme.  Dagegen  sind  der  Fälle  der  Uebereinstimmuiig  doch  zu  viele, 
um  Mos  zufällig  zu  sein,  und  die  Bestimmung  der  Atomgewichte  gründet 
sich  auf  analytische  Resultate.  Man  schwebt  dadurch  zwischen  den  beiden 
Fällen,  entweder  mehrere  Gruppen  von  Elementen  anzunehmen,  worin  das 
Product  des  Atomgewichtes  mit  der  specifischen  Wärme  Imal  3,75  oder 
2 mal  3,75  beträgt,  oder  die  Atomgewichte  so  zu  massregeln,  dass  bei  allen 
dasselbe  Product  zum  Vorschein  kommt.  Die  letzte  Annahme  hat  sich  den 
analytischen  Resultaten  gegenüber  als  nicht  zulässig  herausgestellt. 
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IX.    Copemicns, 

nach  dem  Urtheile  des  David  Gans,  eines  jüdischen  Astronomen,  der  mit  Tjeho 
deBrahe  in  Verbindung  stand. 

Im  Jahre  1743  erschien  zu  Jessnitz  ein  hebräisches  Werk  über  Astro- 
nomie, dessen  Verfasser  David  Gans*,  zu  Lippstadt  1541  geboren,  zu  Prag 
im  August  1623  starb.  *'^  Er  stand  mit  den  astronomischen  Celebritäten  seiner 
Zeit,  wie  Johannes  Müller,  Kepler,  namentlich  mit  Tjcho  de  Brahe 
in  Verbindung,  den  er  mehrmals  auf  der  Sternwarte  zu  Benatek  besuchte, 
und  für  den  er  astronomische  Tafeln  aus  dem  Hebräischen  übersetzte.*** 
Im  Jahre  1592  hatte  er  jedenfalls  die  Abfassung  des  Werkes  begonnen,  um 
1598  aasgeführt  oder  schon  eine  Umarbeitung  gemacht,  die  sich  in  der 
Hamburger  Bibliothek  befindet;  im  Jahre  1612  erschien  ein  Specimen  anter 
dem  Titel:  ^^Magen  David^\  Im  Juli  1613,  einen  Monat  vor  seinem  Tode, 
war  das  Manuscript  beendet,   welches   130  Jabre   später  unter  dem  Titel 


*  Der  bekannte  Prof.  Gan  s  in  Berlin  soll  ans  derselben  Familie  stammen. 

*"*  UeberGans  s.  den  Artikel  vonD.  Cassel  inErsch  und  Graber,  Bd. 43 
S.  367;  vergl.  auch  Hock  zu  K.  Li  ebenes  Grabsteininschriften  n.  s.  w.,  Prag  1856, 
S.  10,  meist  nach  Zanz  zu  Benjamin  v.  Tudela  ed.  Asher,  II,  S. 278;  meinen 
Cattd.  Bodl,  8.  860. 

***  Gans  (f.  9)  spricht  von  „Alfonsinischen*'  Tafeln,  welche  Jakob  al- 
Karschi  (oderKarsi)  im  Jahre  5020  (1260)  ans  dem  Spanischen  ins  Hebräische 
übersetzt  habe.  Offenbar  meint  er  die  Handschrift,  welche  im  Catalog  der  Bacher 
des  Jakob  Lewarden  (Amsterdam  1797,  f.  35^  N.  34)  verzeichnet  ist.  Allein  Jakob 
Carsani  ist  der  Bearbeiter  der  Tafeln  DonPedro's,  welche  die  Pariser  Bibliothek 
besitzt;  der  Prolog  ist  in  sehr  incorrectem  lateinischem  Texte  mitgetheilt  im  V.  Bande 
der  Liöros  del  »aber  de  astronomia  del  Rey  />.  Alfonso  X,  S.  63.  Correcter  ist  die  hebr&- 
ische  Uebersetzung  im  Vatican  und  in  Parma,  woraus  ich  mir  weitere  Mittheilongen 
über  dieses  fast  unbekannte  Werk  vorbehalte.  (Vergl.  vorläufig  mein  JemUh  LüerA- 
iure.   London  1857,  8.  360;  Zeitschr.  der  D.  M.  Gesellschaft,  XVIU,  123.) 
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jyNechmad  Wenatm^^  herausgegeben  ist«*  Die  historische  Einleitung  ist  von 
Job.  Christian  Hebenstreit  in  einer  lateinischen  Exposition  des  Wer- 
kes übersetzt  und  einigen  Exemplaren  beigebunden;  in  dem  meinigen  fehlt 
sie.  Ich  übersetze  die  nachfolgende  Stelle  aus  dem  hebräischen  Original 
(f.  9): 

„Nicolaus  Copernicus,  aus  Preussen,  [war]  ein  grosser,  ausgezeich- 
neter Astronom,  übertreffend  alle  Männer  seiner  Zeit.  Auch  die  Gelehrten 
unserer  Zeit  bezeugen  einstimmig  die  Schärfe  seines  Verstandes  und  die 
Gründlichkeit  seiner  Kenntniss  in  der  Astronomie.  Man  sagt^  dass  seit  Pto- 
1  emäus  seinesgleichen  nicht  existirt  habe.  Dieser  Mann  unternahm  es,  bei 
der  Gründlichkeit  seines  Wissens  und  der  ausgezeichneten  Schärfe  seines 
Verstandes,  zu  beweisen,  dass  der  Erdball  sich  um  sich  selbst  drehe.  Das 
ist  nichts  Neues ;  denn  auch  den  Alten  vor  2000  Jahren  kam  dergleichen  in 
den  Sinn.  Ich  fand  nämlich  im  Buche  „  „vom  Himmel  und  der  Welt'' " 
[[Aristoteles]  im  2.  Cap.  des  IV.  Abschnittes  [Kelal];  dass  dies  die  Ansicht 
des  ausgezeichneten  Weisen  Pjthagoras  und  seiner  Anhänger  war.  Co- 
p  er  nie  US  hat  darüber  ein  wundervolles,  weitläufiges  [oder  wohlgeordne- 
tes?] sehr  gründliches  Werk  verfasst  und  dies  ausgezeichnete  Werk  im 
Jahre  1538  [so  ist  zu  lesen]  nach  christlicher  Zeitrechnung ,  das  ist  5208  der 
Schöpfung,  beendet.  Dieser  Gelehrte  starb  in  seinem  Vaterlande,  der  Pro- 
vinz Preussen,  im  Jahre  1543  der  christlichen  Zeitrechnung,  das  ist  5303 
der  Schöpfung." 

Diese  Beurtheilung  ist  um  so  beachtenswerther,  als  Gans  sich  nicht  zur 
neuen  Theorie  unbedingt  bekennt  und  auch  die  Theorie  Tycho's  erwähnt. 

Berlin.  M.  Stbinschneider. 


X.  Nachtrag  zu  S.  68-60  (XT[.  Jahrg.  L  Heft). 

Durch  die  Güte  des  Herrn  Fürsten  Boncompagni  habe  ich  die  Ab* 
Schriften  der  Präfatio  des  Victorius  zu  seinem  Calculus  erhalten,  wie  sie 
in  dem  codex  Vatic.  Reg.  Svecor.  N.  1281  f,  28«'  Zeile  1—30  und  f.  52r  u.  52«', 
ferner  in  dem  codex  Vatic.  Reg.  Svecor.  N.  1569  /.  1— 2**  enthalten  ist.  Erstere 
beiden  Texte  sind  nahezu  identisch  und  bieten  keine  nennenswerthen  Va- 
rianten^ aber  der  letztere  enthält  vier  Stellen,  die  wahrscheinlich  den  ur- 
sprünglichen Ausdruck  enthalten. 

Für  S.  58  Z.  13  „omnts  dividenda  iniegritas^^  findet  sich  dort  jyOmnis  divi- 
denM  iniegritas'\  wobei  „dividendum^*^  als  Substantivum  gebraucht  und  der 
Ausdruck  gewählter  wird.  Das  Wort  y^tabus^\  S.  59  Z.  5,  ist  dort  geschrie- 
ben „Xa^**"',  was  vielleicht  noch  einmal  mit  Glück  so  gedeutet  wird,  dass 


*  Die  Nachweisiing  dieses  bisher  nnbekannten  Verhältnisses  s.  im  CaiaL  Bodl,, 
c.    —  Das  Bach  ist  leider  sehr  incorrect  edirt ,  auch  in  der  initzutheilenden  Stelle 
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jenes  räthselhafle  Wort  verständlich  wird.  Die  anderen  beiden  Texte  haben 
,ylabus''.  Für  S.  59  Z.  23  j^conimentibus''  ist  ^^conlinens^'  geschrieben ,  was  auf 
caleulus  als  Snbject  bezogen  erscheint.  Für  S.  59  Z.  24  ,^d  milium  9ummam'* 
findet  sich  „ad  miliarü  summam^\  welche  Lesart  auch  durch  ,^iiiuru'^  in 
Bi  and  B^  unterstützt  wird. 

Dass  der  Cod.  1569  die  bessere  Handschrift  ist,  ergiebt  sich  auch  dar- 
aas ,  dass  statt  „ad  .U.yOd. IH. ,  ad  . llll ."  S. 59  Z.  26  and  S.  60  Z.  1  u.  2 
geschrieben  ist:  „ad  .II.  ffiiVia,  ad  .III.  milia,  ad  quattuor  milia^*. 

Bei  dieser  Gelegenheit  bitte  ich,  den  Druckfehler  in  „notiM^\  S.  59  Z.2, 
in  „nolio^*^  zu  verbessern. 

Hof.  Fri£dlein. 

XI.    Note  zur  Integration  des  Differentials 

a  +  bx  +  cx'+,..  +  px'^ dx 

A  +  ßx  +  Cx'  +  .. .  +  Px^  j/a  +  ßx+J^^' 

dx 

Zerlegt  man  den  Factor  von     ,—  in  seine  Theilbrücbe,  so 

j/a  +  ßx  +  yx^ 


dx 


wird  vorgelegtes  Integral  zurückgeführt  auf  Integrale  der  Formen 

/x'^dx  n dx r dx 
y7+ß^+^''  J  (X'-p)ycL  +  ßx  +  yx^'  J  (X''p)-ya+ß 
/*  Px  +  Q dx  r  Px  +  0 
li^-pY+q'^  j/a  +  ßx  +  yX"'  J  K^-PY+QI''  /a  +  ßx+yx^' 
Wie  die  vier  ersten  dieser  Fälle  zu  behandeln  sind ,  ist  allgemein  be- 
kannt. Das  fünfte  Integral  dagegen  wird  auch  in  den  modernsten  und  voll- 
ständigsten Lehrbüchern  der  höheren  Mathematik  kaum  erwähnt.  Min- 
ding  zeigt  allerdings  in  seiner  Integraltafel  auch  die  Reduction  dieses  letz- 
ten Falles,  jedoch  unter  zuvoriger  Zuziehung  des  Imaginären,  wodurch  5 
mit  3  zusammen  fällt.  Die  spätere  Beseitigung  des  Imaginären  erfordert  so 
weitschweifige  Rechnungen ,  dass  ohne  Frage  die  folgende  Roductionsformel 
praktischer  ist. 

Setzt  man  zunächst  x—'p  =  yy  so  hat  man  statt  des  betreffenden  Inte- 
grals zunächst 

/'  ry  +  s  dy 

dieses  kann  auf  die  Form  gebracht  werden : 


1) 


/•  ry  +  s 

.1  {*/+'& 


V^+By  +  Cy*  (y'+9') 


v^ 


By+Cy' 
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Für  die  Constanten  o,  /3,  y,  d,  6  erhält  man  durch  Differentiation  letz- 
ter Gleichung: 

2(7/3(2— n)  +  e  =  0, 

|/?^*|5  +  a[Cy»-2J(«-i)]  +  y^/  =  r, 

Die  Auflösungen  sind : 

_         1         Bs-'r{A—Cq^ 

"■^2(/j-l)  ^A-Cqy+B^q^' 

^^2r{n-i){A-Cqy+b^q^' 

^(2n--S)rC(A-Cq^)  +  (2n-l)B(~  +  rB\  +  iBCs 
>'=  2{n^l)l{A^Cqy+B^]  ' 

(2„-3)(^-2(7^*)|^^,U~Cg«)  +  rZ?]  +  Z?(2«-5)Cß^-r(^-C^«)] 

n-l   {A-^C^y+B'q^' 

Mittels  1)  wird  demnach  jedes  Integral  von  der  fünften  Form  zurück- 
geführt auf  solche  von  der  vierten. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  es  vergönnt,  noch  auf  eine  andere  Lücke 
nnserer  Lehrbücher  aufmerksam  zu  machen. 

Zerlegt  man  den  Bruch  -j-^—ß — ■        T  n   jy  *°  Theilbrüche,  so  kommt 

man  bekanntlich  in  dem  Falle,  dass  der  Nenner  für  complexe  Werthe  der 
Variabelen  ein  oder  mehrere  Male  verschwindet,  auf  Brüche  von  der  Form 

I    ^      ■ 

[«-(p+?03'     [*-(p+?0]*-'     ^"^-(p+^ö 

Indem  nun  die  beiden  ersten  Brüche  sich  vereinigen  zu  , r^  : — ,, 

(x— /?)»  +  ^ 

wo  r  und  s  reelle  Zahlen  sind,  scheint  man  es  als  selbstverständlich  zu  er- 
achten ,  dass  sich  je  zwei  und  zwei  Brüche  der  letzten  Art  (Fall  gleicher 
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T  sc  "^  8 

Wurzeln)  za  zr-, rr— — ;.  t  zusammenziehen.    Und  doch  ist  dem  nicht  so. 

Die  Vereinigungen  liefern  allerdings  Brüche  reeller,  nicht  aher  immer  — 
und  daraufkommt  es  an  —  linearer  Zähler.   So  hat  man  z.  B. 


t  t 


4      .         i         .        8 


^  + 


i  i 

4  l'  ""S 

■^  {x+ty  "^  {x +iy  "*"  .^HM 

(a;'+l)»"*"*(aj'+l)*      *aj*  +  l' 

Die  bekannte  Art  der  Zerlegung  von  ^)—(  für  den  Fall,  dass  F{x)=0 

F{x) 

nmal  die  Wurzeln  p  +  ^i  hat,  lässt  sich  folgendermassen  erweisen.    Unter 

jener  Annahme  ist 

.V  IM fM 

^  F(x)      [x-  (p+^i)]"  [o^-Cp  +  ^iO^.'^Ca:)- 

Sei  nun 

(tS)  ='^>     d.i,[/(a:)-^t/;(.t)],=p+,,=  0, 

SO  muss  bekanntlich 

3)  f{x)  -  A'ilfix)  =  [a: - (p  +  S'O]  «P  W, 

folglich 

fix)  A 

^^  F^^  [i~-(p+}0]"  [a;_  (p-g7)J" 

j q^lfO 

[«-(i»+?0]'-' [*-(p-yO]"-*(*) 

sein.   Ist  ferner 

&S)  =^'     d.i.b(a:)-5t(a:)J.=p_,.=  0. 

demnach  auch 

q){x)  -  B  il;{x)  ^Ix"-  (p-qt)]  (o{x)y 
60  erhält  man  aus  4) : 

n^)^ _^4 ^ 

F{x)        [x^{p  +  qi)^{x-^ip--qt)Y  '^  [x -{p  +  qi)^-' [x-- {p-qO^ 
, w(^) 

oder  wenn  man  ^— ß  (p  +  ^i)  =  C  setzt: 

/'{x)_       Bx  +  C (o(x) 

F{x)  ~  Hx^pY  +  ?']«  "*"  [{x-pY  +  v']»-*  ij;  (*)' 
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i^  und  C  sind  stets  reell;  denn  es  ist 

y(p-gO=  -2gi  (wegen  3), 

^^p  +  g<  f{p-g*)    p  —  gi  fip+gf) 

2qi     flf{p  —  gi)        2qi     ^{p  +  qi)' 

oder  wenn  man 

f{p  +  gi)^a  +  bi,     'il^{p+qi)^c  +  di, 

also 

/(;>— 5r,)  =  a  — 6i,     i|;(p— öfO^c-rff- 
setzt  : 

__^  (öC  +  Ärf)  — p  (ftc  — öd) 

Hannover,  im  April  1871.  Prof.  Dr.  Fb.  Grelle. 


Xn.    üeber  die  Bedingung ,  dass  sich  drei  Kreise  in  einem  Punkte 

schneiden. 

Seien  a,b\  a\  b'\  d\  h"  die  Mittelpunkte  dreier  Kreise  mit  den  Radien 
r,  r  ,  r".  Sind  p,  p\  p"  die  Distanzen  der  Mittelpunkte,  so  erhält  man  auf 
folgende  Weise  die  Gleichung  zwischen  p ,  p\  p"  und  r,  r\  r\  welche  aus- 
drückt, dass  sich  die  Kreise  in  einem  Punkte  schneiden. 

Man  setze 

1)  J    {a"-ay  +(6"-fr/=p'», 

Die  gesuchte  Bedingung  ergieht  sich  durch  Elimination  von  x  und  y 
zwischen  den  Gleichangen 

(a:-a)«+(y-6)'=r«, 

2)  i    (x-a')*  +  (y- 6' )»  =  /', 
/    (a;-«")'  +  (y-6")»=r"'. 

Infolge  der  Gleichungen  1)  und  2)  ist 

+  {x-^aj  +  (y-O*-  (a~«7-  (6-6)"  =  r«  +  r'«-p'", 
also 
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i-v-a)  (x-a')  +  (y-b)  (y-b')  =  •  (r»  +/»  -p"'). 
3)  (X-U-)  (x-.r)  +  {y-b)  (y-b")^\  (,'  +  r"'-/'), 

(^-«')  {.^-o-)-\-(y-b')iy-b")=  4  (/'+/••-/.')■ 
Es  ist  identisch 

f,  0 
rt,  1 
r'i,  1 
/'••,    1 


0, 

0, 

X—Üy 

y-b. 

X  —  dy 

y-i'\ 

x-a'\ 

y-b", 

/ 


ft, 


Nimmt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  i  =  j/—  I ,  bildet  die  Qua- 
drate beider  Seiten,  so  folgt  nach  1)  und  3): 
-1,  -r,  -r,  -r  , 

-r,  1,  4(r«  +  r'»-p''')+l-'T',  i(r'^-r'•'-p'')  +  l-rr•• 

-'•',  l(r*+r'»-/")+ 1  -t',  1 .  l  (r'«+r"'-p«)+]  -rV 

-r",  i(r'+r"'-p'')  +  i  -rr".  4(/«+r"'-p»J  +  l-rV",  1 

a,     6,     1 
a,    h\     I 

In  der  Determinante  links  moltiplicire  man  die  Elemente  der  ersten 
Verticalreihe  mit  r,  ziehe  die  Prodoete  von  den  Elementen  der  zweiten 
Vcrticalreilie  ab.  Verfährt  man  ebenso  mit  den  Factoren  /  und  r"  in  Be- 
ziehnng  auf  die  dritte  und  vierte  Verticalreihe ,  so  folgt 

l  +  r*.  |(r'+r''-p"0  +  l.     4  (r'+r'" -p'')  + 1 


i(r*  +  r"-p"')  +  l, 


l+r«, 


4  (r'+r"'-p'»)  +  1,4  (r''-r"'+p«J  +  1, 


i(r*  +  r"«-p»)  +  l 
l+r" 


a' —  o ,    *'—  6 
a  —a,    b  — 0 


1) 
oder: 


a,     b,     1 

«",    6".    1 

=  i  (-P*-P'-P"*  +  2pV'+  apV'"  +  2p'*p"0 
Darch  Entwickelung  der  links  stehenden  Determinante  folgt 


+  r«  (p»-  r  •-  r"»)'+  r'  (p'«-  r'-r"»)«  +  /''(^p"'- r'-  r'«)  =  0 


2r», 
r»  +  r'«-p"«, 


r«  +  /'-p"«,     r«  +  r' 


'_o'« 


2/" 


r'«4.r"*-(»' 


2r 


."f 


=  0, 


r»  +  r''-p'«,    r''+r"'-p', 
was  die  gesuchte  Bedingnngsgleichung  ist. 
Nimmt  man  in  1)  r=.r'-=-r'\  so  folgt 

(PP'P ')*  -  r'  (-  p'  -  it.'^-  ;>"*  +  2J.V  «  +  2/^V"'  +  2P''P"') 
oder  auch 

a,      b,     1 
{pppy  =-  r« 


6", 
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Sieht  man p,  f!  und  p'  als  gegeben  an,  so  folgt: 

Sind  die  Ecken  eines  Dreiecks  die  Mittelpunkte  dreier  Kreise  von 
gleichen  Radien,  sollen  sich  diese  Kreise  in  einem  Punkte  schneiden, 
so  ist  der  Radius  gleich  dem  Radius  des  Kreises ,  welcher  durch  die 
Eckpunkte  geht. 
Wenn  p  =/>'=/>",  so  ist  nach  l): 
(2p«  -  r'  -  r'«  -  r"7  =  3  (-  r*  -  r^  -  t"'  +  2r»r'2  +  2r«r"*  +  2/V"') 
=  3(22f)«, 
wo  A  der  Inhalt  des  Dreiecks  ist,  dessen  Seiten  gleich  den  Radien  r,  /,  r" 
sind. 

Nimmt  man  p=zpz=p'  und  r  =  r=r\  so  erhält  man.p*  =  3r'. 

Berühren  sich  zwei  Kreise  ausserhalb  oder  innerhalb,  nimmt  man 
p«  =  (r"  +  r')», 
so  ist 

/  (p'2  -  r*  -  r"«)  +  /'  (p"'  -  r«  -  r')  =  0. 

Eine  rein  geometrische  Herleitnng  der  Gleichung  l)  scheint  nicht  ohne 
Weitläufigkeiten  zu  sein.  A.  Enneper. 


Xm.    üeb'er  den  Kettenbmoh  für  tanz. 

Die  Kettenbrnchentwickelung  von  tan  z  ist  bekanntlich  ein  specieller 
Fall  des  Gauss'schen  Satzes,  dass  sich  der  Quotient  zweier  hypergeome- 
trischen Reihen  in  einen  Kettenbruch  verwandeln  lässt;  will  man  sie  aber 
unabhängig  von  diesem  Theoreme  ausführen ,  so  kann  man  folgenden  sehr 
einfachen  Weg  gehen. 

Bezeichnet  man  die  Function  cos  ij/x)  kurz  mit  f{x)  und  differentiirt 
die  Gleichung 

1)  f(x)^cos{}/x)y 

so  erhält  man 

-    2)  2  ^ä; . /^  (a:)  =  —  51»  (/^) 

und  durch  nochmalige  Differentiation 

4^r(^)  +  2a:r(a?)  =  -/'(x), 
sowie  endlich ,  wenn  diese  Gleichung  n  mal  differentiirt  wird , 

3)  4a:/'(»+2)(a;)4-(4n+2)/^'»+i>(a:)  =  -/^«>(a:),     «^6. 

Sei  nun 

/'("'  +  i)(.r) 

aus  Nr.  2)  folgt  dann  durch  Division  mit  f{x)  =  cos  {j/x) 

4)  Qi  =  -  -y=  tan  (j/x) 
und  aus  Nr.  3  durch  Division  mit  /^'»  +  ^)(a?) 
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1 


4a?ön+2  +  4«  +  2  =  - 


(?«  +  ! 

oder 

i 


Nimmt  man  hier  der  Reihe  nach  n  =  0,  l,2...m— 1  and  snbstitiiirt 
jede  Gleichnng  in  die  vorhergehende,  so  entsteht 

0.- L 


»-.  ' 


6—. 


2m-l  +  2a;()„+r 
Um  den  Rest  2x  «Pm+i  zo  discutiren,  benutzen  wir  die  Formel 


1.2      1.2.3.4 
und  erhalten 


2  (2m+3)^2.4  (2m  +  3)  (2m+5) 


2(2m  +  l)-^ 


2(2m  +  l)^2.4(2m  +  l)(^2m  +  3)       *" 
Daraus  gebt  unmittelbar  hervor,  dass  für  m  =00 

ist,  dass  mithin  der  vorige  Kettenbruch  ins  Unendliche  fortgesetzt  werden 
darf.  Es  ist  demnach  für  m  =  00  und  zufolge  des  in  Nr.  4)  angegebenen 
Werthes  von  ßi 

tan  (j/x)  _        I 


2/i 


X 


X 


oder  ftlr  x==z^ 


6 ''- 

7  —  etc. 


tanz- 


3- 


7  •—  etc. , 
was  mit  dem  von  Gauss  gefundenen  Resultate  übereinstimmt. 
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XIV.   Heber  eine  Eettenbrachentwickelnng  far  nnvoUgtändige 
OammaAmctionen. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

; 

wobei  das  Integral  nach  Legend  re 's  Vorgange  mit  i^(x,  jü)  bezeichnet 
werden  könnte,  so  erhält  man  durch  Differentiation 

/'(•r)  =  /-(*)  +  1^3^ 
oder 

2)  arr(x)  +  (^-a:)/^(a:)=l, 
and  darch  n  weitere  Differentiationen 

3)  '  a?/("  +  i)(ar)  +  («  +  ^— a:)/(")(a:)  =  «/<»- ')(2:). 
Es  sei  ferner 

die  Gleichungen  2)  und  3)  lassen  sich  dann  folgendermassen  darstellen: 


(>n  = 


fJL  —  X  +  XQi  ' 
71 


Setzt  man  hier  ;i  =  ],  2,  3,..n  und  substituirt  jede  Gleichung  in  die 
vorhergehende,  so  gelangt  man  zu  dem  Kettenbrnche 

I 


4)    fix): 


2x 
2  +  fi—x+. 


n  +  fi-^x+xOn^l 
Um  den  liest  x  Q„^\  beurtheilen  zu  können,  bringen  wir  f(x)  durch 
Substitution  von  i:=xu  auf  die  Form 

1 

0 
woraus  folgt 

1 


/(«)(ar)  =  A^-*  (1-«)»  ^<«-')  du. 


0 

Verwandelt  man  e^^^  in  die  bekannte  Reihe  und  integrirt  die  einzel- 
nen Glieder,  so  erhält  man  ferner  ^  , 
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r(,*+«+I)       *       M  +  n+l     i 


+  , 


>»(/*+>) 


n  +  2)'l.2        "  r 


mithin 

.F('+>)(a;)_     w  +  1  ^  +  »  +  2'l^" 

vr  '  *  — " ^  —  


/n+l  = 


Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  bei  unendlich  wachsenden  n 

Lim  Qn+\  =  1 
wird ,  was  wiederum  zur  Folge  hat ,  dass  der  in  Nr.  4)  angedeutete  Ketten- 
bruch gegen  dieselbe  Grenze  convergirt,  wie  der  Kettenbruch 
i 


.     2X 

i  +  fi-^4 


'  .         nx 


n  +  fA—  X 
Man  erhält  demnach  für  /i  =  oo  und  zufolge  der  Bedeutung  von  f{x) 


J 


X 


ix 
li'-X  + 


l  +  fl—X'\ 


3^ 


3  +  f*  —  ^  +  etc. ' 
In  dem  speciellen  Falle  fi  =  ^  ergiebt  sich,  wenn  man  x  und  t  durch 
ic*  und  /•  ersetzt, 

X 

-^dl  =  — 


/ 


xer-'" 


l-2a;«  + ^    _ 


3  — 2a:«-|- 


4  a;* 

8a;" 


12a:* 


7—20:*+  etc. 

Dieses  Kesultat  bildet  gewissermassen  den  Pendant  zu  der  Ketten- 
brnchentwickelung ,  welche  Laplace  ftir  das  Integral 


/- 


'di 
gegeben  hat  und  die  nachher  von  Jacobi  ergänzt  wurde.     Schlöbcilch. 
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XT.    Bemerkung  über  eine  gewisse  Gattung  von  Differentialgleichungen. 

Im  24.  Bande  von  Grelle* s  Journal  f.  Math,  stellt  Jacobi  sich  die 
Aufgabe,  die  Differentialgleichung 

+  (iC+C'a:  +  C''y}dx=.0, 
welche  als  Verallgemeinerung  einer  specielleu,  bei  Euler  (//}5/.  calc.  int,^ 
Bd.  I  S.  207  Probl.  55)  vorkommenden  sich  betrachten  lässt,  zu  integriren. 
Jacobi  gelangt  daselbst  zu  einer  direct  integrirbaren  Form,  indem  er  drei 

Lfinearfnnctionen  ip,  §',  r  so   zu  bestimmen  sucht,  dass  der  Factor 

p.q,r 

die  linke  Seite  der  auf  Null  reducirten  Gleichung  zu  einem  ezacten  Diffe- 
rentiale macht.  —  Min  ding,  welcher  demselben  Gegenstande  eine  Arbeit 
widmete*,  benutzte  zu  diesem  Zwecke  den  Umstand,  dass  offenbar  drei  par- 
ticuläre  lineare  Integrale  Cp==0,  ^=0,  r=0)  existiren,  die  er  durch  ein 
Verfahren  ermittelt,  welches  dem  bei  der  Auffindung  der  Durchschnittsseh- 
nen zweier  Kegelschnitte  üblichen  analog  ist. 

Bei  Gelegenheit  einer  Untersuchung  Über  algebraische  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung»  welche  im  III.  Bande  der  „Mathematischen 
Annalen"  veröffentlicht  ist,  kam  ich  auf  eine  allgemeine  Betrachtung,  welche 
für  den  besondern  Fall  der  Jacobi 'sehen  Gleichung  die  Integrabilität  von 
vorneherein  erkennen  lässt. 

Ich  gehe  von  der  Differentialgleichung 

Adx+B  dy^(^ 
aus,  worin  Ay  B  ganze  rationale  Functionen  n^^^  Grades  in  x^  y  bezeichnen. 

Es  soll  der  Einfluss  einer  linearen  Substitution  auf  den  Grad  der  mit 
den  Differentialien  multiplicirten  Functionen  untersucht  werden. 

Es  sei  die  einzuführende  Substitution  von  der  Form 


nnd  deren  ümkehrung 

2)                        j^«-  +  «.i^ 

y^  +  y^y 

Yi  +  C 

yx  +  y^y  +  rt 

so  dass,  wenn  man 

b     b,     h^ 

=  ^ 

c     c,     c. 

setzt,  die  bekannten  Belation 

en  stattfind 

en: 

•  Cr  eile 's  Journal,  Bd.  40  8.361  flgg. 
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dJ  dJ  dJ 

a  =  ^-,     of,  =  -— ,     ir,=-^--  etc., 

Ca  da^  oa^ 

3)  fla  +  flr,a, +fl,cr,  =  ^,    ajJ  4  ff,|5,  +  a«ft  =  0,     ay  +  «i  y«  +  flty*  =  0, 

ca  +  c,a, +f,oft  =  0,     c/3  +  c,^,  +f,ft  =0,      cy+c,y,  +c,y2  =  ^. 
Die  Differentiation  der  Gloicbnngen  l)  liefert 

ioi^  +  b,v  +  c,ydy  =  dUrV''ß)  +  ävi-ri  +  ^)' 
Führt  mau  nun  die  Bezeichnungen  ein: 

80  werden  ^',  Zf'  ganze  Functionen  n^*",  31,  S  ganze  Functionen  (n  +  0*" 
Grades  in  |,  17,  und  es  ist  identisch 

(«tl  +  b^ri  + 1',)"+2  (^  rfa?  +  ^  ^^y)  =  91  «'S  +  ©  <'^. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  der  Grad  der  mit  den  Differentialen  mal- 
tiplicirten  Functionen  im  Allgemeinen  durch  eine  lineare  Substitution  nm- 
Eins  erhübt  wird,  doch  sicher  niemals  um  mehr.  Er  kann  folglicb  auf 
diese  Weise  auch  niemals  um  mehr  als  Eins  erniedrigt  werden. 

Unverändert  kann  der  Grad  erstens  dadurch  bleiben ,  dass  in  %  und  S 
die  Glieder  (n-|-])*^"  Grades  verschwinden;  zweitens  auch  dadurch,  dass  31 
und  S3  einen  linearen  Factor  gemein  haben.  Es  sollen  nun  diese  beiden 
Möglichkeiten  getrennt  untersucht  werden. 

I.  Die  Bedingung  dafür,  dass  in  91  und  S  die  Glieder  höchster  Dimen- 
sion sich  zerstören,  ist 

worin  durch  den  WAgrechten  Strich  angedeutet  werden  soll,  dass  nur  die 
Glieder  n^^^  Dimension  zu  nehmen  sind.  Uro  diese  Bedingung  interpretiren 
zu  können,  beachte  man,  dass  alsdann  der  Ausdruck  yiJ" — y B'  nur  noch 
von  («  —  1)***"*  Grade  und  somit 

eine  ganze  Function  von  o:,  y  ist.    Hieraus  folgt,  dass 

(y  a?  +  ny  +  y^Y  (yi  ^'-  y  ^')  =  ^  (yi  ^  -  y  ^) 

durch  yaJ  +  yiy  +  yt  algebraisch  theilbar  ist,  oder,  was  dasselbe  bedeutet: 
die  Gleichung 

ya?  +  y,y  +  yt==o 

repräsentirt  ein  particnlUres  Integral  der  Differntialgleich- 
ung 

Adx+  B  dy=:0. 

Dass  dies  Letztere  in  der  That  mit  der  Gleichung  y^Ä—yff^^^  iden- 
tisch ist,  lässt  sich  auch  folgendermassen  erkennen,  wenn  man  sich  des  geo- 
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metriscben  Ausdruckes  bedient.  Bedeuten  nämlich  a,  a«,  «7,;  6,  6i,  6,  die 
homogenen  Coordinaten  zweier  Punkte  P^  Qy  so  lassen  sich  die  Coordinaten 
eines  variabeln  Punktes  der  Geraden  (P,  jß),  wie  bekannt,  durch  drei  Grös- 
sen von  der  Form 

darstellen.  Die  Schnittpnnkte  dieser  Geraden  mit  einer  Curve,  deren 
Gleichung 

sind  gegeben  durch  die  Wurzeln  —  der  Gleichung 

V 

Ist  dieses  Polynom  identisch  Null,  unabhängig  von  |,  17,  so  ist  die 
Gerade  (P,  Q)  ein  Theil  der  Curve  S  =  0,  und  umgekehrt.  Denkt  man  sich 
nun  Aj  B  als  homogene  Functionen  dreier  Variabein  geschrieben  und  setzt 

S  =  r,A^yB, 
so  ist  die  zu  erfüllende  Bedingung 

Dies  bedeutet  somit,  dass  S  =  yiA  —  y B  =  0  durch  y^  +  Yil/'i'Yi  ^^^^^' 
bar  ist. 

IL    Wenn  die  Ausdrücke 

einen  linearen  Factor  gemein  haben,. so  kann  derselbe,  da  ein  gemeinschaft- 
licher Theiler  von  A'y  Bf  anszuschliessen  ist,  nur  gleich 

sein.  In  diesem  Falle  denken  wir  uns  in  91,  93  wieder  die  Grössen  o?,  ^  an 
Stelle  von  ^,  ij  eingeführt  und  zur  Fortschaffung  des  Nenners  mit 

mnltiplicirt.    Dann  sind 

2)t.(ya?  +  y,y  +  yO''+S    » •  (ya^  +  y«y  +  y.)"+* 

ganze  Functionen  von  a:,  y,  in  denen  jedoch  die  Glieder  (w  +  l)*®'"  Dimension 
zerstört  sind. 

In  der  That,  da  91,  33  den  Factor  (öf  S  +  ^2 >?  +  ^^2)  enthalten,  so  kön- 
nen wir  setzen : 

«  =  K5  +  *.i?  +  eO  .  r,     85  -  (aaS  +  Ä,i?  +  c,)  .  83', 
80  dass  31',  83'  ganze  Functionen  rC-^^  Grades  sind.     Führt  man  x^  y  für 
I,  ri  ein,  so  hat  man 

8i-(y^  +  yiy  +  y2)''+' 
=  («2S  +  ^i?  +  c2)CyaJ  +  yiy  +  y,){?l'.(yar-|-y,y+yO"l» 

a3.(yx-t.y,y-t.y,)"+' 
=  («2S  +  *2i?  +  c,)(y^  +  y,y  +  y,){a3'.(ya:  +  y,y  +  y,)»}.^ 
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In  den  rechts  stehenden  Ausdrücken  ist  aber,  wie  sich  aus  3)  ergiebt, 

5)  (fl^tS  +  *«i/  +  c^)  (ya:  +  yiy  +  y;):=zj 

eine  Constante;  die  linken  Seiten  redaciren  sich  somit  wirklich  anf  Ans- 
drücke  n^^'^  Grades  in  o; ,  ^. 

Da  vermöge  5) 
ist,  so  ist  die  Forderung  darauf  zurückgeführt,  dass 

von  der  n^®°  Ordnung  seien.  Dafür  ist  offenbar  die  nothwendige  und  auch 
hinreichende  Bedingung 

6)  xÄ+yB  =  0, 

wo  ebenfalls  ^,  if  die  Glieder  n^^^  Dimension  in  A^  B  bezeichnen. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  31  nnd  83  einen  linearen  Fac- 
tor gemein  haben,  ist  also,  wie  die  Gleichung  6)  zeigt,  von  den 
Coefficienten  der  anzuwendenden  Substitution  ganz  unab- 
hängig. 

Stellt  man  sich  nun  die  Frage,  in  welcher  Weise  es  möglich  ist,  dass 
der  Grad  der  Coefficienten  der  Differentialien  von  n  + 1  a^^  n  —  1  sinkt, 
so  ist  zunächst  klar,  dass  dies  nicht  dadurch  eintreten  kann,  dass  in  9L  und 
ffl  die  Glieder  (n  +  1)*"  und  n***"  Dimension  zugleich  verschwinden.  Denn 
aus  den  identischen  Gleichungen 

^'.(«.S  +  *.i?  +  ^t).^=3l.(-yi5  +  «i)~©.(yii?-A). 

welche  man  durch  Auf lösung  der  Gleichungen  4)  erhält,  würde  dann  folgen, 
dass  auch  ^,  B'  vom  Grade  (n—  i)  si^d.  Ebenso  wenig  kann  aber  ein 
Factor  zweiten  Grades  %  und*S3  gemein  sein;  denn  aus  der  Herstellung  des 
allein  möglichen  gemeinsamen  linearen  Factors  ist  ersichtlich ,  dass  diese 
Annahme  einen  gemeinschaftlichen  Factor  auch  für  ^^  B'  nach  sich  ziehen 
würde,  was  gegen  die  Voraussetzung  wäre. 

Hiernach  kann  eine  Herabsetzung  des  Grades  auf  (n  —  1)  nur  da- 
durch erfolgen,  dass  die  Glieder  (n  +  l)*^*^  Dimension  in  %  und  S3  sich  zer- 
stören und  gleichzeitig  ein  linearer  Factor  herausgeht ;  dies  liefert  in  Ver- 
bindung mit  dem  Gefundenen  den  Satz : 

Damit  es  möglich  sei,  die  Differentialgleichung 
Adx+Bdy  =  Oj 
wov#,  ß  ganze  Functionen  fi^«"  Grades  seien,  durch  eine  lineare 
Substitution  so  zu  transformiren,  dass  die  Coefficienten  der 
Differentialien  von  einem  um  Eins  niederen  Grade  als  A  nnd 
B  (resp.  der  höhere  beider)  werden,  ist  es  nothwendig  und  hin- 
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reichend,  dass  xA  +  yB  ein  Ausdruck  n^^^  Grades  sei  und 
dass  yx  +  yiP  +  yt  sich  so  bestimmen  lasse,  dass 

r^  +  yty  +  n 

eine  ganze  Function  sei  (d.  h.,  dass  ein  lineares  particuläres  Integral 

ydr+y,y  +  y,  =  0 
existire). 

Es  soll  nun  dieser  allgemeine  Satz  auf  den  besondern  Fall  n  =  2  an- 
gewandt werden.  Wenn  n=:l,  d.  h.  wenn  A  und  B  lineare  Functionen  in 
a?,  y  sind,  so  ist  das  vollständige  Integral  nach  bekannten  Methoden  her- 
stellbar und  hat  die  Form 

elogE  +  flogF=Const.^ 
worin  ß,  f  constante  Grössen,  i?,  F  lineare  Functionen  von  der  Form  XA+iiB 

e  X 

sind,     r;  und  -  ergeben  sich  als  Wurzeln  zweier  quadratischer  Gleichun- 

e       .  ,    l  X 

gen,  so  dass  -:  rational  mit  ~  zusammenhängt.    (Hat  die  Gleichung  für  — 

/  P»  f» 

gleiche  Wurzeln ,  so  geht  das  Integral  über  in 

-  +  elogE=  Const., 

iL  " 

wo  L  ebenfalls  linear  ist.   In  einem  besondern  Falle  kann  das  Integral  auch 

die  Form 

Z  +  e  logE=ConsL 

annehmen.) 

Wendet  man  auf  die  eben  discutirte  Gleichung  eine  lineare  Substitution 
an,  so  erhält  man  eine  neue,  in  welcher  die  Coefficienten  der  Differentia- 
lien  vom  n^^^  Grade  sind  und  der  Gleichung 

xÄ  +  yB=iO 
genügen. 

umgekehrt,  jede  Differentialgleichung  dieser  Art,  d.  h.  von  der 
Form  der  Jacobi'schen 

7)  (y  Z  +  ^}  dx  +  (-  a: Z  +  A)  rfy  =  0, 

wo  Z,  ^,  N  beliebige  lineare  Functionen  sind,  lässt  sich  durch  eine  passende 
lineare  Substitution  auf  den  Fall  n=l  reduciren  und  ist  mithin  in  derselben 
Einfachheit  integrirbar. 

Ist  in  der  That  ya?  +  yiy +  ^«  =  0  die  Gleichung  einer  der  (zu  L  =  0 
nicht  parallelen)  Durchschnittssehnen  der  Curven 

A  =  yL  +  M=6,     B=:  —  xL  +  N=0, 
so  kann  man  setzen: 

(Ycc  +  Yiy  +  Y2)(L  +  l)=.8,A^ÖB=.(^8x  +  8,y)L  +  (^S,M--dN), 
worin  /,  6,  d|  constante  Grössen  bedeuten.    Die  Yergleichung  der  Glieder 
höchster  Dimension  rechts  und  links  zeigt,   dass  yx  +  yty  identisch  mit 
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Öx-^dif/  ist  nnd  dass  somit  d «=3 ^,  ^1=^1  gesetzt  werden  kann.  Somit 
sind  hier  jene  beiden  Bedingungen  erfüllt,  welche  sich  oben 
zur  Eruiedrignng  des  Grades  anf  (n  —  1)  als  nothwendig  nnd 
hinreichend  erwiesen  haben.  Wendet  man  nnn  auf  7}  eine  lineare 
Snbstitution  von  der  Form  der  Gleichungen  2)  an,  so  dass 

ya?  +  y,y  +  y,  =  0 
die  obige  Bedentung  einer  Dnrchschnittssehne  hat,  so  erhält  man 

8)  />rf|  +  ()rfi?  =  0, 

wo  P  und  Q  linear  in  |,  1}  sind.  Das  Integral  von  8)  ist  nnn  im  Allgemeinen 

elog(XP+iiO)+flögil,P+ii,Q)=^Const., 
nnd  wir  haben  somit  nach  Wiedereinführong  von  .r,  y  das  Integra]  von  7) 
Form 

e  hg  E  +  flogF+  g  logG  =  ConsU,     (e  +  Z+y  =  0). 

jE,  F,  G  sind  lineare  Functionen  von  x^  y  und  bedeuten,  gleich  Null  gesetzt, 
die  drei  mit  Z  =  0  nicht  parallelen  Durchschnittssehnen  von  ^=0,  ^  =  0« 
In  besonderen  Fällen  treten  die  Formen  anf: 

L  L 

-  +  elogE  +  flogF=  Const. ,      -^  =  ConsL     {K  =  Function  2.  Grades.) 

Breslau,  Januar  1871.  Dr.  J.  Rosanes. 
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XII. 

üeber  die  logarithmisclie  Abbildung  und  die  aus  ihr 
entspringenden  ortbogonalen  Curvensysteme. 

Von 

Dr.    G.    HOLZMÜLLEE, 

Ordentl.  Lehrer  am  Domgymnasium  zu  Magdeburg, 

(Hierzu  Tafel  II,  Figf.l.) 


§  1.    Allgemeiner  Charakter  der  logarifhmiBchen  Abbildung. 

Man  denke  sich  eine  Ebene,  in  welcher  nach  der  bekannten  Vorstel- 
langswei«e  sämmtliche  complexe  Grössen  z  =  x  +  yi  enthalten  sind,  bilde 
za  jeder  Zahl  den  natürlichen  Logarithmus  und  fixire  ihn  in  einer  andern 
Ebene,  welche  ebenfalls  alle  complexen  Zahlen  Z=  X  +  Yi  enthält,  so 
dass  jedem  Punkte  der  2 -Ebene  ein  oder  mehrere  Punkte  der  Z- Ebene 
entsprechen.  Man  erhält  auf  diese  Weise,  wie  durch  jede  Abbildung  mit- 
tels einer  Function  complexen  Arguments,  eine  in  den  kleinsten  Theilen 
ähnliche  üebertragung  der  einen  Ebene  auf  die  andere.  Das  Wesen  dieser 
Abbildung  soll  untersucht  werden. 

Wir  haben  zunächst  die  Gleichungen 

1)  Z^Ä+Yi  =  lgz  =  lg{x+yi), 

2)  z=zx  +  yi  =  e^=:  e^-^^*  =  e^  {cos  J^+ 1  sin  Y) , 
also 

X  =  e^  cos  Yy     y=:e^  sin  Y^ 
woraus  sich  ergiebt 

I)  ^  e^  =  r=:-f-/a:«-f.y«,      cosY^^-,     sinY^'^- 
oder 

'C  t/  fl 

II)  X=  tor,      F+2«75  =  arccos  -  =  aresin  -  =  arctan  -  =  O, 

—  r  r  X 

wo  ^  ein  bestimmter  Winkel  zwischen  0  und  2n  ist. 
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Die  Liuie  X9=a  entspricht  demnach  der  Carve  r  =  e*,  d.  h.  die  Pa- 
rallelen zur  r-Axe  sind  die  Abbildungen  concentrischer 
Kreise  um  den  Nullpunkt  mit  den  entsprechenden  Radien. 

Speciell  entspricht  also  die  Linie  Xz=  —  oo  dem  Nullpunkte,  die  Linie 
A'=0  dem  Einheitskreise,  die  Linie  X='\'<x>  einem  Kreise  um  den  Null- 
punkt mit  unendlich  grossem  Rndins. 

Sämnitliche  Linien  Yi=  b  +  2nn  entsprechen  der  einen  Linie  ^  =  6, 
also : 

Die  Parallelen  zur  X-Axe  sind  die  Abbildungen  der 
durch  den  Nullpunkt  gehenden  Radien  mit  den  entsprcben- 
den  Abweichungen,  und  zwar  entsprechen  speciell  die  Linien 

der  positiven  reellen  Axe,  die  Linien 

r=  +  {2n  +  l)7ü 
der  negativen  reellen  Axe,  die  Linien 

2  —  2 

der  positiven  imaginären  Axe,  die  Linien 

2  -— 
der  negativen  imaginären  Axe. 

Geht  man  also  in  der  Z- Ebene  auf  einer  Linie  parallel  der  reellen  Axe 
von  Z=  — 00  über  JC=^0  nach  ^  =  +  oö,  so  geht  man  in  der  z- Ebene  auf 
einer  Geraden  von  bestimmter  Neigung  von  r  =  0  über  r  =  l  nach  r=:+OD. 
Geht  man  hingegen  in  der  Z- Ebene  auf  einer  Parallelen  zur  F-Axe  von 
r==0  bis  F=27ü^  so  geht  man  in  der  s  Ebene  von  dem  entsprechenden 
Punkte  der  positiven  reellen  Axe  aus  in  einem  vollen  Kreise  um  den  Null- 
punkt herum,  und  zwar  im  positiven  Sinne.  Geht  man  aber  in  der  Z  Ebene 
auf  der  Geraden  weiter,  sei  es  nach  -j-oo  oder  —  oo  hin,  so  wiederholt  sich 
in  der  z- Ebene  das  Umkreisen  des  Nullpunktes  im  positiven  oder  negativen 
Sinne.    Jedem  Intervalle  2n  entspricht  dabei  ein  voller  Kreis. 

Daraus  geht  hervor,  dass  jedem  unendlich  langen  Flächenstreifen  der 
Z- Ebene,  der  parallel  der  reellen  Axe  und  von  der  Breite  29c  ist,  die  ganze 
z- Ebene  entspricht,  jedem  Flächenstreifen  parallel  der  imaginären  Axe 
hingegen  ein  Kreisring  von  bestimmter  Breite  in  der  z- Ebene,  den  man 
jedoch  unendlichfach  über  sich  selbst  gewunden  denken  muPs.  Jedem 
Punkte  der  Z- Ebene  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  der  2 -Ebene;  jedem 
Punkte  der  z- Ebene  entsprechen  unendlich  viele  Punkte  der  Z- Ebene,  die 
sämmtlich  auf  einer  Parallelen  zur  F-Axe  liegen  und  im  Intervalle  2;c  auf 
einander  folgen.  Dies  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  Vieldeutig- 
keit des  Logarithmus  und  der  Periodicität  der  Exponential- 
function. 
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uro  die  n-Deutigkeit  irgend  einer  Function  in  eine  Eindeutigkeit  des 
Ortes  EQ  verwandeln,  denke  man  sich  nach  Riemann  (vergl.  Dur  ige, 
Abschnitt  III)  die  Ebene  des  Arguments  nfach  mit  „Blättern^*  bedeckt.  Es 
liegen  also  hier  unendlich  viele  „  Riemann*  sehe  Blätter"  Übereinander. 

Da  dem  Nullpunkte  der  z- Ebene  nur  ein  Punkt,  der  „unendliche 
Punkt"  der  Z- Ebene  entspricht,  so  ist  er  aufzufassen  als  ein  „Verzwei- 
gnngspunkt",  in  dem  sämmtliche  Riemann* sehe  Blätter  zusammenhängen, 
d.  h.  als  ein  Windungspunkt  unendlicher  Ordnung,  nach  dessen  Umkreisen 
in  dem  einen  Sinne  man  stets  in  ein  tiefer  liegendes,  im  andern  Sinnein  ein 
höher  liegendes  Blatt  gelangt.  Dasselbe  ist  aber  auch  mit  dem  unendlichen 
Punkte  der  Fall.  Denken  wir  uns  beide  durch  einen  „Schnitt"  verbunden, 
bei  dessen  Ueberschreiten  man  in  ein  neues  Blatt  gelangt  und  den  wir  am 
bequemsten  mit  der  positiven  reellen  Axe  zusammenfallen  lassen ,  so  ist  in 
jedem  „Blatte",  welches  einem  unendlichen  Streifen  der  Z- Ebene  ent- 
spricht, der  Logarithmus  eindeutig  defiuirt;  man  bleibt  in  demselben  Blatte 
und  demselben  Flächenstreifen,  so  lange  man  es  vermeidet,  den  Schnitt  zu 
überschreiten. 

Es  gehört  zum  wesentlichen  Charakter  der  Function  complexen  Ar- 
guments, dass  der  Werth  ihres  Differential  quo  tienten  für  einen  bestimmten 
Werth  des  Arguments  unabhängig  ist  von  der  Richtung  der  Aenderung  des 
Arguments.  Der  „absolute  Betrag"  des  Differentialquotienten  giebt 
das  Verhältniss  an ,  in  welchem  die  unmittelbare  Umgebung  des  Punktes, 
der  dem  Functions wertbe  entspricht,  vergrössert  oder  verkleinert  ist  gegen 
die  unmittelbare  Umgebung  des  Punktes,  der  dem  Werthe  des  Arguments 
entspricht.  Seine  „Abweichung"  hingegen  zeigt  an,  um  welchen  Win- 
kel die  Zeiishnung  an  der  entsprechenden  Stelle  der  Z- Ebene  gedreht  wer- 
den muss,  um  in  die  Lage  der  Zeichnung  in  der  unmittelbaren  Umgebung 
des  ersten  Punktes  zu  gelangen.   Nun  ist  bei  uns 

1^  =  1  =  ilcos  {-&)  +  I  sin  (-^)]. 
dz        z      r         ^       ^  ^        '"* 

Der  absolute  Betrag  ist  - ;  folglich  wird  die  Umgebung  des  Nullpunktes  der 

z- Ebene  in  der  Z- Ebene  unendlichfach  vergrössert  dargestellt,  die  des  un- 
endlichen Punktes  der  z- Ebene  hingegen  unendlichfach  verkleinert  In 
diesen  beiden  Punkten  hört  also  die  Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Thei- 
len  auf. 

Für  die  unmittelbare  Umgebung  sämmtlicher  Punkte,  die  auf  einem 
Kreise  um  den  Nullpunkt  der  z- Ebene  mit  dem  Radius  r  =  c  liegen,  ist 

das  Vergrösserungsverhältniss  -;  für  den  Einheitskreis  ist  es  der  Einheit 
gleich. 

Die  Abweichung  {—d)  endlich  zeigt  an,  dass  das  Bild  an  jeder  Stelle 
der  Z- Ebene  um  {+&)  gedreht  werden  muss,  wenn  es  in  der  Lage  über- 
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einstimmen  soll  mit  der  entsprechenden  Stelle  der  :  -  Ebene.    Die  Abweich- 
ang  ist  constant  für  die  Linien  &  =  b  and  die  entsprechenden  K=6  +  2n». 

Specielleres  über  alle  diese  Verhältnisse  findet  man  in  Nenmann's 
„Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie  der  Abel* sehen  Integrale**  und 
in  Dur^ge's  , «Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexed  ver- 
änderlichen Grösse*'. 

Wir  geben  jetzt  gensner  auf  das  gegenseitige  Entsprechen  der  beiden 
Ebenen  ein. 

Der  Geraden  in  der  Z- Ebene 

X       Y 

entspricht  in  der  z- Ebene  die  Curve 

Igr      %  +  Inn  _ 

a^         b         ""^' 
oder,   da  die  Abweichungen  -^jf  2;i7i  geometrisch  mit  einander  überein- 
stimmen, die  Curve 

— +-  =  l  oder  r  =  e  V      ^K 
a        0 

•         *  a 

Setzt  man  ^  =  c  und  e    ^^Ar,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

Den  Geraden  in  der  Z-Ebene  entsprechen  also  in  der 
z-Ebene  logaritbmische  Spiralen,  deren  Centrum  der  Null- 
punkt ist.    k  müssen  wir  als  Parameter  der  letzteren  betrachten. 

Umgekehrt  entspricht  jeder  dieser  logarithmischen  Spiralen ^eine  un- 
endliche Anzahl  paralleler  Geraden,  welche  die  imaginäre  Axe  der  2- Ebene 
in  aufeinanderfolgenden  Intervallen  von  der  Grösse  27c  schneiden. 

Ueberhaupt  entsprechen  jeder  Curve  der  z- Ebene  unendlich  viele 
congruente  Curven  ({er  Z-Ebene,  welche  um  Intervalle  2nn  in  der  Bich- 
tung  der  imaginären  Axe  gegen  einander  verschoben  sind,  so  dass  also  die 
Zeichnung  in  dem  einen  Fläcbenstreifen  congruent  ist  der  Zeichnung  in 
sämmtlicben  anderen. 

Unter  den  Gebilden  der  Z  Ebene  interessiren  uns  nur  diejenigen, 
deren  Abbildungen  in  der  z- Ebene  sich  decken,  so  dass  wir  nur  nötbig 
haben,  die  Beziehungen  eines  Flächenstreifens  zur  z  Ebene  zu  unter- 
suchen. 

Theilt  man  einen  Flächenstreifen  der  Z-Ebene  durch  Parallele  zur 
^- Axe  in  eine  beliebige  Anzahl  congruenter  Flächenstreifen  ein,  so  ent- 
spricht denselben  eine  Reihe  congruenter  Flächenräume  der  z- Ebene, 
welche  durch  Radien  begrenzt  werden,  die  unter  gleichen  Winkeln  auf- 
einander folgen.  Setzt  man  die  erstere  Eintheilung  über  die  ganze  Z-  Ebene 
fort,  so  decken  sich  die  Zeichnungen  in  den  verschiedenen  Riemann- 
sehen  Blättern. 
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Wie  gegen  jede  der  Parallelen  in  der  Z- Ebene,  so  findet  auch  gegen 
jeden  Radios  der  z  -  Ebene  Symmetrie  statt.  Man  tbeile  jetzt  die 
Z- Ebene  durch  Gerade  parallel  der  F- Axe  in  congruente  Fläcbenstreifen 
ein;  dieser  Eintbeilnng  entspricht  die  der  z- Ebene  in  ähnliche,  concen- 
trische  Kreisringe.  Ist  nämlich  die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  in 
der  Z- Ebene  X  =  a'\-  nb,  so  ist  die  Grösse  der  einzelnen  Radien  durch  die 
Gleichung  r  =  ß^+"*  gegeben.    Da  aber 

ga+nh.  e«+(»  +  »)*=  e«  +  (»  +  i)»  :  e*+<'*+2)5  ^ 
so  folgt,  dass  die  aufeinanderfolgenden  Ereisringe  ähnlich  sind.  Setze  Ich 
den  Radius  eines  dieser  Kreise  gleich  der  Einheit,  so  ist  die  Figur  aus- 
serhalb dieses  Kreises  das  Reciproke  der  Figur  innerhalb 
desse4ben.  Diese  Reciprocität  gegen  jeden  der  Kreise  ent- 
spricht der  Symmetrie,  welche  gegeü  jede  der  Geraden 
X=ia  +  nb  stattfindet. 

Vereinigt  man  die  beiden  besprochenen  Eintheilnngen ,  so  wird  jeder 
Fläcbenstreifen  der  Z- Ebene  in  congruente  Rechtecke  zerlegt,  wäh- 
rend die  2-Ebene  in  ein  System  ähnlicher  rechtwinkliger  Flächen- 
Stücke  zerlegt  wird,  die  von  Radien  und  conceutrischen  Krei- 
senbegrenztwerden.  Vergrössert  man  die  Anzahl  der  Theile,  so  wer- 
den die  rechtwinkligen  Flächenstticken  der  z- Ebene  kleinen  Rechtecken 
zustreben,  welche  denen  der  Z- Ebene  ähnlich  sind.  Wir  können  sie  deshalb 
als  „Rechtecke**  bezeichnen.  Ist  eins  derselben  gegeben,  so  folgen  alle  an- 
deren durch  einfache  Construction. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  lassen  sich  die  wesentlichsten  Eigenschaf- 
-  ten  der  logarithmischen  Spiralen ,  welche  allgemein  den  Geraden  der 
Z- Ebene  entsprechen,  mit  einem  Schlage  entwickeln.  Denn  da  die  Eck- 
punkte der  in  der  Z- Ebene  diagonal  aufeinanderfolgenden  Rechtecke  auf 
Geraden  liegen,  so  lässt  sich  die  logarithmische  Spirale  definiren  als 
die  Curve,  welche  durch  die  Eckpunkte  der  diagonal  aufein* 
anderfolgenden  „Rechtecke**  der  z-Ebene  bestimmt  ist. 

§  2.    Die  Eigensohaften  der  logarithmischen  Spirale. 

Die  Eigenschaften  der  Geraden  übertragen  sich  auf  die  logarithmischen 
Spirale  in  folgender  Weise: 

Die  Gerade  schneidet  sämmtliche  Linien  parallel  der  Ä  Axe  und 
V'  Axe  unter  constantem  Winkel;  folglich: 

1.  Die  logarithmische  Spirale  schneidet  sämmtliche  Ra- 
dien und  sämmtliche  conceutrischen  Kreise  unter  demselben' 
Winkel. 

Im  speciellen  Falle  ist  dieser  Winkel  gleich  0^  oder  00^,  dann  sind  die 

Spiralen  Gerade  oder  Kreise.    Die  Tangente  des  Winkels  ist  -  oder  - 


Digiti 


zedby  Google 


274  Ueber  die  logarichmische  Abbildang  etc. 

wenn  a  und  b  die  Rechteckseiten  in  der  Z-  Ebene  sind.     Der  Winkel  be- 
stimmt die  specielle  Gestalt  der  Spirale. 

Da  die  Gerade  im  Allgemeinen  dnrch  sämmtliche  FlSehenstreifen 
geht,  so  folgt: 

2.  Die  togarithmische  Spirale  schneidet  jeden  Radios 
nnendlich  oft  and  macht  anendlich  viele  Windungen  am  den 
Nallpunkt. 

Markirt  man  Punkte  auf  der  Geraden,  deren  Abscissen  in  arithmeti- 
schem Verhältniss  aufeinander  folgen,  so  nehmen  auch  die  Ordinaten  der- 
selben in  arithmetischem  Verhältniss  zu  oder  ab.    Daraus  folgt: 

3.  Folgen  die  Abweichungen  von  gewissen  Punkten  der 
Spirale  in  arithmetischem  Verhältniss  aufeinander,  so  neh- 
men die  entsprechenden  Radien  in  geometrischem  Verhält- 
niss zu  oder  ab. 

Durch  jeden  Punkt  geht  eine  und  nur  eine  Gerade  von  gegebener  Rich- 
tung; dieselbe  schneidet  sich  selbst  nie  und  trifft  im  Allgemeinen  niemals 
congruent  gelegene  Punkte  der  verschiedenen  Flächenstreifen.    Folglich: 

4.  Durch  jeden  Punkt  geht  eine  und  nur  eine  logarith- 
mische Spirale  von  gegebenem  Centrum,  welche  die  Radien 
unter  gegebenem  Winkel  schneidet.  Dieselbe  schneidet  sich 
selbst  nie  wieder. 

Nennt  man  die  durch  die  Eckpunkte  der  Rechtecke  bestimmten  Theile 
der  Geraden  und  der  Spirale  „correspondirende^*  Theile,  so  sind  die- 
selben für  die  Gerade  congruent.    Hingegen: 

5.  Die  correspondirenden  Theile  der  logarithmischen 
Spirale  sind  ähnlich,  und  zwar  sind  ihre  Längen  proportio- 
nal den  Radii  vectores  ihrer  Anfangs-  oder  Endpunkte. 

Parallele  Gerade  schneiden  sich  im  Endlichen  nie;  folglich: 

6.  Gleichwinklige  logarithmische  Spiralen  schneiden 
sich  nie,  ausgenommen  im  Nullpunkte  und  dem  unendlichen 
Punkte. 

Verschiebt  man  eine  Gerade  von  gegebener  Richtung  parallel  za  sich 
selbst  so ,  dass  jeder  Punkt  derselben  sich  auf  einer  Parallelen  zur  F-Axe 
bewegt,  so  erhält  man  sämmtliche  Geraden  von  derselben  Richtung. 

7«  Dreht  man  de^mnach  eine  logarithmisohe  Spirale  um 
das  Centrum,  so  dass  jeder  Punkt  sieh  auf  einem  Kreise  nm 
dasselbe  bewegt,  und  zwar  sämmtliche  Punkte  mit  gleicher 
Winkelgeschwindigkeit,  so  erhält  man  sämmtliche  gleich- 
winkligen logarithmischen  Spiralen  desselben  Centrums. 
Diese  sind  also  sämmtlich  congruent. 

Ebenso  erhält  man  sämmtliche  Geraden  gegebener  Richtung  durch 
Verschiebung  einer  solchen  parallel  der  J'-Axe,  also: 
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8.  Yergrössert  man  alle  Hadii  vectores  einer  logarith- 
mischen Spirale  in  demselben  Verhältniss,  so  erhält  man 
eine  ähnliche,  folglich  aach  congrnente  Spirale. 

Wie  man  unter  7  nur  die  Drehung  von  0  bis  2n  nöthig  hat,  um  alle  lo- 
garithmischen Spiralen  gleichen  Winkels  und  desselben  Centrams  zu  erzeu- 
gen ,  so  sind  unter  8  nur  diejenigen  Werthe  des  Vergrösserungsverhältnisses 
nöthig,  welche  einen  Punkt  der  Spirale  auf  seinem  Radius  vector  bis  zu 
einem  der  beiden  benachbarten  Punkte  der  Spirale  sich  bewegen  lassen. 

Diejenigen  Curveu ,  welche  eine  Schaar  paralleler  Geraden  unter  con- 
stantem  Winkel  schneiden,  sind  wiederum  parallele  Gerade.    Daraus  folgt : 

9.  Diejenigen  Curven,  welche  eine  Schaar  gleichwink- 
liger'logarithmischer  Spiralen  unter  constantem  Winkel 
schneiden,  sind  ebenfalls  logarithmische  Spiralen. 

Im  speciellen  Falle  erhält  man  das  orthogonale  System.  Durch  paral- 
lele Gerade  und  ihre  Orthogonalen  kann  man  die  Ebenen,  resp.  den  Flä- 
ohenstreifen  in  ein  System  congruenter  Rechtecke  eintheilen.  Hieraus  folgt 
mit  Hilfe  von  Satz  5 : 

10.  Durch  gl eichwinkligelogarith mische  Spiralen  und  ihre 
Orthogonalen  kann  man  die  Ebene  in  ein  System  ähnlicher 
„R echtecke''  eintheilen.  (Dies  gilt  zunächst  nur  von  der  Gesammt- 
heit  der  Riemann* sehen  Blätter;  man  kann  jedoch  durch  gewisse  Kunst- 
griffe erreichen ,  dass  die  Zeichnungen  in  den  verschiedenen  Blättern  sich 
decken,  also  die  Ebene  in  der  verlangten  Weise  eingetheilt  ist.) 

Das  System  gleichwinkliger  logarithmischer  Spiralen  desselben  Cen- 
trums gehört  also  unter  die  sogenannten  isothermischen  Curven- 
Systeme. 

Aus  der  Symmetrie  des  Rechtecks  und  seiner  Diagonalen  ergiebt  sich 
Folgendes : 

11.  Setzt  man  den  Radius  irgend  eines  der  concentri- 
fichen  Kreise  gleich  der  Einheit,  und  transformirt  man  vom 
NuJlpunkte  aus  durch  reciproke  Radii  vectdrea,  so  verwan- 
delt sich  jede  logarithmische  Spirale  in  eine  congruente, 
welche  symmetrisch  liegt  gegen  den  Radius  vector  des 
Dnrchschnittspunktes  der  Spirale  und  des  Kreises. 

Schneidet  eine  Gerade  irgend  eine  andere,  so  schneidet  sie  sämmtliche 
Parallelen  des  letzteren,  alsd  auch  die  in  den  oben  genannten  Intervallen 
aufeinanderfolgenden.   Also : 

12.  Schneiden  sich  zwei  logarithmische  Spiralen  einmal, 
80  schneiden  sie  sich  une^ndlich  oft  und  stets  unter  demsel- 
ben Winkel.  Dabei  folgen  die  Radii  vectores  der  Durchschnittspunkte 
in  gleichen  Winkelabständen  aufeinander. 

Die  logarithmische  Spirale  ist  schon  von  Jacob  Bernoulli  mit  gros- 
ser Vorliebe  behandelt.    Wir  wollen  daher  einige  Eigenschaften  derselben 
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welche  sich  auf  die  folgenden  Paragraphen  beziehen,  nur  flachtig  andevten. 
Sie  lassen  sich  sämmtlich  elementar  beweisen,  wenn  man  die  oben  gegebene 
Definition  der  logarithmi»chen  Spirale  zu  Gronde  legt. 

13.  Zieht  man  in  den  aufeinanderfolgenden  Punkten 
einer  logarithmischen  Spirale  Gerade,  welche  gleiche  Nei- 
gnng  gegen  den  jedesmaligen  Radius  vector  haben,  so  ist 
die  En^'leloppe  derselben  eine  gleichwinklige  logarithmisehe 
Spirale. 

Ein  specieller  Fall  dieses  Satzes  ist  folgender: 

DieEvolnte  eintsr  logarithmi  sehen  Spirale  ist  eine  gleich- 
winklige logarithmische  Spirale. 

Aas  letzterem  folgt,  dass  der  Durchschnitt  der  Normalen  in  einem 
Punkte  der  Spirale  and  des  Lot h es  im  Anfangspunkte  des  Radius  vector 
den  Krümmangftmittelpnckt  giebt. 

Mit  Hilfe  des  Satzes  11  erhält  man  folgendes  Resultat: 

14.  Construirt  man  Kreise,  welche  durch  den  Nullpunkt 
gehen  und  die  logarithmische  Spirale  in  aufeinanderfol- 
genden Punkten  unter  constantem  Winkel  schneiden,  so  ist 
die    Enveloppe    dieser  Kreise    eine   gleichwinklige  Spirale. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  die  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  bilden 
die  Linien  vom  Nullpunkte  nach  dem  Berührungspunkte  und  dem  entspre- 
chenden Durcbschnittspunkte  einen  rechten  Winkel. 

Von  den  Krümmungskreise«  der  logarithmischen  Spirale,  die  für  das 
Spätere  von  Wichtigkeit  sind,  geben  wir  folgende  Sätze  an: 

15.  Der  Krümmungskreis  der  logarithmischen  Spirale 
umschliesst  stets  den  Nullpunkt.  Sein  Radius  ist  für  end- 
liche Punkte  endlich  und  wächst  proportional  dem  Radius 
vector.  Der  Krümmungskreis  schneidet  die  logarithmische 
Spirale  nur  einmal;  der  eine  Theil  der  Spirale  liegt  inner- 
halb, der  andere  ausserhalb  desselben. 

16.  Jeder  Krümmungskreis  der  logarithmischen  Spirale 
umschliesst  sämmtliche  kleineren  und  wird  von  allen  grös- 
seren umschlossen.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  d  em- 
nach  ein  und  nur  ein  Krümmungskreis  der  logarithmischen 
Spirale. 

17.  Durch  einen  P^nkt^geht  für  jede  Spirale  des  gleich- 
winkligen Systems  ein  und  nur  ein  Krümmungskreis.  Die 
Berührungspunkte  derselben  mit  ihrenentsprechenden  Spi- 
ralen liegen  sämmtlich  auf  einem  Kreise,  nämlich  auf  dem 
Krümmungskreise  der  durch  A  gehenden  Spirale  für  den 
Punkt  A. 

Beweis.  0  sei  der  Mittelpunkt  des  Krümmungkreises  der  durch  A 
gehenden  Spirale  für  den  Punkt  A\   P  sei  der  Krümmungsmittelpnnkt  für 
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einen  Punkt  C  einer  andern  Spirale;  vorausgesetzt  wird,  dass  dieser  zweite 
Krömmnngskreis  auch  durch  A  geht.  Dann  ist  zu  beweisen,  dass  OA^OC 
ist.  Offenbar  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  MPC  und  MAO  ähnlich. 
Es  lässt  sich  aber  leicht  folgender  Satz  beweisen :  Liegen  zwei  rechtwink- 
lige und  ähnliche  Dreiecke  gleichstimmig  und  so,  dass  die  Scheitel  der 
rechten  Winkel  zusammenfallen,  so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien 
der  anderen  entsprechenden  Ecken  rechtwinklig;  also  stehen  OPund  AC 
in  D  senkrecht  aufeinander.  PD  halbirt  die  Sehne  AC^  folglich  ist  auch 
0C=  OA.   Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

£r  giebt  UQS  eine  Methode,  den  durch  einen  Punkt  ^  gehen- 
den Krümmungskreis  für  eine  beliebige  logarithmische  Spi- 
rale zu  construiren: 

Man  construire  den  Krümmnngskreis  füt  den  Punkt  A  der  durch  A 
gehenden  gleichwinkligen  Spirale.  Wo  derselbe  die  gegebene  Spirale 
schneidet,  ist  der  Berührungspunkt  des  gesuchten  Kreises. 

Schliesslich  sei  noch  folgender  Satz  erwähnt: 

18.  Die  von  irgend  einem  Punkte  an  sämmtliche  gleich- 
winklige logarithmische  Spiralen  desselben  Centrums  gel  egg- 
ten Tangenten  berühren  jenein  Punkten,  die  auf  einem  Kreise 
liegen,  welcher  durch  den  gegebenen  Punkt,  den  Nullpunkt 
und  den  Krümmungsmittelpunkt  für  den  gegebenen  Punkt 
der  durch  denselben  gehenden  Spirale  geht. 

Specieller  Fall:  Parallele  Tangenten  berühren  das  System  gleichwin- 
ligcr  Spiralen  in  Punkten,  die  auf  einer  Geraden  durch  den  Nullpunkt 
liegen. 

§  3.    Cartogpraphische  Bedeutung  der  logarithmischeii  Abbildung, 

Legt  man  auf  den  Nullpunkt  der  z- Ebene  eine  Kugel  und  verbindet 
man  jeden  Punkt  der  Ebene  durch  eine  Gerade  mit  dem  Pole,  d.  h.  mit 
dem  Diametralpunkte  des  Berührungspunktes,  so  wird  bekanntlich  die  Ebene 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  und  eindeutig  auf  die  Kugel  übertragen. 
Die  umgekehrte  Operation  ist  die  ster^ographische  Projection  des  P to le- 
in aus  ,  und  zwar  ein  specieller  Fall  derselben,  den  man  als  Polarprojection 
bezeichnen  könnte.  Dabei  entsprechen  den  Geraden  in  der  z -Ebene,  welche 
durch  den  Nullpunkt  gehen,  die  Meridiane  der  Kugel,  den  concentrischen 
Kreisen  um  den  Mittelpunkt  die  Parallelkreise  derselben.  Auf  Grund  der 
Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  entsprechen  den  logarithmischen 
Spiralen  um  den  Nullpunkt  Kugelcurven,  welche  die  Meridiane  unter  glei- 
chen Winkeln  schneiden,  die  sogenannten  „loxödromisQhen  Linien *S 
d.  h.  die  Wege  von  Punkten,  welche  sich  auf  der  Kugeloberfläche  stets 
nach  derselben  „Himmelsgegend'^  bewegen,  die  Linien  also,  welche  ein 
Schiff  beschreiben  würde,  so  lange  es  denselben  Cours  beibehält. 
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Eine  andere  gebräuchliche  Projection,  bei  velcher  Aehnlichkeit  in  den 
kleinsten  Theilen  stattfindet,  ist  die  Mercatorprojeetion.  Sie  beruht 
anf  folgender  Vorstellung:  Man  conatrnire  einen  Kreise jlind er,  velcher  die 
Kugel  im  Aequator  berührt,  und  übertrage  die  Kngeloberfläche  auf  den  Cj- 
linder  so ,  dass  jedem  Meridian  die  denselben  berührende  Seite  des  Cylin* 
ders  entspricht,  jedem  Parallelkreise  hingegen  ein  Parallelschnitt  anm 
Aequator.  Dazu  kommt  noch  die  nähere  Bestimmung,  dass  die  Aehnlich- 
keit in  den  kleinsten  Theileu  bewahrt  werden  solL  Schneidet  man  jetzt 
den  Cylinder  längs  einer  Seite  auf  und  breitet  man  ihn  in  die  Ebene  aua, 
80  hat  man  einen  unendlich  langen  Flächenstreifen,  auf  dejn  die  Kugelober- 
fläche conform  übertragen  ist. 

Vergleicht  man  beide  Projectionen,  so  erkennt  man,  dass  beide  in  den 
kleinsten  Theilen  ähnlich  sind  und  dass  die  eine  die  conforme  Uebertragung 
der  ganzen  Ebene  auf  einen  unendlichen  Flächenstreifen  ist  Dasselbe  Re- 
sultat erhielten  wir  durch  die  logarithmische  Abbildung.  Dieselbe 
giebt  also,  wie  iQan  bereits  weiss,  den  analytischen  Zusammenhang 
zwischen  der  Mercatorprojeetion  und  der  Polarprojection 
des  Ptolemäus. 

Diese  praktische  Bedeutung  veranlasst  uns,  eine  neue  geometrische 
Verwandtschaft  in  den  Bereich  der  Betrachtung  zu  ziehen.  Da  bei  der  ste- 
reographischen Projection  Kreisen  auf  der  Kugel  Kreise  in  der  Ebene  ent- 
sprechen ,  so  müssen  bei  der  Projection  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
Kugeloberfläche  aus  auf  die  Antipodenebene  die  Meridiane  in  eine  durch 
zwei  feste  Punkte  gehende  Kreisschaar  übergehen,  während  den  Parallel- 
kreisen  die  Orthogonalschaar  jener  entspricht. 

Sämmtliche  durch  die  allgemeine  stereographische  Projection  erhalte- 
nen Abbildungen  stehen  in  sogenannter  Kreisverwandtschaft,  und  demnach 
erhält  man  durch  Transformati3n  der  Polarprojection  mittels  reciproker 
Radii  vectores  von  einem  Punkte  der  Ebene  aus  dasselbe  Bild ,  als  wenn 
man  von  dem  entsprechenden  Punkte  der  Kngeloberfläche  aus  stereogra- 
phisch projicirt. 

Die  allgemeine  Transformation  durch  reciproke  Radü  vectores  ge- 
schieht aber  analytisch  durch  die  Function 

._^  a  ti  +  6 
^'^cu  +  d' 
wo  u  das  compleze  Argument  bedeutet,  während  a^  b^  c^  d  Constante  sind. 
Daraus  folgt: 

Die  Transformation 

cu  +  d 
giebt  eine  geometrische  Verwandtschaft,  in  welcher  den  Pa- 
rallelen zur  Z- und  F-Axe  in  der  Z-Ebene  Kreise  der  u-Ebene 
entsprechen,    welche  durch   zwei    feste  Punkte    gehen,    und 
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solche,  welche  diese  Kreisschaar  orthogonal  schneiden.  All- 
gemein aber  entsprechen  den  Geraden  der  Z-Ebene  Gnrven 
in  der  ti-£bene,  welche  s&mmtliche  Kreise  jeder  Schaar  an- 
ter constantem  Winkel  schneiden. 

Die  letzteren  Cnrven  sind  die  allgemeinen  stereographischen  Projectio- 
nen  der  loxodromischen  Linien,  sie  werden  also  unendlich  viele  Windungen 
um  jeden  der  beiden  Punkte  machen ,  welche  den  Polen  der  Kugel  entspre- 
chen, so  dass  man  sie  logarithmische  Doppelspiralen  oder  kürzer 
Doppel  Spiralen  nennen  könnte  (vergl.  Zeichnung).  Man  erhält  sie 
natürlich  auch  durch  Transformation  logarithmischer  Spiralen  durch  reci- 
proke  Radii  vectores  von  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  aus. 

Elementar  kann  man  diese  Gurven  construiren  aus  den  diagonal  auf- 
einanderfolgenden „Rechtecken",  in  welche  man  die  Ebene  durch  die  bei- 
den orthogonalen  Kreisschaaren  eintheilen  kann. 

Die  correspondirenden  Theile  der  logarithmischen  Spirale  sind  ein- 
ander ähnlich;  projicirt  man  also- von  Punkten  aus,  die  auf  einer  gleichwink- 
ligen logarithmischen  Spirale  liegen ,  so  erhält  man  stets  Hhnliche  Gebilde» 
Folglich  erhält  man  die  ganze  Mannichfaltigkeit  der  Formen  unserer  gleich- 
winkligen Doppelspiralen,  wenn  man  eine  logarithmische  Spirale  von 
sämmtlichen  Punkten  der  reellen  Aze  aus  durch  reciproke  Radii  vectores 
projicirt,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  man  von  einem  festen  Punkte  aus 
sämmtliche  gleichwinkligen  logarithmischen  Spiralen  trän sfor mir t.-  Mau 
kann  also  eine  einfachere,  als  die  oben  genannte  Transformation  anwenden, 
um  das  Wesen  der  in  Rede  stehenden  Gurven  zu  untersuchen. 

Analytisch,  giebt  sich  diese  folgendermassen.    Es  ist 

au^-b a        bc  —  ad   o 

ctT+d  '^t^c{cu  +  d)'^'^^ßu  +  6' 
„  1 

Setzt  man  - — — -^  =  -,  was  bekanntlich  der  Verwandtschaft  der  vollkom- 
^0      ßu  +  ö      z 

menen  Aehnlichkeit  entspricht,  so  hat  man  im  Wesentlichen  die  Form 
y+'.    Wir  untersuchen  also  die  einfachere  Abbildung 


lg 


i'*d- 


welche  den  analytischen  Zusammenhang  zwischen  der  allgemeinen  stereo- 
graphischen und  der  Mercatorprojection  giebt. 

§  4.    Allgemeiner  Charakter  der  Abbildung  Z=Ig\v+  -j. 
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folglich 


also 


^      aj*  +  y«'  «*  +  y* 

^  r  ^  ^  +  ^  y  ^  +  y'  (a^ + y')  ^  1  +  2  y  r  C05  »  +  y*  r« 
aJ«  +  yV  "^  r« 

An  Stelle  der  Geraden  in  der  Z- Ebene 

X  ,   Y 

tritt  also  in  der  z  -  Ebene  die  Curve 

oder  in  Polarcoordinaten 

1    ,   1 +2yrco«0  +  y*r»      l  •                  mO 
2)  —  /o     ^    ^ = — -^'^ arc.  ton  r^ =  1. 

Setzt  man,  wie  in  §i,  e*  =  c  und  ß-ftsA:,  so  geht  die  letztere  Gleich- 
ung, anders  geschrieben,  in  folgende  über: 

Man  erkennt  leicht,  dass  diese  Gleichung  durch  Transformation  mittels 
reciproker  Radii  vectores  aus  der  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale 
r  =  c/r^  entsteht.  Die  allgemeinste  Gestalt  der  Gleichung  unserer  Doppel- 
spiralen ist  weit  complicirter. 

Ohne  Weiteres  erkennt  man,  dass  im  *speciellen  Falle  den  Linien 
Y^^h  und  Jr=a  Kreise  gleicher  Potenzlinie  entsprechen,  den  ersteren 
die  durch  zwei  feste  Punkte  gehende,  den  andern  die  orthogonala« Kreis- 
schaar. 

Die  interessantesten  Eigenschaften  der  logarithmischen  Doppelspiralen 
wollen  wir  auf  elementarem  Wege  ermitteln,  indem  wir  das  in  §  1  und  §2 
▼on  den  logarithmischen  Doppelspiralen  Gesagte  benutzen  und  Einiges  über 
die  beiden  Kreisschaaren  gleicher  Potenzlinie  vorausschicken. 

Theilt  man,  wie  oben,  die  Ebene  durch  Gerade,  welche  durch  einen 
Punkt  gehen  und  sich  am  bequemsten  (der  Schliessung  wegen)  unter  Win- 

kein  -  schneiden,  und  durch  concentrische  Kreise ,  deren  Radien  in  geome- 
trischem Verhältniss  aufeinander  folgen,  in  ähnliche  „Rechteck e'*  ein,  so 
findet  gegen  jede  Gerade  Symmetrie  statt,  und  das  Gebilde  ausserhalb 
jedes  Kreises  ist  reciprok  dem  Gebilde  innerhalb  desselben,  wenn  man  den 
Radius  des 'Kreises  als  Einheit,  seinen  Mittelpunkt  aber  als  Centrum  der 
Transformation  betrachtet. 
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Transformiren  wir  von  einem  Punkte  aus  durch  reciproke  Radii  yecto- 
res,  wodurch  wir  die  Eintheilung  der  Ehene  durch  zwei  Kreisschaaren 
gleicher  Potenzlinie  in  kleine  „Rechtecke**  erhalten,  welche  mit  zunehmen- 
der Kleinheit  der  Aehnliohkeit  zustreben ,  so  stehen  die  einzelnen  Flächen- 
Streifen  wie  die  einzelnen  Rechtecke  in  Kreis  verwand  tschaft,  und  nament- 
lich findet  folgende  Beziehung  statt:  Das  Gebilde  ausserhalb  eines  Kreises 
ist  ebenso,  wie  oben,  reciprok  dem  Gebilde  innerhalb  desselben  (Symmetrie 
ist  specieller  Fall  der  Reciprocität) ,  und  zwar  entspricht  jeder  Kreis  der 
einen  Schaar  sich  selbst,  während  jeder  der  andern  Schaar  einem  andern 
Kreise  seiner  Gruppe  entspricht.  Da^  Centrum  des  zu  Grunde  gelegten 
Kreises  ist  dabei  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  für  je  zwei  sich  entspre- 
chende Kreise. 

Sind  je  zwei  aufeinanderfolgende  Kreise  der  beiden  Gruppen  gegeben, 
so  lassen  sich  sämmtliche  construiren ,  und  zwar  dient  zur  Vereinfachung 
der  Constructionen  der  Satz,  dass,  wenn  Kreise  gleicher  Potenzlinie  durch 
einen  dritten  geschnitten  werden ,  die  neuen  Potenzlinien  sämmtlich  durch 
einen  Punkt  der  ersteren  gehen.  Gewisse  Vereinfachungen  treten  ferner 
auf,  wenn  die  Eintheilung  so  gewählt  wird ,  dass  die  Potenzlinien  der  bei- 
den Schaaren  mit  zu  derselben  gehören,  denn  gegen  beide  findet  dann  Sym- 
metrie statt. 

Transformirt  man  das  ganze  Gebilde  noch  einmal  von  irgend  einem 
Punkte  aus  durch  reciproke  Radii  vectores,  so  bleibt  sein  wesentlicher  Cha- 
rakter ungeändert. 

§  5.    Eigenschaften  der  logarithxnisohen  Doppelspirale. 

1.  Die  logarithmische  Doppelspirale  schneidet  sämmt- 
liche Kreise  jeder  Schaar  unter  constantem  Winkel.  Jeder 
Kreis  der  sich  schneidenden  Schaar  wird  unendlich  oft,  jeder  der  andern 
Schaar  nur  einmal  getroffen. 

2.  Die  Doppelspir«le  macht  uro  beide  Pole  unendlich 
viele  Windungen,  und  zwar  um  beide  in  entgegengesetztem 
Sinne. 

3.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  eine  und  nur  eine 
Doppelspirale  mit  gegebenen  Polen,  welche  die  Kreise  unter 
bestimmtem  Winkel  schneidet.  Sich  selbst  schneidet  die  Doppel- 
Spirale  nie. 

4.  Gleichwinklige  Doppelspiralen  schneiden  sich,  ab- 
gesehen von  den  beiden  Polen,  nie. 

5.  Betrachte  ich  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  der  beiden  Schaaren 

als  Centrum  der  Transformation  Z  =  -,  und  seinen  Radius  als  Einheit,  so 

z 

geht  jede  Doppelspirale    in    eine    andere  über,    welche  den 
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Kreis  nnter  dem  Snpplementwinkel  schneidet.  Wiederholt  man 
diese  Transformation  mittels  irgend  eines  andern  Kreises,  so  geht  die  nene 
Doppelspirale  in  eine  der  ersteren  gleichwinklige  über,  woraus  sich  folgern 
lässt: 

6.  Sämmtliche  gleichwinklige«  Doppelspiralen  stehen 
in  Kreisverwandtschaft,  und  ebenso  die  correspondirenden 
Stücke  derselben. 

Sind  also  die  Pole  und  zwei  Punkte  einer  Doppelspirale  gegeben ,  so 
lassen  sich  beliebig  viele  Punkte  derselben  construiren« 

Sind  die  beiden  nnter  5  gewählten  Kreide  die  Potenzlinien  der  beiden 
Kreisschaaren ,  so  geht  die  Reciprocität  jedesmal  in  Symmetrie  über. 
Klappe  ich  also  eine  Doppelspirale  erst  um  die  eine,  dann  um  die  andere 
Potenzlinie,  so  erhalte  ich  eine  der  ersten  congruente  Doppelspirale. 

Im  Allgemeinen  gilt  also  der  Satz : 

7.  Zu  jeder  Doppelspirale  giebt  es  in  der  Schaar  der 
gleichwinkligen  eine  congruente. 

Den  Kreis,  welchen  die  Verbindungslinie  der  beiden  Pole  zum  Durch- 
messer hat,  wollen  wir  den  Centralkreis  nennen.  Setzt  man  seinen  Radius 
der  Einheit  gleich  und  transformirt  man  von  seinem  Centrum  aus  mit  Hilfe 

der  Function  Z=-,   so  geht  das  System  gleichwinkliger   Doppelspiralen 

wieder  in  ein  solches  über.   Daraus  schliessen  wir : 

8.  Unter  allen  gleichwinkligen  Doppelspiralen  dessel- 
ben Systems  geht  eine  und  nur'  eine  durch  den  unendlichen 
Punkt,  und  diese  hat  eine  Asymptote,  welche  durch  das  Cen- 
trum des  Centralkreises  geht  und  die  Verbindungslinie  bei- 
der Pol^  unter  entgegengesetztem  Winkel  schneidet,  als  die 
durch  das  Centrum  gehende  Doppelspirale. 

Dies  ist  die  einzige  der  gleichwinkligen  Doppelspiralen,  welche  schein- 
bar aus  zwei  getrennten  Stücken  besteht;  sie  sowohl,  als  auch  die  durch 
das  Centrum  gehende  erzeugen  durch  Umklappen  um  die  beiden  Potenz- 
linien sich  selbst  wieder,  sind  also  alleinstehend. 

9.  Die  Curvenschaar,  welche  ein  System  gleichwink- 
liger Doppelspiralen  unter  constantem  Winkel  schneidet^ 
ist  wieder  ein  System  gleichwinkliger  Doppelspiralen. 

Im  speciellen  Falle  erhalten  wir  die  orthogonale  Schaar,  und  da 
man ,  wie  aus  der  Transformation  hervorgeht,  durch  beide  zunächst  sämmt- 
liche  „Blätter^'  und  unter  Anwendung  gewisser  Kunstgriffe  die  einfache 
Ebene  in  ein  System  von  „Rechtecken*'  eintheilen  kann,  welche  der  Aehn- 
lichkeit  zustreben,  so  haben  wir  wiederum  mit  isothermischenCur- 
vensystemon  zu  tbun.  Die  einzelnen  „Rechtecke"  stehen  übrigens  in 
Kreisverwandtschaft.  (In  der  Figur  ist  die  Eintheilung  in  kleine  „Qua- 
drate** gegeben.) 
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10.  Bchneiden  sich  zwei  Doppelspiralen  verschiedenen 
Winkels,  die  jedoch  dieselben  Pole  haben,  einmal,  so  sehnei- 
den sie  sich  unendlich  oft,  und  zwar  stets  unter  demselben 
Winkel. 

11.  Die  Transformation  durch  reciproke  Radii  vectores 
Ton  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  aus  verwandelt  das  Sy- 
stem gleichwinkliger  Doppelspiralen  in  ein  System  dessel- 
ben Winkels. 

Da  bei  der  Transformation  durch  reciproke  Radii  veotores  Kreise  wie- 
derum in  Kreise  übergehen,  so  verwandeln  sich  die  entsprechenden  Sätze 
des  §  2  in  folgende : 

1%  Constr^irt  man  Kreise,  welche  durch  den  einen  Pol  der 
Doppelapirale  gehen  und  sie  selbst  in  aufeinanderfolgenden 
Punkten  unter  demselben  Winkel  schneiden,  seist  die  En- 
veloppe  dieser  Kreise  eine  gleichwinklige  Doppelspirale. 

Im  speciellen  Falle  mögen  diese  Kreise  rechtwinklig  schneiden. 
Construirt  man  dann  noch  Kreise,  welche  durch  den  andern 
Pol  gehenund  die  zweite  Doppelspirale  rechtwinklig  schnei- 
den, so  ist  die  Enveloppe  derselben  die  erste  Doppelspirale. 

Diese  gegenseitige  Beziehung  geht  noch  weiter:  Schneidet  ein  Kreis 
der  ersteren  Gruppe  die  erste  Doppelspirale  in  A^  und  berührt  er  die  zweite 
in  Ji ,  so  berührt  der  Kreis  der  zweiten  Schaar,  welcher  die  zweite  Doppel- 
spirale in  Ai  schneidet,  die  erste  in  J»  Die  beiden  Punkte  A  und  Af  liegen 
dabei  so ,  dass  der  Kreis  durch  A  und  die  beiden  Pole  den  durch  A^  und  die  . 
beiden  Pole  gehenden  rechtwinklig  schneidet 

Transformirt  man  die  zu  Satz  18  des  §  2  gehörende  Figur  von  dem 
Ausgangspunkte  der  Tangenten  als  Mittelpunkt  durch  reciproke  Radii  vec- 
tores, so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

13.  Zieht  man  von  dem  einen  Pole  aus  s&mmtliche  Tan- 
genten an  die  Schaar  der  gleichwinkligen  Doppelspiralen, 
so  liegen  die  Berührungspunkte  derselben  auf  einer  Geraden 
durch  den  andern  Pol,  welche  der  Asymptote  der  durch  den 
unendlichen  Punkt  gehenden  Doppelspirale  parallel  ist. 

Diese  Tangenten  sind  die  Normalen  der  orthogonalen  Schaar,  für  diese 
lässt  sich  also  ein  analoger  Satz  aussprechen : 

14.  Zieht  man  durch  den  einen  Pol  eines  Systems  gleich- 
winkliger Doppelspiralen  eine  Senkrechte  zur  Asymptote, 
und  bildet  man  die  Normalen  in  den  Durchschnittspunkten 
derselben  mit  den  Doppel  Spiralen,  so  gehen  die  SB  sämmtlich 
durch  den  andern  Pol. 

Bei  der  Transformation  durch  reciproke  Radii  vectores  entspricht 
einem  Kreise  dorch  drei  bestimmte  Punkte  ein  Kreis  durch  die  drei  ent- 
sprechenden Punkte,  dem  durch   drei  aufeinanderfolgende  Punkte  einer 
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Cnrve  gehenden  Kreise  also  entspricht  der  durch  drei  entsprechende  aaf< 
ein  anderfolgende  Punkte  der  entsprechenden  Cnrre  gehende  Kreis ,  d.  b. 
für  die  Grenze:  Der  Krümmungskreis  für  einen  bestimmten 
Punkt  einer  Curve  geht  über  in  den  Krümmungskreis  für  den 
entsprechenden  Punkt  der  entsprechenden  Curve. 

Aus  den  entsprechenden  Sätzen  des  §2  ergeben  sich  also  folgende: 

15.  Die  Krümmungskreise  der  Doppelspirale  nmschlies- 
sen  stets  den  einen  Pol,  nie  aber  den  andern.  Ein  jeder 
schneidet  die  Doppelspirale  nur  einmal,  so  dassdereineTheil 
derselben  ausserhalb,  der  andere  innerhalb  des  Krümmungs- 
kreises  bleibt.  Die  Krümmungskreise  der  Doppelspirale  um- 
schliessen  sicA;  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  ein  und 
nur  ein  Krümmungskreis. 

Da  durch  Transformation  mittels  reciproker  Radii  vectores  von  einem 
Punkte  der  Peripherie  aus  ein  Kreis  sich  in  eine  Gerade  verwandelt,  so 
folgt  der  Satz: 

16.  Jede  Doppelspirale  hat  einen  und  nur  einen  Wende- 
punkt. Für  die  durch  das  Gentrum  gehende  ist  das  Centrum,  für  die 
durch  den  unendlichen  Punkt  gehende  dieser  der  Wendepunkt. 

17.  Durch  jeden  Punkt  derEbene  geht  für  jede  Doppel- 
spirale des  gleichwinkligen  Systems  ein  und  nur  ein  Krüm- 
mungskreis. Die  Berührungspunkte  sämmtlicherdieserKrüm- 
mungskreise  liegen  auf  einem  Kreise,  d«m  Krümmnngskreise 

■  der  durch  jenen  Punkt  gehenden  Doppelspirale  für  denselben. 
Der  Satz   folgt  unmittelbar  aus  Satz  17  des  §  2.    Er  geht  durch  eine 
specielle  Transformation  in  folgenden  über: 

18.  Die  Wendepunkte  des  Systems  gleichwinkliger  Dop- 
pelspiralen liegen  sämmtlich  auf  einer  Geraden,  der  Asjm* 
ptote  der  durch  den  unendlichen  Punkt  gehenden  Doppel- 
spirale. 

Die  Constrnction  des  Krtimmnngskreises  für  einen  Punkt  einer  Doppel- 
spirale bietet  nach  dem  in  §  2  Gesagten  keine  Schwierigkeiten;  ebenso 
leicht  ist  nach  den  dortigen  Angaben  für  eine  Doppelspirale  der  durch  einen 
beliebigen  Punkt  der  Ebene  gehende  Krümmungskreis  zu  constrniren. 

Transformirt  man  eine  logarithmische  Spirale  durch  reciproke  Radii 
vectores  von  allen  Punkten  eines  Krümmungskreises  aus,  so  lernt  man,  da 
derselbe  den  ganzen  King  durchschneidet,  die  ganze  Mannichfaltigkeit  der 
Formen  des  Systems  gleichwinkliger  Doppelspiralen  kennen,  wobei  sich 
noch  mancherlei  interessante  Sätze  ergeben ;  z.  B. : 

19a.  Denkt  man  sich  in  dem  Ringe  zwischen  zwei  gleich- 
winkligen 1  o  g  ar  i  th  m  i  s  ch  e  n  Spiralen  Kreise  construirt, 
welche  sich  selbst  und  die  beiden  Spiralen  berühren,  ohne 
letztere  zuschneiden,  so  liegen  die  Punkte,  in  denen  sich  die 
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Kreise  berühren,  auf  einer  gleichwinkligen  Spirale,  welche 
gegen  die  beiden  ersten  um  gleichen  Winkel  gedreht  ist. 

Dnrch  zwei  logarithmische  Spiralen  sind  zwei  solche  Ringe  gegeben, 
man  kann  also  zwei  Gruppen  von  Berührungskreisen  construiren.  Die  durch 
die  Berührungspunkte  beider  Gruppen  gegebenen  Spiralen  sind  um  den 
Winkel  n  gegen  einander  gedreht. 

Durch  Transformation  geht  Satz  19a  in  folgenden  Über: 

196.  Denkt  man  sich  in  dem  Hinge  zwischen  zwei  gleich- 
winkligen Doppelspiralen  Kreise  construirt,  welche  sich 
selbst  und  die  Doppelspiralen  berühren,  ohne  sie  zu  schnei* 
den,  so  liegen  die  Berührungspunkte  der  Kreise  auf  einer 
gleichwinkligen  Doppelspirale,  welche  deuRing  in  zwei  ,> cor- 
respondirende*^  zerlegt. 

Unter  den  speciellen  Fällen,  die  sich  aus  letzterem  Satze  ergebeuj 
heben  wir  folgenden  hervor:  Die  beiden  Doppelspiralen  mögen  zu  einer 
zusammenfallen;  für  die  durch  das  Centrum  gehende  Doppelspirale  liegen 
dann  die  Berührungspunkte  der  Kreisschaar  auf  der  durch  den  unendlichen 
Punkt  gehenden  Doppelspirale;  für  die  letztere  liegen  sie  auf  der  ersteren. 

Durch  Rotation  sftmmtlicher  Kreise,  welche  in  einem  Ringe  zwischen 
zwei  gleichwinkligen  Doppelspiralen  liegen  und  die  letzteren,  ohne  sie  zu 
schneiden,  berühr^,  ergiebt  sich  als  Enveloppe  der  entstehenden  Ku- 
geln eine  transscendente  Fläche,  welche  eine  gewisse  Analogie  mit  der  von 
Dupin  behandelten  Cyclide  hat  und  eine  Reihe  interessanter  Eigenschaften 
besitzt. 

Alle  Eigenschaften  der  behandelten  Gurven,  welche  bei  der  Transfor- 
mation Z= z — ;  erhalten   bleiben,    lassen  sich   ohne  Weiteres   auf  die 

cu  +  d 

lozodromischen  Linien  und  die  aus  ihnen  durch  Transformation  mittels  re- 
ciproker  Radii  vectores  entstehenden  Kugelcurven  übertragen,  d.  h.  auf 
diejenigen  Curvensysteme ,  welche  ein  System  von  Kreisen  auf  der  Kugel, 
die  durch  zwei  beliebige  Punkte  derselben  gehen,  unter  constantem  Winkel 
schneiden. 

§  6.    Cartographische  Anmerkungen. 

Im  Obigen  kamen  zwei  conforme  Fundamentalabbildnngen  der  Kugel- 
oberfläche zur  Sprache,  die  steroographischeJProjcction  des  Pto- 
lemäns,  welche  die  Kugel  auf  die  ganze  Ebene  überträgt,  und  die  Mer- 
catorprojection,  welche  sie  auf  einem  unendlich  langen Parallcl^treifen 
abbildet.  Der  Zusammenhang  beider  Abbildungen  ist,  wie  gezeigt  wurde, 
durch  die  einfach  periodische  Exponentialfunction  oder  ihre  Umkehrung, 
den  Logarithmus,  gegeben. 

Eine  dritte  Fundamentälabbilduug  \^'ürde  die  der  Kugeloberfläche  auf 
das  Rechteck  sein.    Der  Zusammenhang  dieser  Darstellung  mit  der  crst- 
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geoaDDien  vird  in  analoger  Weise  in  dem  Wesen  einer  doppeltperiodisehen 
FuDCtion  oder  ihrer  Umkehrnng  begründet  sein. 

Scliering  bat  in  einer  Preissebrift:  „Ueber  die  conforme  Abbildung 
des  Ellipsoids  auf  die  Ebene"  (GöUingen  1858)  naeh  Andeutungen  Ja- 
cobi*s  die  allgemeinere  und  mit  ihr  unsere  speeiellere  Aufgabe  gelöst.^ 

Er  widmet  derjenigen  Abbidang,  bei  welcher  jeder  Octant  des  Ellip- 
soids auf  ein  bestimmtes  Rechteck  fibertragen  wird,  so  dass  den  Endpunk- 
ten der  drei  Axen  und  dem  sugehörigen  Nabelpnnkte  die  Ecken  des  Recht- 
ecks entsprechen,  eine  besondere  Betrachtung  und  seigt,  dass  den  Krfim- 
mnngslinien  des  Ellipsoids  die  Parallelen  au  den  Seiten  des  Rechtecks  ent- 
sprechen. Auf  das  Wesen  der  Curvenschaaren ,  welche  bei  der  Abbildung 
des  Ellipsoids  anf^  die  ganze  Ebene  den  Krtimmungslinien  entsprechen,  geht 
er  nicht  ein.  Dasselbe  lässt  sich  durch  folgende  leichte  Betrachtung  ent- 
wickeln: 

Betrachtet  man  die  Kugel  als  speciellen  Fall  des  Ellipsoids,  so  kann 
man  zwei  beliebige  Punkte  ihrer  Oberfläche  und  ihre  Diametral  punkte  zu 
Nabelpankten  wählen;  dann  gehen  die  Krämmangslinien  des  Ellipsoids 
in  sphärische  Kegelschnitte  über.  Wie  das  Ellipsoid,  so  lässt  sich  auch  die 
Kugel  so  auf  die  Ebene  übertragen,  dass  jedem  Octanten  ihrer  Oberfläche 
ein  bestimmtes  Rechteck  entspricht.  Da  hier  die  Wahl  der  Nabelpunkte 
freigestellt  bt,  so  kann  das  Rechteck  jede  beliebige  Gestalt  annehmen. 
Eine  bestimmte  Schaar  sphärischer  Kegelschnitte  wird  den  Parallelen  zu 
den  Seiten  des  Rechtecks  entsprechen. 

So  hat  man  zugleich,  wenn  man  das  Rechteck  als  Durchgang  betrach- 
tet,  eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Uebertragung  der  Oberfläche 
des  Ellipsoids  auf  die  Kugel. 

Mit  derselben  sind  alle  Uebertragungen  auf  die  Kugel  gegeben ;  der 
Zusammenhang  sämmtlieher  ergiebt  sich  aus  der  Theorie  der  reciproken 
Radii  vectores. 

Da  aber  die  Btereographische  Projection  die  Kugel  confom  auf  die 
ganze  Ebene  überträgt,  so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Bei  der  Abbildung  des  ungleichazigen  Ellipsoids  auf 
die  ganze  Ebene  entspricht  dem  System  der  Krtimmungs- 
linien eine  Curvenscbaar,  welche  durch  stereographische 
Projection  eines  bestimmten  Systems  confocaler  sphärischer 
Kegelschnitte  entsteht.** 


*  Vergl.  auch:  |,Ueber  die  Abbildung  eines  ungleichaxigen  Ellipsoids  etc.^'  Ans 
den  hinterlassenen  Papieren  Jacobi*s  mitgetheilt  durch  L.  Cohn.  —  Crelle^s 
Journal ,  Bd.  &0. 

**  Herr  Prof.  Dr.  Schwarz  am  Polytechnikum  zu  Zürich,  dem  ich  Anfang  die- 
ses Jahres  Mittheilung  von  diesem  Satze  machte,  antwortete  mir,  dass  ihm  derselbe 
bereits  bekannt  sei ,  und  verwies  unter  Anderem  auf  zwei  seiner  Abbandiungen  im 
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Welche  specielle  Projection  es  sein  soll,  hängt  davon  ab,  welcher 
Pnakt  des  Ellipsoids  dem  unendlichen  Punkte  entsprechen  soll* 

Die  Cnrrenschaaren ,  welche  man  durch  stereographische  Projection 
Bphftrischer  Kegelschnitte  erhält,  führen  uns  noch  auf  folgende  interessante 
Beziehung :  In  dem  Systeme  confocaler  Ellipsoide  ist  die  doppelt  zu  den- 
kende Focalellipse  die  eine  Grenze.  Für  diese  sind  als  Nabelpnnkte  die 
Brennpunkte  aufzufassen.  Es  lässt  sich  also  die  Doppelellipse  auf  die  Ku- 
geloberfläche, die  einfache  Ellipse  zunächst  anf  die  Halbkugel  übertragen, 
und  da  letztere  durch  jede  stereographische  Projection  auf  das  Innere  oder 
Aeussere  eines  Kreises  übertragen  wird,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Bei  der  Abbildung  der  Ellipse  auf  das  Innere  oder  das 
Aeussere  eines  Kreises  entsprechen  den  confocalen  Ellipsen 
und  Hyperbeln  die  stereographischen  Projectionen  der  sphä- 
rischen Kegelschnitte. 

Dieselbe  Abbildungsanfgabe  hat  Herr  Prof.  Dr.  Schwarz  in  Bd. 70 
des  Crelle'schen  Journals  und  in  Bd.  3  Ser.  II  der  y.Annali  di matematica^^ 
Ton  einem  andern  Gesichtspunkte  aus  gelöst.  Die  specielle  Abbildung,  bei 
welcher  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  das  Centrum  des  Kreises  entspricht, 
führte  ihn  auf  die  eine  Gruppe  der  von  Sieb  eck  im  57.  und  59.  Bande  des 
Cr  eil  ersehen  Journals  behandelten  Curven  vierten  Grades,  deren  vier 
Brennpunkte  auf  einer  geraden  Linie  liegen.    Daraus  folgt: 

Projicirt  man  zwei  Schaaren  sphärischer  Kegelschnitte 
stereographisch  von  dem  Halbirungspunkte  der  sphärischen 
Entfernung  der  zusammengehörigen  Brennpunkte  aus,  so 
erhält  man  die  genannten  Siebeck'schen  Curvenschaaren. 

Wir  wollen  dies,  um  das  Obige  zu  verxficiren,  wirklich  nachweisen: 
Die  Projection  geschehe  nach  der  zu  dem  Projectionspunkte  gehörigen 
Aequatorialebene.  Der  Durchschnitt  der  letzteren  mit  der  Ebene  der  Brenn- 
punkte sei  die  X- Axe,  das  Centrum  der  Kugel  der  Anfangspunkt  der  recht- 
winkligen Coordinaten.  Ist  r  der  Radius  der  Kugel,  2g  die  sphärische  Ent- 
fernung der  Nabelponkte,  und  sind  u  und  u^  die  sphärischen  Entfernungen 
eines  Punktes  der  Kugel  von  den  beiden  zusammengehörigen  Brennpunkten, 
so  finden  folgende  Relationen  statt: 

cosg  .  (r*  —  ar*  —  y*)  -|-  2xr  sing 


C08U=s 


r'  +  x'  +  y^ 


70.  Bande  des  Grell  ersehen  Journals.  In  einer  derselben  wird  allerdings  ausgespro- 
chen, „dass  bei  der  Abbildung  des  Ellipsoids  anf  die  Kugel  den  beiden  Schaaren  von 
Kriimmungslinien  swei  Bchaaren  von  Cnrven  vierter  Ordnung  auf  der  Kugel  ent- 
sprechen". Die  briefliebe  Mittheidnng  verbreitete  sich  specicller  über  diesen  Zusam- 
menhang. Die  Anregung  zu  den  vorliegenden  Untersuchungen  verdanke  ich,  wie  ich 
gern  bemerke,  einer  Vorlesung  des  Herrn  Prof.  Dr.  Schwarz  über  complexe  Grössen, 
in  welcher  auch  der  logarithmischen  Abbildung  in  ähnlicher  TTeise,  wie  in  dem  einlei- 
tenden Paragraphen  dieser  Abhandlung,  gedacht  wurde. 
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cosg  .  (r*  —  ar*  —  y*)  —  2a?r  sing 

€08  Ut  = -— - — i  ; 

r'  +  ^  +  y'' 
setzt  man  also 

folglich 
80  folgt: 


cosg  (r*— a;*— y*)  +  2xr  sing 

cos  C  , r— T—, 


+  sine  j/i  ^  C''^  ^''"fr/^  -*;  ^^"^!^Y 

_  CQgff  (r*  —  g*  —  y*)  —  2a?r  5m  ff 
-  r'  +  x'  +  y'  ' 

woraus  sieb  fflr  die  gesuchte  Gurveuschaar  folgende  Gleichung  ergiebt: 
2 cos^g  (a?'+y'— r*)*  (l^cosc)  +  8  sin^g  .T*.r* (I  +  cosc) 

oder  wenn  man  -  einführt: 
2 


COS*' 


2 


Setzt  man  hier 


80  geht  die  Gleichung  über  in 

Die  Gleichung  der  von  Siobcck  behandelten  Curven  ist 

[(^+rt-,..i^"].[(..+rt-...i^']+..,..(=5^*=. 

oder 
v/»i    •^f•     4^  —  m.l  — w        ,,,.     ,,  m  +  w  — 2IWW   ,  (iw  — w)'    ,   ,      ^ 

2)  (^•+y7+(»'. — — p  (^  +y*)— V-- —  +4r-;r^^  =^- 

m  .  12-  tn  •  n  nt  ,n 

Sollen  die  Gleichungen  1)  und '2)  identisch  sein,  so  müssen  znnftebst 
die  absoluten  Glieder  übereinstimmen,  also: 

.        .    1 — m  .  1  — n 


«) 


m  ,  n 
Bestimmt  man  dann  a  und  h  aus  den  Gleichungen 


^  ^*  +  fl*    t/I— OT  .  1— n      m  +  n  — 2mf? 
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y^     •  6'-a'*l-a«*'^  m,n        ""    m.n    ' 

so  ist  die  Identität  wirklich  herbeigeführt. 

Unsere  Aufgabe  ist  hiermit  gelöst. 

Nach  Sieb  eck  ist  die  Function  sin  am  {u'\-vi)  der  Ausdruck  für  den 
Zusammenhang  der  in  Rede  stehenden  Curvenschaaren  vierten  Grades  mit 
dem  System  orthogonaler  Parallelen.  Demnach  ist  wirklich,  wie  oben  be- 
hauptet, der  Zusammenhang  zwischen  der  stereographischen  Projection  der 
Kngeloberfläche  und  der  Abbildung  derselben  auf  das  Rechteck  durch  eine 
doppeltperiodische  Function  gegeben. 

Alle  anderen  Abbildungen  der  Kugeloberfläche  auf  die  Ebene  lassen 
sich  auf  die  genannten  drei  Fundamentalabbildungen  reduciren. 

£in  Theil  der  Eigenschaften  der  Sieb  eck 'sehen  Curvenschaaren, 
welche  auch  von  Dr.  Jochmann  in  dieser  Zeitschrift  (XIV,  6)  behandelt 
wurden ,  ergiebt  sich  aus  dem  Zusammenhange  mit  den  sphärischen  Kegel- 
schnitten mit  einem  Schlage.   Von  besonderem  Interesse  werden  diejenigen 

Eigenschaften  derselben  sein,  welche  bei  der  Transformation  Z  = ; — ; 

cu  +  d 

erhalten  bleiben. 
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Ueber  die  Gesetze  der  Bewegung  nnd  Abplattnng  im 

Oleichgewichte  befindlicher  homogener  EUipsoide  und 

die  Veränderung  derselben  durch  Expansion  und 

Condensation« 

Von 

Dr.  Ludwig  Matthiessen 

in  Husam. 


(Hierasu  Tafel  11,  Fig.  2.) 


D'Alembert  hat  gezeigt,  dass  für  die  Oberfläche  einer  Flüssigkeits- 
mass«,  T^elche  mit  gleichförmiger  Qeschwindigkeit  oi  um  eine  feste  Axe 
rotirt  nnd  deren  Tbeilchen  sich  nach  dem  Verhältnisse  ihrer  Masse  and  dem 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  ihrer  Entfernungen  anziehen,  all- 
gemein die  Differentialgleichung 

1)  Xdx+  Ydy  +  Zdz  +  (o^{ydy  +  zdz)  =  0 

giltig  sei,  worin  x^y^  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  der 
Oberfläche  sind,  wenn  die  Masse  sich  um  die  J?-Axe  dreht,  und  worin 
X^  7,  Z  die  Componcnten  der  Massenanziehung  bezeichnen. 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  würde  zugleich  die  Ober- 
flächengleichung aller  Gleichgewichtsfignren  sein.  Da  aber  die  Componen- 
ten  der  Anziehung  nur  aus  der  Oberflächengleichung  hergeleitet  werden 
können ,  so  erscheint  die  allgemeine  Lösung  des  Problems  als  anmöglich. 
Der  Schwierigkeit  des  Problems  kann  man  offenbar  nur  dadurch  begegnen, 
dass  man  synthetisch  verfährt  und  empirisch  eine  Reihe  von  Einselfiguren 
aufsucht,  welche  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  genügen.  Die  theils 
continuirlichen,  theils  discontinuirlichen  Gleichgewrchtsfiguren ,  welche  bis 
jetzt  in  eingehender  Weise  dem  Calcul  unterworfen  sind,  mögen  hier  Er- 
wähnung findoD.    Es  sind 
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a)  die  Rotationsellipsoide  (von  Macl aurin  *  und  L a place  *^); 

b)  das  dreiaxige  Ellipsoid  (von  Jacob i***); 

c)  die  Ringfigaren  ohne  Centralkörperf  ^ 

d)  die  cylindrischen  Gleichgewichtsfigarenff ; 

e)  die  satellitischen  Ringe  (von  Laplace  ttt); 

f)  die  concentriscben  Ringsjsteme  *f ; 

g)  die  coaxialen  Hohlcjlinder  **f ; 

h)  die  Mondfigaren  (von  Roche ***t  ^^^  Vaughanf*). 

Bei  fast  allen  früheren  Untersachungen  ist  voransgesetzt,  dass  die 
Dichtigkeit  q  unveränderlich  sei.  In  Anbetracht  kosmogonischer  Fragen 
durfte  es  indess  von  besonderem  Interesse  sein,  die  Verhältnisse  der  Ab- 
plattung und  Winkelgeschwindigkeit  bei  constanter  Summe  der  Momente 
der  Bewegnngsquantität  als  Functionen  einer  variabeln  Dichtigkeit  zu  be- 
trachten. Die  vorliegende  Abhandlung  hat  nun  hauptsächlich  den  Zweck, 
zu  untersuchen,  wie  jene  Verhältnisse  durch  Expansion  oder  Condensation 
der  Masse  sich  verändern  müssen.  Bezüglich  der  freien  Ringe  ist  diese 
Untersuchung  bereits  früher  in  der  sub  f  angeführten  Abhandlung  der  Mai- 
ländischen Annalen  von  mir  geführt  worden.  Ich  beschränke  mich  hier  auf 
die  ellipsoidischen  Gleichgewichtsfiguren. 

In  dem  von  mir  1850  in  den  Schriften  der  Kieler  Universität  publicirten 
Aufsatze  ist  gezeigt  worden ,  dass  die  Relation 

2)  Ä  r  =  Za^  +  Zy  +  Zz  +  ©«  (y«  +  t»)  =  ^  a  -  2p 

die  Gleichung  sämmtlicher  Gleichgewichtsfignren  ist,  deren  Niveauflächen 
ähnlich  und  homothetisch  sind.  Dieser  Gleichung  genügen  auch  die  EUip- 
soide. 


^  Maclaurin,  De  causa  physica  fluxus  et  refluxta  moris,    (Pieces  de  prix  de 

tacad.  r./r..i740.; 

••  Laplace,  ilf^c,  ciL ,  lio,  l  cap.  4  et  Hv.  11  aap,  1—4. 
**♦  Jacobi,  Ueber  die  Figur  des  Gleichgewichta.    Pogg,  Ann.  XXXIII  (1834), 
8.  229—233. 

f  L.  Matthiessen,  Neue Untersuchnngen  über  frei  rotirende  Flüssigkeiten. 
Schriften  der  Kieler  Universität,  1850,  §  15,  uad:  De  aequiHbrii  figitris  et  reoolutione 
homogeneorum  annulorum  sidereorum  »ine  corpore  centrafi,  Ann,  di  malern,  pura  ed  appl. 
Tom  lllo  da  pag.  84  a  pag.  111  (1869). 

ff  ,  Neue  Untersuchen  etc.,  §  9. 

f  f  f  L ap  I H c e ,  Svr  la  figitre  des  anneaux  de  Saturne.    Mic,  cöl. ,  liv.  ///  §  44, 
*f  L.  Matthiessen,  Ueber  Systeme  kosmischer  Ringe  von  gleicher  Uralaufs- 
seit  als  discontinuirliche  Gleichgewichtaformen  einer  frei  rotirenden  Flüssigkeits- 
inasse.  Zaitschr.  f.  Math.  n.  Phjs  X ,  S.  50  (1865). 

♦•f  ,  Neue  Untersuchnngen  etc.,  §  11. 

***f  Ro  c  1i  e ,  MSm.  sur  les  ftgitres  elHpsoidales ,  qui  conviennent  d  ViquHibre  d^une 
moMse  fluide  san$  mouvement  de  roiation,  attirie  par  ua  point  fixe  Iris  eloigni»  L'inslitut, 
Paris  (1849),  p.  187  et  193;  (1850),  pag.  117  et  821. 

f*  Vnnghan,  On  the  form  of  sateHites  revoloing  at  small  distances  from  their  pri' 
maries.   PkU.  Mag.  XX,  pag,  400;  XXI,  pag.  263. 
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Bedeuten  a,  b^  c  die  drei  Halbaxen,  A,  B^  C  die  Schwerkräfte  an  ihren 
Polen,  60  ist  offenbar  in  der  Gleichung 

3)  Är=^a  =  (5+a)«Ä)6  =  (^+«*c)c 

die  Bedingung  enthalten,  wodurch  das  Axenverhältniss  bestimmt  wird.  Das 
Product  Rr  bedeutet  dabei  die  Geeammtanziebung  in  der  Richtung  des 
Schwerpunktes ,  multiplicirt  in  den  Radius  vector. 

Wir  wollen  zunächst  das  Wichtigste  über  die  Axenverhältnisse  der  im 
Gleichgewichte  befindlichen  Ellipsoide  vorausschicken.  Es  wird  im  Folgen- 
den überall  vorausgesetzt,  dass  die  Masse  homogen  sei. 

I.    Das  wenig  abgeplattete  Botationsellipsoid.    (Ell.  a.) 

Bezeichnet/*  die  Gravitationsconstante,  so  sind  die  Componenten  der 
Massenanziehung  an  den  Polen  und  einem  Punkte  des  Aequators  eines  ab- 
geplatteten Ellipsoides 


0 
1 


setzt : 


0 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  3)  ist  weiter,  wenn  man 

0)» :  2nfQ  =  V 


1 

'  1 


.\  ,,      „  /•A'«'(l-M«)aM      3+i'       ^      ,      31 


also 


-j^Jz flrrc-tenl=0 


die  Gleichung,  woraus  sich  für  gegebene  Werthe  von  F  das  Axenverhftltaiss 
bia  =  '/i  +  k*  berechnen  lässt.  Für  den  in  Ruhe  befindlichen  Gleich- 
gewichtskörper ist  F=0.    Um  die  Grenzen  von  F  zu  bestimmen,  differen- 

dF 
tiiren  wir  die  Gleichung  4)  nach  k  und  setzen  —  gleich  0  oder  oo.     Man 

erhält 

Mittels  der  bekannten  Methoden  ergiebt  diese  Relation  für  ein  Mini- 
mum von  V  die  Werthe  X  =  0  und  A  =  oo,  für  ein  Maximum  den  Werth 
X^  =2,5293.  Die  beiden  Minima  von  F  haben  den  Werth  Null.  Das  Maxi- 
mum  von  F  erhält  man  durch  Combination  von  4)  und  5),  woraus  sich 
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U  +  A»)(9+A*) 
und   F,  =  0,2246657  efgiebt.     Für  wachsende  Werthe  von  X  nimmt  also  V 
wieder  ab. 

Zwischen  den  Grenzen  Fo=sO  und  Fj  =0,22466  giebt  es  stets  zwei  ver- 
schiedene Werthe  von  ky  einen  grösseren  und  einen  kleineren  als  il|= 2,5293. 
Dem  Werthe  A^  entspricht  das  Axenverhältniss  6  :  a  =  ^l  +  A*  =  2,7198. 
Für  F=0  sind  die  Kugel  und  der  unendliche  Discus  die  Grenzfiguren. 

Da  für  sehr  kleine  Werthe  von  F  auch  X  sehr  klein  wird ,  so  kann  man 
in  diesem  Falle  annähernd  die  Formel  V=^X^  zur  Berechnung  concreter 
Fälle  benutzen.    Dann  ist 


Zu  dem  Werthe  Vg  =  0,00229971 ,  welcher  dem  Erdsphäroid  entspricht, 
findet  man  aus  der  etwas  genaueren  Formel 

das  Axenverhältniss  /l  +  A*=:  ft  :  «  =  1,00433441. 

IL    Das  stark  abgeplattete  Botationaellipsoid.     (Ell.  ß.) 

L a place  hat  gezeigt,  dass  zwischen  den  Grenzen  r=0  und  ^1=  0,22466 
die  Gleichung  4)  jstets  zwei  reelle  Werthe  von  X  gäbe,  und  zwar  den  einen 
kleiner,  den  andern  grösser,  als  A,;  dass  über  F,  hinaus  die  Werthe  von  X 
nicht  mehr  reell  bleiben.  Es  geht  aus  diesem  Umstände  hervor,  dass  bei 
nnverän'derlicher  Dichtigkeit  die  Rotationsgeschwindigkeit  cd  über  den 
Grenzwerth  cöi  =  j/27r/*9  . 0,22466  hinaus  überhaupt  nicht  vermehrt  werden 
kann.  Jedoch  hat  ein  neuer  Impuls  der  Drehung  keineswegs  eine  Zerstreu- 
ung der  Masse  zur  Folge;  er  bewirkt  nur  eine  Vergrösserung  der  Abplat- 
tung, eine  Abnahme  der  Rotationsgeschwindigkeit;  es  geht  das  Maclau- 
rin'sche  Ellipsoid  über  in  das  Laplace'sche  in  continuirlicher  Verände- 
rung. Die  beträchtliche  Zunahme  von  X  gestattet,  aus  4)  eine  algebraische 
Näherungsformel  abzuleiten ,  welche  zur  Berechnung  der  Coordinaten.  V 
und  X  benutzt  werden  kann.  Verwandelt  man  die  Transcendente  in  eine 
Keihe ,  so  ist  näherungsweise 

V  arctanX       n       4 

SO  dass  V  sich  der  Grenze  -r  nähert  und  das  Axenverhältniss  b :  a  über* 

2X 

geht  in 


0)  yi+i^=;^. 

Hiernach  würde  dem  Werthe  F^=  0,0023  entsprechen 
yV+li^  =^b:a=:  680,49. 
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Die  Grenzfigur  für  ^=0  ist  der  unbegrenzte  Discus  mit  dem  Axen- 

verhältniss 

a ':  6  :  c  =  1 :  00  :  00. 

nL    Das  ungleichaxige  Ellipsoid.    (Ell.  y.) 

Bei  einer  von  0  an  wachsenden  Hotationsgesch windigkeit  nimmt  zu- 
nächst die  als  flüssig  gedachte  Kugel  die  Gestalt  des  Ell.  (a)  an.  Dasselbe 
kann  aber. auch  noch  an  einem  gewissen,  zwischen  Fq  und  V^  liegenden 
Punkte  in  ein  nngleichaxiges  Ellipsoid  mit  wiederum  stetig  abnehmender 
Rotationsgeschwindigkeit  übergehen,  nämlich  bei  F=;  0,18692  (Ivory) 
(genauer  0,18711)  und  dem  Axenverhältniss  ]/l  +  A'  =  ],7161.  Diese  schone 
Entdeckung  verdanken  wir  Jacobi.  Die  Componenten  der  Anziehung  des 
ungleichaxigen  Ellipsoids  sind 

1 

0 

l 

u 

1 

_  bc     C—^ll 

0 
Substituiren  wir  die  Werthe  derselben,   die  sie  an  den  drei  Polen  der 
Hauptaxen  erhalten,  in  die  Gleichung  3),  so  muss  zwischen  F,  iL  und  X^  die 
Kelation  stattfinden: 

1 


F-2K1  +  A  .yi  +  ^ij  (,+;t«M«)'A(l  +  Vu«)V. 
0 

l 

1    ^      /r+Vg/   (i+A'"')-Mi+V«T- 
l 


0 
Setzen  wir  weiter 

1 


0 
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'^.*^^^^./   '^■^/V%A/W«>\^^^^^^^^VVA^.^ 


80  ist  gemäss  der  vorhergehenden  Gleichnngen  Oa) 

SeUt  man  ferner  Jlüj  =y,  (A  — A,)'=:t*  und  differentiirt  partiell  nach 
y  und  T,  so  ist 

Für  i— A,=0  wachsen  also  beide  Werthe  von  V  zugleich,  Tür  alle 
übrigen  Fälle  uuss 

"-0»  -  (ii)-h» 

sein.    Der  zweiten  Bedingung  entspricht  die  Oleichung 

u 
welche  auch  aus  dem  System  9  a)  unmittelbar  abgeleitet  werden  kann. 
Die  Gleichung  10)  lässt  sich  in  folgender  Form  schreiben: 
1  1 

0  u 

woraus  sogleich  folgt,  dass  X  abnehmen  muss,  wenn  Xi  wächst,  und  dass 
iL  A,  >  1  bleibt.  Es  entspricht  also  jedem  Werthe  von  Xi  nur  ein  einziger 
von  X  und  es  kann  nur  einmal  X  =  Xi  werden.  Die  Gleichung  10)  liefert 
denjenigen  Werth  von  A,  bei  welchem  der  Uebergang  des  Ell. (y)  in  das 
Kotationsellipsoid  erfolgen  kann.  Für  diesen  Punkt  hat  man  in  10)  Xt=X 
zu  setzen.  Substituirt  man  noch  Ati  =  z,  so  geht  sie  über  in  das  exacte  In- 
tegral 

r[X'z'^{\+X')z'  +  X'z^]dz_ 

^  J  (1+^7 

0 
oder 

Diese  Gleichung  liefert  für  X  in  der  That  einen  positiven  reellen 
Wurzelwerth,  nämlich  X  =  1,3946  und  /l  +  A'=  1,7161.  Das  Ell.  (y)  geht 
also  in  das  Ell.  (a)  über.  Mit  Ai=il  geht  die  Gleichung  9  a)  über  in  4)  und 
ergiebt  durch  Combination  mit  13)  den  zugehörigen  Werth  von  F,  der  für 
das  Ell.  iy)  hier  zugleich  seinen  grössten  Werth  erreicht ,  nämlich 
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Es  ist  nun  weiter  zn  nntersncben ,  zwischen  welchen  Grenzen  V  liegt 
nnd  welches  der  grösste  and  kleinste  Werth  von  lAi  ist.  Za  dem  Ende  sab- 
stitairen  wir  in  dem  System  der  Componenten  X^  F,  Z 

u  =  costfß  nnd  <^tan^  =  ^j 
also 

Ferner  sei 


(■+^)0+l)('+ö— 


Dadarch  werden  die  drei  Componenten  der  Massenattraction  anf  fol- 
gende Form  gebracht: 

00 


JC  =  -2; 


"'t/FS"«' 


0 

X 


0 

OD 


OD 

Z  =  -2 


0 
Die  Bedingung. des  Gleichgewichts  ist  also 


'''ii^viT^^r-hlw 


Fe". 


0 
nud 


"V(.+J)('+l)«"  "V(.+|)(.+.4)« 

ü 
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Da  nach  der  Voranssetznng  sowohl  b  als  c^a  sind,  ebenso  O  stets 
positiv  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  für  V  stets  positive  Werthe  sich  ergeben 
müssen.    Von  den«  System  Iß)  berücksichtigen  wir  nnr  die  Relation 

00 


17)  ^=6-. 


0 
Ferner  ergiebt  sich  aus  15) 

00 


-St/f*-/fJi5.!- 


0  0 

00  00 


0  0 

Subtrahirt  man  beide  Gleichungen  von  einander,  so  wird,  nachdem 
fl*  :  6*  =  ^ ,  fl* :  c*  =  y  gesetzt  ist : 

18)  {l-ß-Y)J    -wM    ^W^^' 

0  0 

Mitbin  ist  ^+y  <1 ,  indem  diese  Tntegrale  contimiirliche  positive  Func- 
tionen sind.  Setzt  man  noch  0  =  a'/>)  so  nehmen  die  Relationen  17)  und 
18}  folgende  Gestalt  an: 

0 

«)  /'=(.-^-,)/'-^-Or/^i''=o. 

u  b 

Prof.  Meyer  in  Königsberg  hat  untersucht,  welche  und  wieviel  Wur- 
sselpaare  (/5,  y)  die  Gleichung  19)  bei  gegebenem  Tliefert,  die  zugleich  der 
Gleichung  20)  gentigen.*    Es  ist 


dß 

ond  wenn  man  fQr  r—  seinen  Werth 
dy 


♦  Vergl.  Cr6llc»8  JournHl,  Bd.  XXIV  (1842),  Nr.  6. 
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Ct) 


dß Kdy 

einsetzt,  so  geht  das  totale  Differential  -r-  Über  in 

dy 


dr_  \dy)\dß)    \dß)\dy)  _  ju^ 


21) 

"7  l 

\dßJ  \dß 


Q     ~m 


Dabei  ist  nnn 


p(i+p)(i+yp)|2  +  (8-/?-y)/>-/?yp'i   .„ 


0 


0 

Setzt  man 


22)         J'pO+p)\'^  +  i^-ß-y)p-ßrj^,,^,,^^ 

0 

0 
so  wird 

2S)  (|y)  =  -^.-/JyJ, {i-ß)j^-ß(^A^+A,). 

Ferner  ergiebt  sich  durch  partielles  Differentiiren  von  V 


p{\+pY\ß{^-ßyp')+ßi^ß-Y)p\  ^^^ 


0 

Setzt  man  bierin 


20)  j-pg+pyj^-ßyP^^P^,^^^ 

0 
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rpHy+pYdp 


so  wird 


28)  (|^)  =  yß.+y(2y-^)i?., 


Um  über  das  Vorzeichen  von  J^  und  {^o+^t)  zu  entscheiden,  differen- 
tiire  man  nach  p  den  Ausdruck 

welcher  ffir  p=0  und  p=oo  verschwindet.   Man  erhält 

dP_pi\+p)\4  +  {Z  +  ß+Y)p-2ßYP'-^ßYP'\ 
dp  J^ 

Dividirt  man  durch  2  und  integrirt  zwischen  den  Grenzen  0  und  od,  so 
ist  offenbar 

30)     r'^f'(^+P^^^  +  i^^  +  ß  +  r)p-'ßYP'-ißYP'\^j^^^ 

0 
Snbtrahirt  man  diese  Relation  von  22),  so  resultirt 


0 


3.)  2J^^^I   fLJdJrjint±Zl+M}9p, 


In  VerbinifuDg  mit  23)  giebt  vorstehende  Gleichung  die  folgende: 


00 


32)  2J^^iA,  =  H^Z-ß-y)J»^^±lldp. 

ü 

« 

Durch  Addition  von  23)  und  31)  erhält  man  noch 

33)  2K+^.)==A*^»+^)i^+i^'-^-y].+^^-^-y)^+^^y^'>ap. 

0 
Da  nun  gemäss  18)  ß+y<\y  welche  Ungleichung  auch  ans  A'V  >I 

hervorgeht,  so  sind  ^q  ^^^  (^^o+^i)  stets  positiv  und  sowohl  (-^j  und 

—  j,  als  auch  ~-  stets  negativ.     Während  also  y  abnimmt ,  wächst  ß, 

d.  b.  jedem  Werthe  von  y  entspricht  nur  ein  einziger  von  ß  und  nur  einmal 
kann  ß=:y  werden,  oder  was  dasselbe  ist,  A^Aj.  Da  sich  für  diesen  Fall 
ans  13)  der  Wurzelwerth  A  =  1,3940  ergiebt,  so  mnss  für  jedes  zusammen* 
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gehörige  Wnrzelpaar  X  und  X^  gleichzeitig  der  eine  X  kleiner,  der  andere  l, 
grösser  werden  als  1,3946,  indem  wir  annehmen,  dass  c^b  sei,  was  die 
Allgemeinheit  der  Betrachtungen  nicht  beeinträchtigt. 

Siibtrahirt  man  30)  von  26),  so  resnltirt 

0 
so  dass  nun  auch  noch  B^  and  gemäss  27)  Bf  stets  positiv  sind,    um  über 
das  Vorzeichen  von  M  in  21)  entscheiden  zu  können,  bilde  man  die  Prodncte 

cm)  --  cm) 

nach  den  in  24),  25),  28)  und  20)  ermittelten  Werthen  ihrer  Factoren.  Dies 
giebt 

(^) (If )  ^ ~ ^'*' ^^ -Py^'^o-ß (2/5-y)  ^oB,-ßY  (2/J-y)  ^, /?. , 

-(j^){^)=r^oBo  +  ßY^,ffo  +  7(.^Y-ß)^oB,+ß7(2y-ß:)AB,- 

Es  ist  also 

35)  M  =  (y-ß)\A„ß,  +  (.2ß  +  2y-3ßy-)J,B,  +  Sßy{y1,+  yl^)B,\. 

Da  vorausgesetzt,  dass  y<^  und  weil  ferner  ^<  1 ,  so  wird 
2/5  +  2y-.3i3y  =  2/3(l-|y)  +  2y  0-1/3) 

^  dV 

stets  positiv  sein,  also  M  negativ»    Mithin  ist  —  stets  positiv,  oder 

was  dasselbe  ist,  ( jr-j  negativ.  V  nimmt  ab,  wenn  X^  anfängt,  zu  wach- 
sen, was  von  il=^^i  =  1,3946  an  geschieht.  Dem  grösstcn  Werthe  von  X,  ent- 
spricht der  kleinste  von  V  und  umgekehrt.    Coordinirte  Werthe  sind  also 

36)  OTfla:F?=  0,1 8711,     A  =  A,  =  1,3946. 
Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  9)  und  11) 

37)  »Ji>iF  =  0,00000,     1  =  0,     A,  =  00. 

Es  ist  oben  gezeigt,  dass  AA,>1  sein  müsse.  Wir  wollen  jetzt  noch  nach- 
weisen, dass  das  Minimum  von  AAi  bei  A=Ai  eintritt,  mithin  stets  XXi  >>  1^946* 
ist.  Dieselbe  Function  hat  ein  Maximum  bei  A=0,  jt]  =  oo,  und  zwar  nähert 
sie  sich  dem  Werthe  oo.  Zum  Zweck  dieses  Nachweises  sei  Alf  =:y,  so 
muss  für  einen  Grenzwerth  von  y  genommen  werden 

dy         dXi 

Differentiirt  man  die  Gleichung  10)  nach  X  und  A]  und  dividirt  dnrcli 
d  A,  so  erhält  man 
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1 

;    /•('^^+'.)-('-v» 


0 

1 


0 

^  pT^+^A  gleich 

Null   ist.     Mithin  ist  ancb  das  zweite  Integral  der  Null  gldfth.   Dasselbe 
läset  sich  auf  folgende  Form  bringen : 

1 

0 
Dieser  Ausdruck  redncirt  sich  endlich  auf 

3»;  \^  +  ^>Sl)J     (i+i'««)V,(,+A,.„.)%   -»' 

U 
welcher  aar  dann  verschwindet,  wenn  entweder 

41)  *  +  *'It=« 

oder  auch 

^"^  ^    (i+i»t4«)'/«(H-V«*)%  -"-•' 

0 
ist.     Die  erstere  Relation  liefert  in  Verbindung  mit  38)  die  Wertbe  von  X 
nnd  Xi,  für  welche  y  ein  Minimum  ist;  die  zweite  in  Verbindung  mit  10)  die* 
jenigen  Wertbe ;  wofür  y  sein  Maximum  erreicht.   Im  ersteren  Falle  coexi- 
stiren  also  die  Gleichungen 


l|^+i.=0    nnd    i.|^+i  =  o, 


woraus  man  erhält 


öi,  Xi  X       .  ^   a_j 


^1 
Es  ist  al^o  an  dieser  Stelle  zugleich  —^  =  —  1,    Der  Werth  von  XXi  erreicht 

hier  sein  Minimum  und  es  bleibt  also  iL' iL,'  stets  >],804d*  oder  3,7837. 

ZelUchrifi  r.  Mathematik  a.  Physik,  XVI,  4.  Digiti Jl  by  VjOOQIc 


302  lieber  die  Gesetee  der  Bewegung  ond  Abplattung  etc. 


Auf  einem  etwas  kürzeren  Wege  gelangt  man  zar  Bestimmung  der 
Grenzwertfae  der  Function  IXt,  wo  i  und  Ai  der  Gleichung  10)  Genfige  leisten 
sollen,  welche  wir  kurz  mit  7=0  bezeichnen,  wenn  man  nach  Cauchj 
(Differentialcalcül ,  XXII.  Vorles.)  setzt: 

Die  Differentiirung  von  /  ergiebt  die  Bedingungsgleichnng 

woraus  ebenfalls  die  beiden  Relationen 

A  =  X,    und    /=0 
hervorgehen.    Die  zweite  Relation  /'  =  0  liefert  in  Verbindung  mit  /=  0 
das  Maximnm  von  y.    Durch  Ausführung  der  Integrationen  findet  man,  dass 
den  beiden  Gleichungen  die  Werthe 

genügen.  Mithin  ist  der  oberste  Grenzwerth  von  }?X^^=^Lim{Alognatl^=  oo. 
Ein  zweites  Werthepaar  kann  den  beiden  Integralgleichungen  nicht 
genügen.    Bezeichnet  man  nämlich  das  Integral  /  mit 

1 

Jüdu, 

0 


so  ist  das  andere  /'  gleich 

1 


/■ 


U 


(i+A'u«)ci+iii^/'y 


(i+A'ti«)(i+Vt/«)>i 


Da  nun 
ist,  so  ist  stets 

Es  muss  also  bei  gleichem  Aj  wegen  J^=J' 

1  — X^^  Xi  u    ^.      •\  «..^  I  — A  Aj  IT  ^.       ^ 

Ö+V^'  ^'"  "^^  >  Ö+i'«')'^  ^"^   ^ 

sein,  also  offenbar  ilii<[A,  d.  h.  es  können  für  endliche  Werthe  von  Xi  nie 
gleichzeitig  die  anderen  Variabein  gleich  werden.  Für  Ai  =  oo  hingegen 
geht  der  Quotient  w* :  [(1  +  A»m*)  (1  +  A,»«')]  »»  ^=V  «l»«!  wodurch  Ä„  =  A 
wird. 
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Um  für  ein  gegebenes  V  die  zugehörigen  AxenverhMltnisse  des  Ell.  (y) 
za  berechnen,  hat  man  nur  nöthig,  die  Integrationen  in  9)  und  10)  auszu- 
führen. 

Plana*  und  Meyer**  haben  die  numerische  Berechnung  der  Co- 
ordinaten  mittels  elliptischer  Integrale  versucht,  indem  Letzterer  die  Gleich- 
ungen 


sin  q>^ 


9i  Vt 


Psin  g>,*  dq>x         C  sin  (jp,*  ^  g>i    ,    Ar*  sin  cp,*  cos  qp/  /*  tan  go^' 
"J  Jq>,  J  ^91        ■*"  ^y  J  J(p 


9i 


ü  0 


bildet,  nachdem  6 c=c ]/l  — Ar*  ^t;i9i*  =3  0^ 9>i ,  a=c.co$g>|  gesetzt  ist.  Diese 
Lösung  ist  wohl  elegant  und  der  Schwierigkeit  des  Problems  entsprechend, 
erschwert  aber  die  numerische  Berechnung  concreter  Fälle  ungemein  und 
lässt  die  interessantesten  Punkte  des  Problems  im  Dunkel.  Plana  berech- 
net daraus  eine  Tafel  total  falscher  Coordinaten  k  und  Aj ,  indem  nach  ihr 
beide  gleichzeitig  zu  wachsen  scheinen,  und  Meyer  hat,  wie  es  scheint, 
aof  sehr  mühsamem  Wege  für  V^  zwei  jedoch  unrichtige  Werthe  von  X 
und  Xi  gefunden ,  worauf  bereits  früher  (VI.  Jahrg.  dieser  Zeitschr. ,  S.  72) 
von  mir  aufmerksam  gemacht  ist.  Wir  ziehen  die  Reihenentwickelung  in 
Form  algebraischer  Integrale  vor.  Da  nämlich  innerhalb  sehr  weiter  Gren- 
zen X^y  und  1,  beträchtlich  gross  wird,  während  F  abnimmt,  so  können 
wir  die  Berechnung  vorläufig  auf  diese  Grenzen  beschränken,  um  die  Ideen 
von  den  Gestaltungen  dieser  Gleichgewichtsfigaren  zu  fixiren.  Wir  berück- 
sichtigen in  dieser  Voraussetzung  nur  die  Grössen  von  der  Ordnung  A',  -^^ 

X^  and  r-, ,  indem  sich  herausstellt,  dass  das  Product  X^X^  sich  innerhalb 

sehr  weiter  Grenzen  wenig  ändert.    Beispielsweise  ist  für 
V  =  0,1871 1      min  (A*  Aj*)  =  3,7827 , 
r  =  0,0310  AU,*  =6,9900," 

Fe  ==  0,0023  A*  A,*  =  12,7358. 

F  =  0,0000       Lim  (A'A,«)  =  4 lognatX^. 
£s  ist  nun  nach  10) 
1 
7l-A*A,*w«)tt»(l-M«)aM 


f 


(l+A''M=^)%(l+A,*tt*/A 


=  0, 


*  Astron.  Nachr.,  Altona  (1853),  S. 851  üg^, 
•»  Grelle,  Journ.,  Bd.  XXIV  (1842),  und  Programm  von  Königsberg  (1869). 
Vergl.  auch  die  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  1870,  S.  116. 
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nnd  wenn  man 

(i+it'fO-'/«=i-i^'«*+ V^*«" 

setzt,  so  wird  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  nach  einigen  Umformungen, 
wobei  man  approximativ 


ond 


setzt, 


1 


lognai  (A,  +  y\  +  A,«)  =  lognat  21,  +  — - 


43)  AU,*  = ?— , . 

woraus  sich  ohne  Mühe  das  zu  einem  gegebenen  A,  zugehörige  A  berechnen 
lässt.    Wir  fügen  weiter  unten  eine  Tafel  berechneter  Coordinaten  bei. 
Um  V  zu  berechnen;  dient  die  Gleichung  Oa).    Sie  ergiebt 

44)  r=^(,-ii.-J,+  .,i.  +  |^). 

Aus  43)   folgt  sofort  Ztm  (A*A,')  =  4  %«arA,   und   aus  44)  LimV^-, 

Wir  sind  so  zu  dem  wichtigen  Theoreme  gelangt,  dass  das  Axenyerhältniss 
]j/l  +  A*  des  Ell.  (y)  sich  immer  mehr  und  mehr  dem  Werthe  l+V  nfthert 
bei  abnehmendem  F.    Für  sehr  kleine  Rotationsgeschwindigkeiten  ist  also 

__      A*       2%«a/2A,  —  3 

45)  ^  =  T  = 


2  V 

Für  r=0  ist  mithin  A=0,  A,  =  oo.  Dem  Werthe  F^  =  0,0022997l  des 
Erdsphäroids  entspricht  das  Axenverhältniss 

a:b:c=i:  1,0023134  :  52,4340. 
Aus  45)  folgt  noch  wegen  M^=^fabcnQ  nahezu 
40)  r:r,«^«|«:fl)*  =  c»:cA     . 

d.h.  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  verhalten  sich  bei  constantem  Volumen 
und  Dichte  bei  geringer  Winkelgeschwindigkeit  innerhalb  massig  weiter 
Grenzen  wie  die  Guben  der  grossen  Axen  (Keppler^sches  Gesetz).  Das- 
selbe gilt  auch  vom  Ringe  (a)  mit  grosser  Oeffnnng.  Ueberhaupt  haben  die 
Formen  Ring  (a)  und  Ell.  (y)  manche  Analogien.  Für  kleine  Winkel- 
geschwindigkeiten  sind  ihre  Bewegungsgleichungen 

ö»  r*  1 

Vr  •=  —f  lognai  23,5  ^ ,      ^y  =  jj-,  lognai }  A,». 

Es  leuchtet  auf  den  ersten  Blick  ein,  dass,  A,  an  die  Stelle  von  2r  :« 
gesetzt,  die  eine  Gleichung  in  die  andere  übergeht.  Es  haben  also  die  bei- 
den Figuren  bei  gleicher  Dicke  und  für  c  =  2r  gleiche  Umlaufszeiten. 
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lY.   Von  den  Beziehimgen  der  Elemente  F,  A  nnd  A,  der  drei  Ellipsoide 
in  der  Energie  E  ihrer  Bewegung. 

unter  Energie  soll  im  Folgenden  die  Flächensumme,  multiplicirt  in 
die  Massen elemente ,  verstanden  werden.  Sie  ist  gleichbedeutend  mit  der 
halben  Summe  der  Momente  der  Bewegungsquantität  oder  auch  mit  dem 
Product  aus  der  halben  Winkelgeschwindigkeit  nnd  dem  Trägheitsmomente, 
also  nach  dem  Princip  von  der  Erhaltung  der  Flächensumme  frei  beweg- 
licher Massen 

Es  ist  für  die  Rotationsellipsoide  Ell.  (a)  und  Ell.  (/?) 
Fat  das  Jacobi'sche  EU.  (y) 


48)  ^^?^WV^^.,-(1+A')  +  (1+VL 

Eine  deutlichere  Vorstellung  von  dem  Abhängigkeitsverhältnisse  zwi- 
schen Ef  F,  A  und  A|  erhält  man  durcii  eine  graphische  Darstellung  der  Co- 
ordinaten  E  und  F,  indem  man  V  als  Abscisse,  E  als  Ordinate  und  die 
Gleichung  zwischen  E  und  V  als  die  einer  ebenen  Curve  betrachtet.  (Vgl. 
Taf.  II,  Fig.  2.)    Zur  Einfachheit  setzen  wir 


Dadurch  reducirt  sieh  47)  auf 

49)  JS:  =  /7(l  +  ilV' 

und  48)  auf  die  Form  __ 

^^  ^-"    2     •    (l+A«)V.(I+V)'^.- 

Für  kleine  Werthe  von  A  geht  49)  über  in  /i^(J+|F)  und  nähert 
aicli  also  der  Grenze  "/V  oder  il^y^.    Mithin  ist  bei 

Ell.  (tt)    Zim(Ä)=FH  =  l]f/V^, 
bei  dem 


bei  dem 


t/2 
Ell.(y)    Iim(JS:)  =  Y^-^**^'» 

Ell.  (jS)    Lim  (ZO  =  Q  ^  F'/*=  1,3513  :  F'K 
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Stellt  man  die  entsprechenden  Formeln  für  die  freien  Ringfigaren  hier« 
mit  zusammen ,  so  ergiebt  sich  für 

den  Ring  (ß)     Um  {E)  =  1,0564  :  FV. , 

oder  auch  

Lim{E  --=0fiWd7- — —, 

und  wenn  man  bei  Ell.  (y)  X,  =  2  :  Tj  setzt ,  für 

y  lognalC-) 
Ell.  (y)      lim  {E)  =  0,8884  .  ^ ^— ^. 

Es  nähert  sich  also  an  diesen  Grenzen  der  Gleichgewichtszustand  des 
Ringes  (ß)  dem  des  Ellipsoids  (/3),  der  des  Ringes  (a)  dem  des  Ellipsoids 
(y).  Für  die  Rotationsellipsoide  (a)  und  {ß)  findet  zwischen  den  Grenzen 
k=si  und  10000  merkwürdigerweise  nahezu  die  Gleichung 


^^lognan=lognat{^^ 


statt.  Um  die  Ideen  zu  fixiren,  namentlich  die  Maxima  und  Minima,  sowie 
die  gleichzeitigen  Gleichgewichtszustände  bei  gleichem  V  und  E  zu  Ter- 
anschanlichen,  fügen  wjr  weiter  unten  eine  Tafel  berechneter  Coordinaten 
von  il,  Ai ,  Fund  E  bei.  Zugleich  ist  hiermit  in  Taf.II,  Fig. 2  eine  graphische 
Darstellung  der  beiden  letzteren  Coordinaten  verbunden,  worin  zugleich  die 
den  Gleichgewichtszuständen  der  Ringe  (a)  und  (ß)  entsprechenden  Werthe 
von  V  als  Abscissen,  E  als  Ordinalen  der  Curve  E=f{V)  mit  bertlckaich- 
tigt  sind.  Die  singulären,  vorzugsweise  in  Betracht  kommenden  Zahlen- 
werthe  der  Coordiuatentafeln  sind  unterstrichen. 

In  erwähnter  Tafel  für  die  Ringcoordinaten  bedeuten  a  und  b  die 
Halbaxen  des  elliptischen  Querschnittes  des  Ringes,  r  den  Abstand  seines 
Centrums  von  der  Drehungsaxe,  also  das  arithmetische  Mittel  seines  innern 
und  äussern  Halbmessers ,  t  das  Verhältniss  der  Breite  des  Ringes  zu  sei- 
nem mittlem  Durchmesser,  also  b:r. 

Aus  der  graphischen  Darstellung  sowohl ,  als  auch  aus  nachfolgenden 
Tafeln  ersieht  man  nun,  dass  sämmtliche  Curven  E  =  f(^V)  gemeinschaft- 
liche Durchschnittspunkte  haben,  und  zwar  Ell.(/?)  mit  Ell. (y)  bei 

F  =  0,011,      ä:=  2,842. 

Diesen  Durchschnitt  findet  man  auch  auf  folgendem  Wege  annähernd 
durch  Auflösung  einer  Gleichung.  Für  beträchtlich  grosse  Werthe  von  l 
in  40)  und  Ai  in  50) ,  *sowie  gleiche  Werthe  von  F  und  E  ergiebt  sich  aas 
diesen  Gleichungen 

und  aus  8)  und  45) 
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Dnrch  Substitution  von  A  aus  der  vorigen  Gleichung  in  die  letzte  er- 
giebt  sich 

lognai 2A,  =  "^^"*"    =  3,7215,     also  A,  =  20,6. 

Von  dieser  Stelle  ab  nähert  sich  für  wachsende  A,  das  Verhältniss 
E:Ei=2  Ä /.  :  (4  lognat  2  A,  —  6)V. 
fort  und  fort  der  Grenze  Null,  d.  h.  die  gedachten  Curven  schneiden  sich 
über  den  einen  Durchscbnittspunkt  hinaus  nicht  wieder,  sondern  werden 
parallel.  Hieraus  geht  nun  hervor,  dass  es  ursprüngliche  Kräfte  oder 
Energien  giebt,  durch  welche  eine  freischwebende,  rotirende  Flüssigkeits- 
masse  in  zwei  ganz  verschiedene  Zustände  des  Gleichgewichts  (Gleich- 
gewiehtsfignren)  von  einer  und  derselben  Rotation^esch windigkeit  über- 
geführt werden  kann,  nämlich  bei  den  in  Rede  stehenden  Werthen  r=  0,011, 
£=1:2,842  entweder  in  ein  stark  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  mit  dem 
Axenverhältniss 

a:b:c=z\:  143,6 :  143,6 
oder  in  ein  ungleichaxiges  Ellipsoid  (y)  mit  dem  Azenverhältniss 

a:  fr  :c  =  1,0114:  20,6. 
Wenn  wir  aber  auch  die  beiden  ringförmigen  Gleichgewichtsfiguren 
(a)  and  (ß)  mit  in  Betracht  ziehen,  so  existiren  nicht  weniger  als  vier 
Wertbepaare  von  V  und  J?,  nämlich 

öl)  für  Ell.  iß)  und  ElL(y),  wenn  F=0,011,  JS:=2,842, 

52)  „     „     (ß)     „    Ring(fl),      ,;       r  =  0,031,  Ä=  2,352, 

53)  „     „     (y)     „       „     (13),     „       r:^0,03l,  £=1,872, 

54)  „     „     (y)     „       „     («),     „       r=0,0038,  £=4,021  beträgt. 

Es  gehen  nun  ferner  aus  den  erwähnten  Tafeln  folgende  wichtige 
Theoreme  hervor: 

].  Die  Energie  einer  ruhenden  Kugel  ist  gleich  Null.  Erhält  dieselbe 
ein  Drehungsmoment,  so  geht  sie  über  in  das  Ell.  (o).  Bei  fortwährend 
durch  successive  Impulse  wachsender  Energie  E  nimmt  auch  die  Rotations- 
geschwindigkeit a>  zu ,  also  auch  der  Werth  von  F,  und  zwar  bis  zu  einem 
Maximum  F":^  0,2246657  bei  £  =  0,0235.  Dabei  nimmt  wegen  des  gleich- 
zeitig wachsenden  Trägheitsmomentes  die  Rotationsgeschwindigkeit  in  einem 
geringeren  Verhältnise  zu ,  als  die  Energie.  Beispielsweise  ist  für  das  Erd- 
sphäroid  das  Verhältniss 

F,  :  Fl  =  (0* :  (o,*  =  0,0023  :  0,22466=  1  :  100, 
also 

w  :  CO,  =  1  :  10. 

Hingegen  das  Verhältniss  der  Energien 

£^  :  £j  =  0,0481  : 0,9235  =  1  :  19,2. 
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Ell.  («)  und  iß). 

• 

Ell.(y). 

\ 

l 

V 

Ä 

Xi 

Z* 

ZU.« 

V 

B    i! 

0,0000 

0,0000 

0,0000  j 

1 

0.0929 

0,0023 

0.0481 

! 

0,2403 

0,0154 

0,1265 

^ 

Il 

0,3098 

0,0256 

0,1651  1 

0,6000 

0,0524 

0,2466  1 

.1 
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Vermelirt  man  die  Energie  über  den  Werth  jE^s=  0,62003  hinaus,  so 
bleibt  die  Figur  entweder  ein  Ell.  (a)  oder  sie  geht  in  ein  Ell.  {y)  über,  und 
zwar  in  ein  Ell.  (a)  mit  zunehmender  Rotationsgeschwindigkeit  oder  ein 
EU«  (y)  mit  abnehmender  Rotationsgeschwindigkeit,  indem  im  letzteren 
Falle  das  TrSgheitsmoment 


1  r*  dm  in  E=  ~  1  ^  ^V^ 


stärker  wächst,  als  die  Energie  selbst.  Nach  weiter  vermehrtem  Impulse 
der  Drehung  geht  endlich  bei  ^=0,9235  das  Ell.  (a)  über  in  das  Ell.(^) 
mit  gleichfalls  abnehmender  Winkelgeschwindigkeit,  da  auch  hier  das 
Trägheitsmoment  anfängt,  stärker  zu  wachsen,  als  die  Energie.  Eine  Zer- 
störung des  Ellipsoids,  wie  z.  B.  ein  Uebergang  in  eine  andere  Gleich- 
gewichtsfigur, findet  an  dieser  Stelle  durchaus  nicht  statt,  da  die  Schwer- 
kraft die  Centrifugalkraft  stets  überwiegt.  Nur  kann  bei  Voraussetzung 
einer  homogen  flüssigen  Masse  und  freier  Drehung  die  Hotationsgeschwin- 
digkeit  nicht  vergrössert  werden.  Durch  allmälig  bis  ins  Unendliche  za- 
nehmende  (peripherische)  Impulse  geht  das  EU.  {y)  endlich  in  einen  unend- 
lichen Cjlinder  mit  dem  Axenverhältnisse 

fl  :  ft  :  c  =  1 :  1  :  00, 
das  Ell.  iß)  aber  in  einen  unendlichen  Discus  über  mit  dem  Axenverhält- 
nisse 

a  :  6  :  c  =  1  :  00  :  00. 

2.  Bei  dem  Werthe  JE^  =  1,4816  kann  aber  noch  das  Ell.(/3)  durch  cen- 
trale Drehungsimpulse  (nach  Art  der  Plate aussehen  Versuche)  in  die 
beiden  Ringe  (a)  und  (ß)  übergeführt  werden,  wobei  die  Rotationsgeschwin- 
digkeit G}|  des  Ringes  wegen  des  grösseren  Trägheitsmoments  kleiner  Ist, 
als  die  m  des  Ell.  {ß).   Aus  den  Tafeln  ersieht  man ,  dass  an  diesem  Punkte 

a»«:ü),»  =  0,1491  :  0,1392 
ist.  Bei  wachsendem  E  bildet  die  Masse  entweder  den  Ring  (or)  mit  wach- 
sender, oder  den  Ring  {ß)  mit  abnehmender  Oeffnung,  beide  aber  mit 
abnehmender  Winkelgeschwindigkeit,  weil  auch  hier  das  Trägheitsmoment 
der  Masse  schneller  wächst,  als  die  Energie.  Schliesslich  geht  bei  E=oo 
der  Ring  (a)  über  in  eine  unendliche  Kreisperipherie  mit  dem  Axenverhält- 
nisse 

a:b  :  r=  i  :  i  :oo, 
der  Ring  (j3)  in  einen  unendlichen  Discus  mit  dem  Verhältnisse 

a  :  6  :  r  =:  1  :  00  :  00. 

3.  Wenn  hingegen  diese  vier  Gleichgewichtskörper  immer  fort  der 
Drehung  entgegengesetzte  Impulse  erhalten,  so  nimmt  die  Energie  ab  und 
die  Figuren  durchlaufen  dieselbe  Reihe  der  Zustände  in  umgekehrter  Ord- 
nung. Die  EUipsoide  {ß)  und  {y)  nehmen  wieder  an  Winkelgeschwindigkeit 
zu,  weil  die  Trägheitsmomente  schneller  abnehmen,  als  die  Energien.  Ihre 
gemeinschaftliche  Grenzfigur  ist  wieder  die  Kugel  mit  dem  Axenverhältniss 
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fl  :  6  :  c  =3 1  : 1  :  !• 

Die  Ringe  (o)  und  {ß)  nebmen  ebenfalls  bei  fortgesetzten  und  entgegen- 
gesetzten peripheriscben  Impulsen  an  Winkelgescbwindigkeit  zu  aus  dem- 
selben Grunde.  So  wie  aber  die  Energie  bis  zu  dem  Wertbe  ^=1,4816 
abgenommen  hat,  haben  beide  dasselbe  Axenverbältniss 

a:6:r=l  :  1,9690  :  3,741 
und  beide  die  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  erreicht. 

Der  Ring  löst  sich  nun  entweder  in  zwei  bis  mehrere  concentrische 
Ringe  von  verschiedener  Rotationsgeschwindigkeit  auf,  oder  er  bricht  zu- 
sammen, seine  Masse  lagert  sich  um  den  Schwerpunkt  und  nimmt,  während 
£'=  1,4816  (leibt,  entweder  die  Form  des  Ell.  (ß)  an  mit  den  Elementen 

55)  JS:=  1,4816,      r=  0,1491,     X  =  7,5,     6  =  l,6.r 
oder  die  Form  des  £11.  (y)  mit  den  Elementen 

56)  ^=1,4816,      F=  0,0534,     A,  =6,78,     c  =  3r. 

Es  kann  an  dieser  Grenze,  wo  die  beiden  Ringfiguren  (a)  und  {ß)  in 
einander  üCergehen ,  auf  geeignete  Art  die  eine  in  die  andere  tibergeführt 
werden,  wenn  in  diesem  Momente,  bevor  die  Zerstörung  oder  Auflösung 
der  Figur  erfolgt ,  der  Ring  (o)  durch  einen  neuen  peripherischen  Impuls  in 
den  Ring  (ß)  tibergeht,  wobei  sich  also  aufs  Neue  seine  Oeffnung  verengt, 
seine  Abplattung  vergrössert.  Umgekehrt  kann  >der  Ring  (ß)  an  der  Stelle 
des  Minimums  von  E  durch  einen  neuen  peripherischen  Impuls  in  den  Bing 
(o)  tibergehen,  wobei  seine  Oeffnung  sich  also  aufs  Neue  erweitert,  seine 
Abplattung  verkleinert. 

Aehnliche  Theoreme,  wie  die  vorstehenden,  gehen  von  den  drei  cylin- 
drischen  Gleichgewichtsfiguren,  die  wir  einer  späteren  Abhandlung  vor- 
behalten. Wir  wenden  uns  einem  Gegenstande  der  Betrachtung  zu,  der 
ohne  Frage  eine  der  interessantesten  Partien  der  Theorie  ausmacht. 

V«   Yen  den  Yerändenmgen  der  Axenverhältnisse,  der  Schwerkräfte  und 

der  XTmdrehnngsgeschwindigkeit  der  homogenen  flüssigen  Ellipsoide 

dxuroh  Gondensation  und  Expanaion  bei  constanter  Masse 

und  Energie. 

Wenn  man  durch  Temperaturverhältnisse,  hydrostatischen  Druck  oder 
Volumenveränderungen  irgendwelcher  Art  die  Dichtigkeit  eines  homogen 
flüssigen,  frei  rotirenden  und  im  Gleichgewichte  sich  befindenden  Ellipsoids 
allmfilig  sich  verändernd  gedenkt,  so  jedoch,  dass  der  Körper  in  allen  Thei- 
len  homogen ,  auch  seine  Energie  und  Masse  invariabel  bleibt,  so  müssen  , 
sich  auch  Abplattung  und  Umdrehungsgeschwindigkeit ,  ingleichen  die 
Schwerkraft  an  einem  Punkte  des  Aeqnators  in  einem  bestimmten  Sinne 
ändern.  Dabei  tibt  nun  eine  Gondensation  auf  die  Axenverhältnisse  diesel- 
ben Wirkungen  aus,  wie  eine  Vermehrung  der  Energie  bei  constanter  Dich- 
tigkeit; eine  Expansion  hingegen  wirkt  ebenso,  wie  eine  Verminderung  der 
Energie.   Dies  lehren  folgende  Betrachtungen. 
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Für  die  Rotationsellipsoide  (a)  und  (ß)  ist  die  Energie  gemäss  47) 

Für  zwei  verschiedene  Dichtigkeiten  g  und  ^|,  sowie  invariable  M 
und  E  ist 

oder  ^  ^* 

und  wenn  man  o  statt  F  einfährt , 

Ferner  findet  man  leicht  die  Relation 
SO)  «^I1S1+^ 

Da  nun  bei  gleichen  Werthen  von  F  und  F, 
50)  af  :g)i*  =  q:  Qi^ 

so  lässt  sich  mittels  der  ans  57)  folgenden  Relation 

(!+*•)':  (1+1.*)*=  e:?. 
zn  zwei  gegebenen  Werthen  X  und  A|  das  entsprechende  Dichtigkeitsverhält- 

niss  berechnen. 

Sieht  man  nnn  die  mit  „Strich**  bezeichneten  Elemente  als  eonstant 
an,  so  folgt  aus  57),  dass,  weil  ^?=0  die  Grenze  der  Expansion  bezeichnet, 
V=zO  sein  muss.    Es  wird  also  iL  entweder  den  Werth  0  oder  oo  haben.   Da 

aber  für  A='Oo  gemäss  8)    V=^-:  wird,   so  nimmt  die  Gleichung  57)  die 
Form 


M)  (f)'i:f'.'(l  +  V)  =  p:?. 


an,  welche  für  il=oo  gleichzeitig  ^=oo  fordert.    Mithin  ist  die  Kugel  die 

Grenzfigur  der  Expansion,  der  unendliche  Discus  die  Grenzfigur  der  Con- 

densation.    Für  starke  Expansionen  ist  nahezu 

F'(l+Ay=(A)'i', 
folglich 

62)  i»:A,'  =  ^:p,. 

Die  Abplattung  nimmt  also  ab  mit  der  Dichtigkeit.   Coordinirte  Werthe 
sind  ^  =  0,  1  =  0.    Fvtr  starke  Condensationen  ist 

also  ^^^ 

63)  A:Xi  =  ^:^i. 

Die  Abplattung  wächst  hier  mit  der  Dichtigkeit.   Coordinirte  Werthe 
sind  (>  =  00,  X  =  00.  -; 
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Aas  diesen  Betrachtungen  fblgt  denn,  dass  bei  constanter  Masse  und 
Energie  mit  zunehmender  Dichtigkeit  das  Ell.  (a)  sich  immer  mehr  und 
mehr  abplattet  und  bei  dem  Maximalwerthe  von  r=  0,2246657  in  das  Ell.(^) 
übergeht.  Dabei  wächst  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  o  immer  mehr, 
weil  das  Trägheitsmoment  der  Masse  abnimmt.  Dies  geschieht  nun  aber 
auch  über  jenes  Maximum  von  V  hinaus,  aber  nicht  bis  ins  Unendliche, 
sondern  erreicht,  wie  wir  weiter  unten  sehen  werden,  ein  endliches  Maxi- 
mum bei  Fs=0,  il  =  oo.  Ferner  würde  bei  einer  ins  Unendliche  wachsenden 
Dichtigkeit  die  Aequatorialaxe  2b  nicht  Null  werden,  sondern  ebenfalls  ein 
endliches  Maximum  erreichen.  Es  bleibt  also  die  Schwungkraft  am  Aequa- 
tor  stets  endlich;  auch  bleibt  sie  immer  unter  dem  Werthe  der  Massen- 
attraction,  womit  also  die  Lehre  von  der  „ Abschleudernng"  ein-  für  allemal 
fällt.  Erst  an  den  Grenzen  der  Dilatation  der  Materie  bei  A=0  und  oo  wird 
am  Aequator  die  Schwungkraft  der  Massenattraction  gleich ,  also  die  Gra- 
vitation gleich  Null,  niemals  aber  negativ.  Die  Gravitation  (Fallgeschwin- 
digkeit) am  Aequator  erreicht  aber  zwischen  den  beiden  Grenzen  der  Dila« 
tation  ^  =  0,  ^  =  00  ein  Maximum.  Um  diese  Sätze  analitisch  zu  deduciren, 
beginnen  wir  von  der  Gleichung  57). 

Es  sei  F|  gleich  seinem  Maximalwerthe  0,2246637,  so  ist  il]=  2,5293. 
Seien  ferner  die  coordiöirten  Werthe  ^i  =  l,  ©i  =  i,  &i=^l,  so  ist  wegen 
Ar,  =  G),*6,  auch  die  Schwungkraft  am  Aequator  Art  =  1«    Endlich  ist 

2^?/"=  1:0,2246657 
and  die  Fallgeschwindigkeit 

Gl  =  5,  +  Ar,  =  —  0,7345  Ar,. 

Es  ist  mithin 

F*  (1  +;i*)*  :  Q  =  0,22466»  (1  +  2,5203')»  =  0,22466' .  7,3974* 
und  gemäss  4) 

64)  (1+AT  j  (3+i>r^'««A=ll}'  ^  0,22466»  .  7.3974«  .  ,. 

Für  sehr  grosse  l  wird  V='n  :  2L    Setzt  man  dies  in  64)  ein,  so  wird 

(2  0  22466\' 
-^ J  .7,3974  =  0,16011, 

d.  *h.  das  Axenverhältniäs  b  :  a  wird  bei  starker  Condensation  der  Dichtig- 
keit proportional  sich  ändern.    Wegen  der  Relation 

«)*:2ff/'(>  =  K=»:2X 
ist  also 

66)  Lim  (cö :  I»,)  =  w*  :  [(2.0,22466)*  .  7,3974]  =  6,6082, 

d.  b.  die  Rotationsgeschwindigkeit  des  Ellipsoids  (/3)  erreicht  erst  bei  (>  =  oo 
ein  endliches  Maximum ,  wogegen  bei  constanter  Dichtigkeit  das  Maximum 
von  flo  gleich  co,  ist. 

Wegen  der  Relation ,  welche  aus  der  Unveränderlichkeit  der  Masse  M 
folgt, 

J»/=Jjr^flft»  =  |«^„  «1,6,1», 
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mit  Beriicksicbtigung  der  Gleichung  63)  jl :  il,i  =s^  :  ^n,  ist  nun  weiter 

ö,,     a 
also  wenn  b  and  b^  dieHalbaxen  zweier  stark  abgeplatteter  ElHpsoide  sind 

67)  ZiOT  (6  :6|,)  =  1    und    a:a|i=^i,  :(», 

d.  h.  bei  ^  =  00  bleibt  die  Aequatorialaze  constant  und  endlich  und  nur  die 
Polaraxe  nimmt  noch  ab  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Dichtigkeiten. 

Weil  nun  an  den  Polen  und  dem  Aequator  die  Producte  aus  den  Gk>m« 
ponenten  der  Anziehungen  und  den  Dicken  der  Niveauschichten  gleich  sind, 
also  wegen  der  Unveränderlichkeit  von  cd,  b  und  B  an  dieser  Stelle 

Aöa  =  {B  +  foH)  Ä6  =  Conci., 
und  weil  ferner  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Niveauflächen  und  gemäss  67) 

da  i  ^o^^  =  a :  ^n  =  ^n  :  q 
ist,  so  ist  auch  i^  ja  =^1,^^11  und 

68)  ^,i:^  =  a:fl„s=9,,  :q, 

d.  h,  die  Schwerkräfte  an  den  Polen  wachsen  für  ^  =  oo  der  Dichtigkeit 
direct  proportional,  der  Polaraxe  umgekehrt  proportional. 

Nun  ist  ferner  gemäss  58)  allgemein  für  irgend  zwei  Rotationsellipsoide 
von  derselben  Masse  und  Energie 

(»■•9K-..r^)-'-'.. 

oder 

folglich  verhält  sich 

60)  o):cö„=6*„:6'=rn  :  T, 

wo  T  und  Tu  die  Umdrehungszeiten  bezeichnen.  Es  sind  also  die  Winkel- 
geschwindigkeiten zweier  Ellipsoide  (a)  oder  (ß)  von  derselben  Masse  und 
Energie,  aber  verschiedener  Dichtigkeit  den  Quadraten  der  Aequatorial- 
axen  umgekehrt,  die  Umlaufszeiten  ihnen  direct  proportional.  Vermittelst 
dieses  Satzes  sind  wir  nun  im  Stande,  die  Grenze  von  b  bei  q  =  qo  anzu- 
geben.   Setzt  man  nämlich  ^u  =6|  und  odj,  =  (0i,  so  wird 

70)  Lim  (ft :  6, )  =  Lim  (}/öii :  yä)  =  1 :  ^6,6082  =  1  :  2,5725 , 

d.  h.    die  Aequatorialaxe   kann,   während  die  Dichtigkeit  von   ^j  =  I  bis 
^  =  00  wächst ,  sich  nur  auf  ungefähr  |  ihrer  Länge  verkürzen. 
Nun  ist  ferner  nach  69)  a)6'=:o)|i6^,  und  am  Aequator 

folglich 

71)  Ä:/r,,=6V:6», 

d.  h.  die  Schwungkräfte  am  Aequator  verhalten  sich  bei  constanter  Masse 
und  Energie ,  aber  ungleichen  Dichtigkeiten ,  umgekehrt  wie  die  Guben  der 
grossen  Axen  der  Rotationsellipsoide. 
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Weil  nnn  gemäss  60)  co*/« :  a>ii'^'>  =  6'|| :  6'  ist,  so  ist  anch 

72)  «»  :  (ö»,i  =  Ä*  :  Ä«„  =  T\,  :  T\ 

d.  h.  die  Quadrate  der  Schwungkräfte  am  Aequator  verhalten  sich  um- 
gekehrt wie  Guben  der  Umdrehungszeiten. 

Weiter  ist  nach  60)  Lim  (w:»,)  =  6,6082  und  darum  gemäss  72) 

73)  Lim  (k :  Ar,)  =  6,6082'/»  =  16,987 , 

mithin  erreicht  die  Schwungkraft  bei  ^  =  oo  am  Aequator  ein  endliches 

Maximum ,  wobei  sie  der  Massenanziehung  gleich  wird.   Es  ist  nämlich  die 

Massenanziehung 

«          «1.    (1+A*)  arctenA  — 1  .  ^,    «    P 

B  =  ''27tfQ^  ^   ;^. 6  =  -2;r/-6.-.J^. 

und  mit  Einführung  von  65) 

74)  ^  =  —  ( — — ?? )  .  7,3974'/»  =  —  16,987. 

^  \2 . 0,2246657/       '  ' 

Da  nun  für  qs=0  und  ^  =  00  P  '\'  k=:0  ist,  so  geht  hieraus  hervor, 
dass  die  Schwerkraft  (Fallgeschwindigkeit)  am  Aequator  ein  Maximum  er- 
reichen muss.    Es  ist  nun  die  Gravitation  oder  Oesammtanziehung 

75)  C  =  Ä-f-ß)*6  =  — 2tp/^^— ^ — ^-Tj 6  +  10*6, 

»1*61      \a>,/         VcOl/cöj*'         '  V  *T/iIj7Jt|« 

und  mit  Berücksichtigung  von  58) 


_/iV'   (1+V)'/'    ^     .    Qi_     ^{l+l')arctanl--H     j/j  +  k^ 

v^,/  •  (1 + A')v.  • '"'  • «,/  •  1       Ä^       ( •  pr+A? ' 

endlich  gemäss  57) 

?._£!    (i  +  ity»      F*     (I  +  X')'A    (l  +  r)flrcfanA-A 

ki     r.'-(i+v)'A     F,»-(i-t-V)'/'"  f:a» 

Mithin,  wenn  wiederum  die  Constanten  Fj  ^0,22466,  Ai  =  2,5293,  coi=:l, 
6,  ==  1  eingeführt  werden, 

2  Af|  •  A 

Es  liefert  nun  die  Gleichung  /•'(A)=0  diejenigen  Werthe  von  A,  für 
welche  G  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  wird.  Die  Minima  finden  statt 
bei  A  =  0  und  A  =  oo,  nämlich  G^O.  Die  Gleichung  liefert  ein  Maximum 
von  G  ziemlich  nahe  bei 


A=:7,0  oder  ]/l+A*  =  6:a  =  7,071 
mit  den  Elementen 

C  =  -  l,2157Ar,  =  1,655 (?,,      F=: 0,1 654,     ^willkürlich, 
77)     ^  =  15,118.^1,     Ar  =  5,7696.  Ar,,     10  =  3,2168. 0)|,     6  =  0,5575.6,. 
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Es  ist  also  V  nahezu  derselbe  Werth,  welchen  wir  aus  den  Tafeln  als 
denjenigen  erkannt  haben,  bei  welchem  die  Hinge  aufhören,  im  Gleich- 
gewichte zu  sein  und  aus  dem  Bereiche  ihrer  Stabilität  treten«  Hier  hat 
das  Ellipsoid  also  seine  grösste  Stabilität  erreicht 

Ist  die  Dichtigkeit  ^  dagegen  constant,  die  Energie  E  variabel,  so 
findet  das  Maximum  der  Gravitation  am  Aeqnator  für  ^=:0  und  ils=0  statt 
Denn  es  ist 

^  G     _      ^  —  orclan  X 

Für  sehr  kleine  Werthe  von  F  ist  €^:Ä:  =  2:3r,  z.B.  für  F,  =  0,00229971 
ist  C:^=290. 

Bezeichnet  a^  den  Radius  der  Kugel ,  a  und  b  die  Halbazen  eines  be- 
liebigen Ellipsoids  (a)  oder  (/}) ,  so  ist  bei  constanter  Masse  und  Dich- 
tigkeit 

also  biaszzj/T+jf  und  ab^^^a^*.  Multiplicirt  man  diese  beiden  Gleichungen 
miteinander,  so  wird 

.  6»  =  a,»/r+r'  oder  6  =  a,|/T+T«. 
Es  ist  also 
_^v                         G               k  —  ardanX     e. — rn         ^,n 
'«)  4-^^7^ -^^— Yl  +  *'  =  KA). 

Die  Gleichung  q)'(l)=0  liefert  den  Maximalwerth  von  G  bei  Ac=:0.  Es 
ist  dabei 

Das  Minimum  von  G  ist  gleich  Nnll  bei  il  =  oo. 

Am  Pole  muss  bei  constanter  Dichtigkeit  und  zunehmender  Energie 
die  Gesammtanziehung  J  von  — ^nfg.ai  bis  —  oo  wachsen;  bei  stetiger 
Verdichtung  und  constanter  Energie  hingegen  gemäss  68)  von  0  bis  —  oo. 

Um  die  Vorstellungen  zu  fixiren,  mögen  vorstehende  Theoreme  auf 
einige  specielle  Fälle  angewendet  werden.  Wenn  sich  z.  B.  die  Materie 
unsers  Erdballes  aus  höheren  Aggregatzuständen  bis  zu  dem  gegenwärtigen 
Grade  ihrer  Dichtigkeit  condensirt  hat,  so  muss  sie  eine  geringere  Rota- 
tionsgeschwindigkeit gehabt  haben.  Angenommen,  die  als  homogen  ge- 
dachte Materie  habe  sich  von  einer  gewissen  Periode  an  bis  auf  das  n  fache 
verdichtet,  so  lässt  sich  die  Tageslänge  in  jener  Periode  daraus  berechnen. 
Da  X  sehr  klein  ist,  so  ist  gemäss  der  Relation  62) 

woraus  man  Xq  berechnet.   Ferner  ist 

»0  :  0),  =  1 ;  wV.  =  J, :  Jj,, 
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woraus  man  die  TagesUnge  berechnet.  Es  möge  ^^  gleich  der  mittleren 
Dichte  des  Saturn ,  also  etwa 

^0  :  ^1  =  1  :  6 
angenommen  werden,  so  wäre  die  mittlere  Tageslänge  gleich  8^7^15' ge* 
wesen.     Die  Abplattung  des  homogen  angenommenen  Ellipsoides  mtlsste 

damals  betragen  haben 

b  —  a 

=  0,00237, 

a 

also  etwas  grösser,  als  die  Hälfte  der  jetzigen  Periode  0,00433441.  Die 
wirkliche  Abplattung  des  heterogenen  Erdsphäroids  ist  0,00333.  Wenn  die 
Erde,  was  annehmbar  ist,  bei  der  fortdauernden  Wärmeexhalation  einer 
beständigen ,  wenn  auch  langsamen  Voluroenverminderung  unterworfen  ist, 
so  mtisste  (was  bis  jetzt  nicht  mit  Bestimmtheit  wahrgenommen  ist)  auch 
die  Tageslänge  fortwährend  im  Abnehmen  begri£Pen  sein.  Um  sich  einen 
deatlicheren  Begriff  von  der  Grösse  dieser  hypothetischen  Volumen  Vermin- 
derung und  der  davon  abhängenden  Abnahme  der  Tageslänge  zu  verschaf- 
fen,  nehmen  wir  an,  dass  letztere  innerhalb  eines  gewissen  Zeitraumes  um 
elneSecunde  verkürzt  worden  wäre,  so  würde  dieser  eine  Verkürzung  des 
mittleren  Meridiangrades  um  den  172800'^°  Theil  seiner  Länge  entsprechen  oder 
ungefähr  um  0,34  Toisen,  den  mittleren  Meridiangrad  nach  der  von  B  es  sei 
im  Jahre  1841*  bekannt  gemachten  Bestimmung  zu  67013,100  Toisen  gerech- 
net. Bezeichnet  nämlich  v  das  Volumen  der  Erde ,  u  die  Länge  des  Meri- 
dians, /  die  Tageslänge,  z  eine  Secnnde  oder  /: 86400,  Ju  die  Verkürzung 
des  Meridians,  so  ist 

(0  :  »t  =  Q*^*  •  ^i'^"  =  v*^* '  ^^^*  =  «1*  •  w*» 
also 

09  :  09,  =  M,*  \U^  cst^lt 

('-»v)-=('-')-'- 

Hieraus  ergiobt  sich  weiter 

»  :t  =  2du:u=zl  -.86400 
and  endlich 

Ju=^u:  172800. 

Dabei  würde  das  Axenverhältniss  b:a  von  1,00433441  kaum  auf  1,00433444 
gestiegen  sein.  Es  int  aber  anzunehmen,  dass  seit  Hipparch^s  Zeiten  die 
Tageslänge  nicht  um  ein  Hundertstel  einer  Secnnde  abgenommen  habe**. 


Ferner  ist 


also 


*  Astron.  Nachr. ,  Altona,  XIX,  Nr.  438  S.  97—  1 16. 
♦*  Humboldt's  Kosmos,  I,  8. 183,  427. 
Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Phy»ik,  XVI,  4.  Digitiz^ggay  CiOOglC 
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wonach  innerbslb  der  änsierrten  Grenze  dieser  Abnahme  die  L2n^  des 
mittleren  Meridiangrades  sich  seit  der  Zeit  nicht  nm  0,00M  Toise  ▼eikuiii 
haben  kann«  Laplace  hat  berechnet^,  dass  dieser  Grosse  eine  Abnahme 
der  mittleren  ErdwSrme  am  kaum  i^*C.  entspricht  Nimmt  man  nämlich 
den  Ansdebnnngscoef&cienten  der  Erdmasse  gleich  dem  des  Glases  0,00001 
an  9  BO  findet  die  Relation 

sUtt,  also  ist  «=r— r*  C. 
1T2,8 

Es  möge  nun  noch  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeit  m  der 
jetzigen  Periode  zn  derjenigen  bei  r=0,2246657  berechnet  werden. 

Bei  den  oben  angenommenen  Einheiten  der  Elemente  der  Bewegung 
nnd  Dichtigkeit  ist  die  Gravitationsconstante  f=  1 :  (2n  .  0,2246657).  Ffir 
sehr  kleine  Werthe  von  X  ist  V=^X*  und  für  das  homogene  Erdsphäroid 
A  =  0,09287,  aUo 

(A^')'U  +  ^')'  ^  0,22466».  7,3974*. 
9 
Demgemftss  ist  nnn 

Q  =  0,0000000221 
nnd 

0=3  0,00001606, 

der  Aeqnatorialhalbmesser  dazn 

6=1  :^w  =  264. 
Gehen  wir  zu  noch  höheren  Graden  der  Condensation  über,  so  wird 
gemäss  77)  erst  bei  einer  Verdichtung  auf  4as  700,000000  fache  der  wirklichen 
das  Maximum  der  Gesammtanziehung  (Fallgeschwindigkeit)  G  am  Aeqnator 
erreicht  sein,  und  zwar  bei  einer  200000 fachen  Umdrehnngsgeschwindig- 
keit  die  TageslAnge  noch  ungefähr  eine  Ter tie  betragen,  ohne  dass  inner- 
halb dieser  Grenzen  an  eine  Abschleudernng  der  Stoffe  gedacht  werden 
könnte.   Gemäss  der  Relation  66)  ist  bei  ^  =  oc 

Lim  o>  ^  6,6082 : 0,000015  =  440000, 

und  gemäss  60) 

Limb  =  1  :  {264.2,5725}  =  1  :  660. 

Hieraus  geht  dann  schliesslich  hervor,  dass  bei  einer  Condensation  der 
Materie  des  Erdspbäroids  bis  ins  Unendliche  die  Umdrehungsgeschwindig- 
keit der  Erde  um  ihre  Aze  auf  das  440000 fache  gesteigert  werden  würde, 
ohne  dabs  die  Schwangkraft  die  Schwerkraft  (Massenanziehung)  am  Aeqna- 
tor erreichen  oder  gar  überwiegen  würde,  dass  ferner  selbst  an  dieser  Grenze 
der  Verdichtung  sich  der  Aequatorialdurchmesser  nur  bis  auf  2,6  Meilen 


*  Exposition  du  syst,  du  monde,  pag,  229,  268.   Mic.  eil.,  T.  V.  ftig.  18,  72. 
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▼erküraen,  die  Tageslänge  auch  noch  etwas  weniger  als  eine  halbe 
Tertie  betragen  müsste. 

Wir  bemerken  noch ,  dass  die  oben  berechneten  Tafeln  für  V  nnd  X 
unter  allen  Umständen  Giltigkeit  behalten. 

Es  bleibt  noch  fibrig,  Betrachtungen  über  diese  Verhältnisse  an  dem 
Ell.  (y)  anzustellen.  Es  ist  die  halbe  Summe  der  Momente  der  Bewegungs- 
quantität oder  die  Energie 

80)  ^_?/W^     ^.     (l  +  A«)  +  (l-t-V) 

^  io(f«p)v.-      •(i+iT'.(i+A.')"/'" 

Für  constante  £  und  iX/  ist 

'  (i+i')'(i+V)'    •   •    (i+i')«(i+V)JV~^'*" 

wo  r, ,  £,  £,  nnd  p,  sich  auf  ein  zweites  Ell.  (y)  beaiehen. 
Femer  ist 


82)      «» .  i(^+^')  +  ('+V)?  ,  „*  [Q+Z») +  (!+£.')]' 


=  /»*•«« 


und 


(i +i')  (1 +A.*)    •   '      (1+i')  (1 + V)  "  -  <•  =  ^' 

p.  [(1 +^')+(i+t,')? .    .  [(i+LQ  +  ci+V)]«  _ 
(f +i')  (1 +i,»;    •  '^'  -  (1 +X')(i+V)     "•"'"•' 


Sei  wiederum  c>6,  also  A,  >iL  und  Li>  L  und  mögen  die  mit  einem 
Index  bezeichneten  Elemente  als  constant  angesehen  werden,  so  folgt  zu- 
nächst aus  81),  dass  q  nicht  Null,  sondern  nur  oo  werden  kann,  wenn  nicht 
A  =  A,  ist,  in  welchem  Falle  für  ^  =  0  auch  A  =  0  werden  müsste.  Es  ist 
mithin  bei  dem  dreiaxigen  Ellipsoide  (y)  der  unendliche  Gelinder  mit 
kreisförmigem  Querschnitt  die  Grenzfigur  der  Condensation.  Für  zwei  stark 
condensirte,  also  auch  stark  verlängerte  Ellipsoide  {y)  wird  nach  81)  sich 
verhalten 

84)  ?  :  (>,i  =  A.«  \lognai{X,^)Y  -  ^*  \^ognai  (Z,«)  j», 

d.  h.  die  Abplattungen  (Verlängerungen)  nehmen  zu  mit  der  Dichtigkeit 
und  es  wird  schliesslich  Aj=oo  für  ^  =  6o.  Die  Winkelgeschwindigkeit 
wächst  ebenfalls  continuirlich  mit  der  Condensation,  weil  das  Trägheits- 
moment sich  verkleinert.  Zur  deutlicheren  Einsicht  in  die  Aenderungen 
aller  in  Betracht  kommenden  Elemente  beziehen  wir  alles  auf  den  Maximal- 
werth  von  F,  =0,18711  und  L^L^^  1,3946.  An  dieser  Stelle  sei  wiederum 

^,  =  1,  «1  =  1,  Cj=6j==l  und  Ar,  =  a),*6j  =  l, 
so  ist 

6?,  =  5,  +  A:,  =  —  l,7583it, 
und  die  Gravitationsconstante 

/•^nCaw.OjlSTll). 
Es  ist  mithin 

85)  I!.lÜ+*!Hl(!±W  =  o  18711'  ^  2945« 
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>i^^^A^^^^^^^^^^w*^. 


Ist  Xi  beträchtlich  gross,   also  X  sehr  klein   and   F= /o^nol  (A,*) :  X,*, 
80  ist 

X       /,        N        0,18711«.  2».  2,945* 

Gemäss  83)  ist  ferner  für  ^  =  oo 
87)  Zim(«,:a,0=^«m  j  F«lÜ+^^^^         ;  R==Lim  |%«a/(V)r=oo. 
Nun  ist  weiter  ftir  irgend  zwei  Eil.  (y) 

also  mit  Bücksicht  auf  82)  allgemein 

88)  fl>:fl)u  =  (Ä*n  +  c'n):(fr'  +  0  =  ^„:r 

und 

89)        ^:?,.=c«,,/r+r«(i+v):c»^/r+r*(i+v). 

Weil  nun  Lim  (o> :  o>i)  =  oo,  so  ist  Lim  (c  :  c,)  =  0.  Indess  nimmt  die 
grösste  Axe  c  sehr  langsam  ab,  wie  aus  84)  folgt,  und  zwar  nahezu  um- 
gekehrt, wie  die  Logarithmen  aus  den  Axenverhältnissen  Xt  und  Zi,  wobei 
X|  =c  :  a  und  Z,  =c,,  :  a,|  ist.  Da  nämlich  bei  starken  Condensationen  b 
und  6ii  in  a  und  an  übergehen,  so  ist  ftir  ^>^ii  und  84)  X,  >Zi 
a'c  :  a«n  c„  =  p,, :  ^  =  Z|«|/o^«a/(Z,«)  j» :  X,»{%na/(V)}» 

=  ^;^{%««/Z,}»:-J%n«/A,J», 
»II  " 

folglich 

90)  c  log  A|  =  c,  I  log  Lt 
und 

Zim  (c:c„)  =  Ztm  |/oörZ|  :/o^A, }  =  0. 

Die  Halbaze  c  bleibt  also  zuletzt  innerhalb  weiter  Grenzen  constant, 
geht  aber  doch  für  ^=3  oo  in  0  über.    Hieraus  folgt  für  (»  =  oo 

91)  «*:ö*ii=?ii  :^ 

Die  Condensation  findet  also  ebenso ,  wie  bei  EIL  (a)  und  (ß)  vorzugsweise 
in  der  Richtung  der  kürzesten  Axe  statt. 

Bezeichnen  nun  k  und  k^  die  Schwungkräfte  an  den  Polen  B,  j^and 
JTii  dieselben  an  den  Polen  C  zweier  beliebiger  Jacobi 'scher  Ellipsoide, 
80  ist  allgemein 

Ar :  A:,!  =  »*/> :  a)*|,  6„ ,     K :  i'n  =  a^c :  «)*,j  <:„ , 
woraus  weiter  folgt 

Combinirt  man  die  Relationen  92)  und  93) ,  so  resultirt 
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oder 

95)  AtäTi,  :  Ä:,,Ä'  =  6Ci,  :  b^^c. 

Ferner  ist 
06)  C^  +  Ä^O  :  ik»u  +  K\,)  =  «»  :  «»„  =  ^'ii :  T\ 

d.  L.  die  Summe  der  Quadrate  der  Schwungkräfte  an  den  beiden  Polen  des 
Aeqnators  irgend  zweier  Jacobi'scher  Ellipsoide  von  derselben  Masse 
und  Energie  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Guben  der  Umdrehungs- 
zeiten. 

Sind  b  und  6ii  sehr  klein  gegen  c  und  Cji,  so  geht  93)  über  in 

und  96)  in 

also 

CO  :  o>it  =ac*ii  •.  c* 
und 

entsprechend  dem  Ell.  {ß)  mit  sehr  grosser  Excentricität.  Hieraus  ergiebt 
sich  noch,  wie  auch  weiter  unten  gezeigt  wird, 

Lim  (A::  A:,)  =  00 ,     Lim  (Ä'iÄ'i)  =  ooA, , 
worin  A:,  und  K^  nach  der  adoptirten  Einheit  gleich  1  ist. 

Wir  haben  noch  das  Verhältniss  der  Gesanimtanziehung  G  an  den 
Polen  der  längsten  Axe  zu  den  Einheiten  G^  und  k^  zu  untersuchen. 

Bei  consfanter  Dichtigkeit  und  variabler  Energie  findet  das  Maximum 
der  Fallgeschwindigkeit  statt  bei  A  =  il|  ==  1,3946  und  F=0,18711,  das  Mini- 
mum bei  Af  =  00.    Es  ist  nämlich  für  diesen  Fall 


97)  G,  :  <6,  =4«/*^,  ^'^^^y""^=:-- 1,7583, 


und 
91 
mithin 


Cjca  — 1,7583. Ar,. 

Für  1  s=  0,  A,  =  00  ist  weiter 

1 
/t         ■/.,/*     w*^«  ^        lognail^ 

0 
=  ^  2 jr /•(»  Fe  =  —  o)*c  =  —  ^, 
mithin  auch 

Bei  variabler  Dichtigkeit  und  constanter  Energie  wie  Masse  findet  da* 
gegen  das  Maximum  von  G  erst  bei  ^  =  oo  statt.    Es  ist  nämlich 


(?===C+a)«c«-47r/p-^.c.--^^  +  aFc, 
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wenn 


1 


bedeutet.     Es  ist  nun  näherungsweise  mit  Vernachlässigung  sehr  kleiner 
Grössen  zweiter  Ordnung 


d  (A,  F)  _  lognal  jl,  +  /l  +  A,') 


KPmHH 


wobei  X  also  sehr  kJeiu ,  A|  sehr  gross  angeDommeii  ist.   Wegen 

lognat  (i,  +  VT+T})  =  lognanl,  +  ^-,+ . . . 
und 

wird  also  sein 


oder 

]2lognam 


'zißzM\. 


Mit  Anwendung  der  Belationen  83)  und  89)  geht  diese  Gleichang 
über  in 

aa^   t     H    _Ji+i')Ml+V)    _     Sl,*V-(ilognal2k,-i)l 

und  wenn  man  ftir  F seinen  Wertb  [2lognai2li—Z]  il*  einsetzt  und  Doch 
nnendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  vernachlftssigt: 

^    *.~     (i+AT'(i+v)"'l      V  Ä?      r 

Der  erste  Theil  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  der  Schwung- 
kraft Kf  der  zweite  Theil  der  Massenanziehung  C  proportional.  Durch  Ein- 
führung der  Constanten  Z  =  Zi  =  1,3946  resultirt  nunmehr 

k,      16Fi>(l+Zi«)%'      k,  ^  16  F,»(1  +  Z,«)"A  • 
Mithin  ist 

*i  Atj      ""      16F,»(1  +  V)'/»' 

Alle  drei  Werthe  sind  unendlich  gross,  so  jedoch,  dass 
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bleibt.  Bei  dem  £11.  (y)  wird  mitbin  die  Gesammtanziebung  am  Pole  der 
Axe  anletzt  unendlicb  gross ,  wäbrend  sie  bei  dem  Ell.  (y)  stets  endlich 
bleibt  nnd  für  ^  =  oo  in  Null  übergeht. 

Da  die  Resnltate  vorstehender  Untersuchungen  in  ihrer  Beziehung  zum 
Erdball  ein  specielles  Interesse  darbieten ,  so  möge  noch  eine  Uebersicht 
über  die  Axenverhältnisse  und  Excursionen  der  für  den  der  Erde  zukommen- 
den Werth  F«  =  0,00220971  möglichen  Oleichgewichtsfiguren  folgeo. 
I.     a  =  1 ,  fr  =  c  ~  1,00433441  [Rotationsellipsoid  (o)]. 
6  =  c  =  680,49.     [Rotationsellipsoid  (/5).] 
b  =  1,00231337 ,  c  =  52,4346.     [ J  a  c  o  b  i '  sches  Ellipsoid  (y).] 
IL     a  =s  OD,  6  8=  r  =s  1.     [Unendlicher  Kreisoylinder.] 

6  =  1,  c  =  867,68.     [Unendlicher  elliptischer  Cylinder.] 
i(r+r,)  =  1,  r  —  Ti  =0,002291.     [Unendlicher  Hohlcj linder.] 
^(r+r,)==l,  r  —  r,==  0,002291,  4(Ä+Ä0=/«,  Ä  —  Ä,  =  0,00375. 
[Zwei  coaxiale  Hohleylinder  von  gleicher  Rotation,  ilfi:^  =  4.] 

III.  a  =3  1 ,  6  =  1 ,0039 ,  r  =  33,359.     [Ring  (a)  ohne  Gentralkörper.] 

b  =  242,0 ,     r  =  243,2.     [Ring  (ß)  ohne  Gentralkörper.] 

IV.  ar=:l,  6=1,0002,  r  =  6,619^.     [Ring(a)  mit  grossem  Gentralkör- 

per in  grossem  Abstände.] 
6  =  289,89,  r  =  6,619  Ä,     [Ring  {ß)  mit  grossem  Gentralkör- 
per in  grossem  Abstände.] 

V.  a=l,   6  =  1,0017,   c  =  l,0l07,  r  =  4,169.     [System  zweier  gleicher 

Jacobi'scher  Ellipsoide  (y)  mit  gleicher  Rotation  und  Revolu- 
tionsdauer.] 

VI.  a=al,  6  =  1,0017,  c  =  1,0170,  r  =  6,6l9Ä 

6  =  1.00115,  c  =  26,8,  r  =  6,619Ä.     [Mondfiguren  oder  El- 
lipsoide  (y)  mit  grossem  Gentralkörper  in  grossem  Abstände.] 
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XIV. 

AnalytiBche  und  geometriBche  AuflöBung  einiger 

photometriBcher  Probleme  und  ein  neues 

Fhotometer. 

Von 

Jos.  Wesely   in  Prag. 


(Hiereu  Taf.  III,  Fig.  1—16.) 


Sind  zwei  ungleich  intensive,  jedoch  gleichartige  Lichtquellen  (resp. 
Lichtpunkte*)  1  und  t  durch  ihre  Luge  A  und  B^  und  ihre  Intensitäten  l 
und  t  gegeben,  dann  eine  Ebene  EE  (weisse  Fläche),  und  erleuchten  diese 
«Lichtpunkte  in  den  Abständen  a  und  b  die  Ebene,  und  man  soll  den  geo- 
metrischen Ort  (Isophotencurve)  derjenigen  Punkte  in  der  Ebene 
EE  auffinden,  auf  welche  von  beiden  Lichtquellen  dasselbe 
Lichiquantum  (dieselbe  relative  Beleuchtung)  auffällt,  dann  kann 
man,  wie  folgt,  verfahren: 

L     Auflösung  durch  Rechnung. 

1.  Sei  P  einer  der  fraglichen  Punkte  und  wird  in  der  Fig.  I  folgende 
Bezeichnung  eingeführt: 

i^  ^1  =  a ,     B  Bi=i  b  ^     A^B^^=^c\ 

AP^u,   BP=»v, 
ferner  PD  senkrecht  auf  EE  errichtet,  <)C^APD^a  und  <X />/>£?  = /5  be- 
zeichnet, 80  wird  der  Punkt  Pvon  A  aus  die  Lichtmenge 

cosa 


B=i.    ^ 


erhalten. 


*  Für  Lichtquellen,  beziehungsweise  leuchtende  Gasmassen,  kann  man  in 
Hinsicht  ihrer  Wirkung  auf  Erleuchtung  bestimmte  Lichtpunkte  substU 
tu  Iren,  wie  wir  a.  O.  zeigen  werden. 
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Die  Erleuchtung  des  Punktes  P  durch  B  ist 

•       .    cosß 

Substituirt  man  für  cosa  und  cosß  die  Werthe 

a  a  o      ^  ^ 


dann  ist 

b 


B: 


Soll  nun  der  Aufgabe  gemäss  B  =  b  sein ,  so  muss 
/ .  a  t .  6 

werden,  oder 

wenn  2l  =  (frt)Vi  und  83  =  (16)*/»  gepetzt  wird,  sonach 

i^enn 

e  =  93  a« -31 6« 
bedeutet. 

Die  Gleichung   i)  ist   die   bipolare   Gleichung   des   gesuchten 
g^e  ometrischen  Ortes. 

Auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogen,  ist 

p^  —  x^'  +  y^  und  y*  =  (c  —  o;)' +  y*, 
daher  die  Gleichung  1)  in  folgende  übergeht: 

Dies  ist  aber  eine  allgemeine  Gleichung  des  Kreises,  dessen 
Radius 

ist ,  und  dessen  Abscisse  des  Mittelpunktes 

_     Sic 

ist.    Setzt  man 

in  die  Gleichungen  2)  und  3)  ein,  so  können  diese  Gleichungen  auch  in  fol- 
gender Gestalt  geschrieben  werden : 

5)  3i  =  ^j^  .  /ÄVT"(A'-l)(a'-**^*) . 
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Die  Aufgabe  ist  somit  aufgelöst;  deon  alle  Strahlen,  welche  von  bei* 
den  Lichtquellen  ausgehen  und  dieselben  Punkte  der  Kreisperipherie  vom 
Radius  91  treffen,  erfüllen  die  gegebenen  Bedingungen.  Die  Isophoten- 
curve  ist  demnach  ein  Kreis. 

2.  Für  n=36  wird  .4F  parallel  zu  EE,  und  sodann  geht  9t  in  Sl,, 
£  in  li  und  k  in  k^  über,  welche  Grössen  durch  die  Gleichungen 

3  /T- 


7)  *'=f  ? 


gegeben  erscheinen. 
3.    Nun  ist  auch 

und  für  B  =  b 
oder 


V-i 


B      I    cos  et    V* 
b       i  '  cosß  *  M* 

1     cosa      I    a    V 

3. 


'/La 

10)  M  =  PÄ. 

Für  ar=b  gebt  t/  in  t/, ,  t;  in  t^i  und  A'  in  Ati  über ,  daher 

U      ttf 

gefunden    wird.     Somit  sind  die  Entfernungsverhältnisse-,  —  ... 
constante  Grössen. 

4.  I8ta=6  und  soll  ausserdem  APB  senkrecht  auf  der  Ebene  j^J? 
sein ,  dann  findet  man  in  diesem  speciellen  Falle  für  t/|  und  t^t  folgende  Re- 
lationen : 

Nach  Fig.  2  ist 

c  =  C|  +  c,j  und  a' =  M|' —  Cj*  =  Vi*  —  c'^, 
somit 

(Ui  +  Vi)  (wi— t^O  =  c  (Ci— Ci,). 

Sucht  man  die  Werthe  von  Uj  +  Vi  und  tii  ^  V|  aus  der  Proportion 

Ut'.Vi=ki:ij 
so  findet  man 

Wi  +  Vi  =  c,  (A:,  +  l)  und  "i  —  »i  =  Vi  (Ati  — l), 

daher 

fi'(V-0  =  ^(Ct-^ii)=*^(<^-2Cu)  und  (a«+c«H)(Äi*-l)  =  c(c-2CH) 
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oder 

^"  +  ^/«.  r  ^n  -     itT^i     • 

Die  GleichuDg  nach  c^  aafgelöst,  giebt 

12)  ^ii=j^7ri±?' 

und  da  c*j  =  c  —  c„  ist,  so  erhält  man 

13)  ''•=ÄT:ri  +  ?' 

wenn 


ist. 

Nach  einer  der  frttheren  Gleichnngen  ist 


Sabstitairt  man  den  Werth  für  Cu  ans  den  Gleichnngen  12)  und  14)  in 
die  Gleichung  für  V| ,  dann  ist 

15)  «^1  =  +  rr—,  /c«  (Ar,«+1)  HF  27^c*  *,«-  a«  (V-1-)" , 
somit ,  da  f/^  ==  t;^  Ar|  ist ,  wird 

16)  «1  =  ±  j^TZTi  ^^  (*i'+l)  +  2c  ^^^Ä7^a«"(V^'. 

Das  Ar,  ist  aus  der  Gleichung  7)  zu  bestimmen  und  der  Werth  in  16) 
und  17)  einzusetzen.  Somit  ist  t/j  und  v^  durch  sämmtliche  bekannte  Grös- 
sen ausgedrückt  und  die  Aufgabe  daher  aufgelöst. 

Aus  den  Gleichungen  12)  und  13)  ist  ersichtlich,  dass  man  für  o,|  und  Ci 
je  zwei  verschiedene  Werthe  findet,  je  nachdem  man  das  obere  oder  untere 
Zeichen  nimmt. 

Soll  die  Wurzel  reell  sein,  dann  muss  c^k^  gleich  oder  grösser  sein  als 
a«(iti'-l)«oder 

Für 

")  "=»^, 

erhält  man  blos  je  einen  Werth  für  c,  und  c,].   Für 

cAti 


sind  Ci  und  c,|  und  somit  auch  t/|  und  t^]  imaginär. 

IL  1.  Constructiv  lassen  sich  diese  Aufgaben  viel  einfacher 
und  eleganter  auflösen,  als  durch  Rechnung ,  wenn  man  nämlich  von  der 
Gleichung  10):  u^„k 
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aasgeht  und  dieselbe  in  Form  einer  Proportion  schreibt : 
20)  M  :  »  =  Ä  :  1. 

Theilt  man  demnach  die  Entfernung  AB  (Fig.  1)  durch  C  in  dem  Ver- 
hältnisse wie  A::l,  dann  hat  man  blos  P  in  der  Ebene  EE  so  zu  suchen,  dass 
CP  im  Dreiecke  ABP  den  Winkel  zwischen  u  und  v  halbirt;  denn  für 

^  APB 

ist 

u:v  =  ACiBC  =  k:\ 
und 


AC     k      ^Vj.a 


Somit  hat  man  zwischen  A  und  B  den  Punkt  C  so  zu  bestimmen, 

dass  folgenden  Gleichungen  Genüge  geleistet  wird: 

k  1 

AC=AB.y-—    und    BC=AB.  ---, 
k+ l  k+ 1 

was  entweder  durch  Rechnung  oder  constructiv  gefunden  werden  kann. 
Um  die  Punkte  P,  P, ,  P,| ...  in  der  Ebene  EE  zu  finden,  erinnert 
man  sich  we^er  auf  einen  Satz  der  Geometrie ,  dahin  lautend : 

„Die  Geraden,    welche   in  einem  Dreiecke  einen  Winkel  und 
dessen  Nebenwinkel  halbiren ,  theilen  die  gegenüberliegende  Seite 
innen  und  aussen  nach  dem  Vevhältniss  der  den  Winkel  einschlies- 
senden  Seiten" 
oder: 

„Die   Halbirungslinie   eines  Winkels   und   das  Per- 
pendikel  darauf  theilen    diesen    Winkel    harmonisch**, 
und  weiter: 

„Die  Punkte,  deren  Abstände  von  zwei  gegebenen 
Punkten  ein  gegebenes  Verhältuiss  haben,   liegen  auf 
dem   Kreise,    der    die   Strecke    der  gegebenen   Punkte 
innen  und  aussen  nach  dem  gegebenen  Verhältniss  nor- 
mal schneidet.** 
Bekanntlich  heisst  die  Theilung  einer  Strecke  innen  und  aussen  nach 
demselben  Verhältnisse  eine  Theilung  derselben  in  proportionale  Segmente 
oder  eine  harmonische  Theilung  derselben. 

Construirt  man  demnach  den  zu  C  harmonisch  liegenden  Punkt  £  be- 
züglich AB,  dann  ist  CE  der  Durchmesser  des  besagten  Kreises  IT^  auf  dem 
die  gesuchten  Punkte  P,  jP»  . . .  liegen  müssen,    (Fig.  3.) 

Da  diese  Kreisperipherie  an  keine  anderen  Bedingungen  geknüpft  ist, 
%o  kann  ihre  Ebene  einen  beliebigen  Winkel  mit  der  Ebene  EE  bilden, 
wenn  nur  die  Lage  des  Durchmessers  CE  dabei  nicht  geändert  wird;  daher 
müssen  auch  durch  jeden  Funkt  der  durch  CE  als  Durchmesser  geleg- 
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*>.^^<•-«^^rf•>^>^ 


ten  Xngelober fläche  alle  Apolloniuskreise  gehen,  welche  alle  Punkte 
von  der  fraglichen  Beschaffenheit  enthalten. 

Sucht  man  nun  den  Durchschnitt  der  Kugel  vom  Diameter  CE 
mit  der  £bene  EE  auf,  dann  erhält  man  die  Kreisfläche  ß  vom  Halb- 
messer St)  auf  deren  Peripherie  die  verlangten  Punkte  vom  constan- 
ten  Entfernungsverhältniss  liegen. 

Die  Gonstruction  ist  in  Fig.  5  ausgeführt,  so  zwar,  dass  der  Kreis  ß 
ans  der  auf  die  Papierebene  senkrechten  Ebene  EE  in  die  Papierebene  um 
gelegt  worden  ist. 

Ist  z.B.  7  =  4,  r  =  ?t   c  =  3,    mithin  31  =  4,  85  =  1,    ferner  6  =  0, 
t       *     ö 

dann  ist  k^=:2,  8fi=2  und  £=4,  welches  Rechnungsresultat  mit  dem  durch 

Gonstruction  gefundenen  genau  übereinstimmt.    (Fig.  6  a.) 

Ist  7=*,  r=T>  <^  =  3,  dann  ist  Af|  =  2,  8lii  =  l/3=l,732und  g,=4. 
t  0 

Die  yz  (Fig.  4b)  wird  constructiv  dadurch  gefunden,  dass  man  auf 
eine  Strecke  die  Einheit  viermal  neben  einander  aufträgt,  aus  dem  Mittel- 
punkte derselben  mit  dem  Halbmesser  2  einen  Halbkreis  beschreibt  und  im 
dritten  Theilatrich  ein  Perpendikel  errichtet,  dessen  Länge  durch  die  Kreis« 
peripberie  begrenzt ^  die  verlangte  ^3  giebt. 

2.  Construirt  man  nun  diejenigen  Punkte  /^,  -P, ...  für  a  =  6,  welche 
in  der  auf  EE  senkrechten  Ebene  ABPP^  liegen  (siehe  I,  4),  dann  ist  ein- 
leuchtend, dass  die  Kreisperipherie  K  die  Ebene  EET  entweder  in  zwei 
Punkten  schneidet  oder  blos  in  einem  Punkte  berührt,  oder  endlich  gar 
nicht  schneidet,  je  nachdem  der  Halbmesser  CO  =  r  grösser,  gleich  oder 
kleiner  ist  als  die  Entfernung  a. 

Nun  ist 


sonach 


CB  +  BE       ^   k.      JE     c+BE 


Mnltiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  des  rechten  Theiles  der  Gleichung  mit 

(^1  + 1)  >  «o  erhält  man 

cki 

eine  Gleichung,  die  wir  schon  früher  als  18)  erhalten  haben. 

3.  Für  /=!  und  a=6  ist  Ar|  =  l,  somit  rs=iC. =  oo  und  AC=i  CB, 

demnach  der  zu  C  harmonisch  liegende  Punkt  E  in  unendlicher  Entfernung, 
und  der  Kreis  übergeht  mithin  in  eine  durch  C  gehende,  auf  der  Ebene  Et! 
senkrechte  Gerade  T.  Ist  jedoch  die  Aufgabe  nicht  an  die  Bedingung  ge- 
knüpft, dass  ACBP  senkrecht  auf  der  Ebene  EE  sein  soll,  dann  ist  evident, 
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dass  die  Kugel  in  eine  auf  £E  senkrechte  anendliche  Ebene  übergeht. 
Für  beide  FÄlle  ist  f/,=r,.    (Fig.  ö.) 

4.  Ist  die  Ebene  EE  parallel  zu  AB  and  APB  senkrecht  aaf  EE, 
dann  ist  der  Darchmesser  2%  des  Kreises  St  (Fig.  6): 

2%^'Zq, 
daher 

was  aach  aus  den  beiden  Gleichungen  8)  und  14)  zu  ersehen  ist. 

Ferner  ist  die  Erleachtang  je  zweier  Punkte  dieses  Kreises  ß,  und 
zwar  der  Punkte  m  und  mj ,  n  und  nj ,  o  und  0|  etc.  eine  gleiche.  Denkt 
man  sich  Ä  als  die  Spitze  eines  geraden  Kegels ,  dessen  halbe  Oeffnung  an 
der  Basis  Ai  P  ist ,  so  wird  wegen  Gleichheit  aller  U|  und  der  zugehörigen 
Incidenzwinkel  der  in  der  Ebene  EE  verzeichnete  Kreis  IT^^  dieselbe  Inten* 
sität  haben,  wie  der  mit  dem  Halbmesser  B^P  beschriebene  IC^^  folglich 
sind  Fui  ^^^  ^vi  zwei  Isophoten  (Linien  gleicher  Lichtintensität). 

Ebenso  finden  wir  £'u^  und  IC'p^  >als  zwei  zugehörige  Isophoten^  von 
einer  andern  relativen  Erleuchtung. 

5.  Soll  das  Verhältniss  der  Lichtmengen  7  bestimmt  werden  für  den 

Fall ,  dass  die  durch  den  Punkt  C  gezogene  Linie  CP  parallel  wird  zu  a 
oder  6,  und  P  durch  /und  t  gleich  intensiv  erleuchtet  wird  (Fig.  7),  dann 
verlängere  man  a  nach  aj,  mache  a=iij  und  verbinde  A^  mit  B^  sodann 
schneidet  A^B  die  Ebene  EE  in  P.  Nun  entspricht  die  durch  P  zn  a  ge- 
zogene Parallele  der  fraglichen  Bedingung,  sobald 

t      a  '  \g/ 
und  p+g=c,  k-\-l  =  AB  ist,  also  auch 


Ist  ausserdem  a=&,  dann  ist 


B. 

Für 


-  =  4,     ^J9  =  3,     ist  Ä  =  2   und  -:=i.2'=!4. 


a 

Dieser  Fall  ist  in  Fig.  6  dargeteilt. 
Für  fl=ft  and  /f,=2,  oder  AB^S  ist 

I 


.  =  8. 

I 
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6.  Weiter  ist  einleuchtend  ,  dass  man  statt  der  Ebene  EE  jede 
krumme  Oberfläche,  jede  ebene  Carve  oder  Gerade  nehmen  kann  nnd  auf 
dieser  die  Punkte  gleicher  Erlenclitung  durch  /  nnd  t  findet,  wenn  man  den 
Durchschnitt  besagter  Apolloniuskugeloberfläche  mit  dem  betreffenden  geo- 
metrischen Gebilde  sucht. 

7.  Nehmen  wir  nun  den  Fall  an,  dass  die  beiden  Lichtquellen  I  und  t 
in  den  beiden  Brennpunkten  einer  Ellipse  liegen  (Fig.  8) ,  sodann  suchen 
wir  C  und  dann  das  zugehörige  E  ähnlich  wie  früher,  indem  wir  von  der 
Gleichung  ausgehen : 

l^^i_^       daher    ^  =  f«y 
und 


"="/f 


oder     M  =  c  .  Afii 


ICiCi^k^  :1, 
und  finden,  indem  wir  den  Kreis  IC  verzeichnen,  die  Punkte  P  und  Pj  von 
der  bereits  öfter  berührten  Beschaffenheit, 

In  diesem  Falle  sind  EP  und  EPi  zugleich  Tangenten  an  die  Ellipse. 
Für  /=t  wird  Ar|i  =  l,  daher  fällt  C  mit  Oj ,  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse 
zusammen,  und  E  liegt  daher  unendlich  weit  entfernt;  somit  geht  der  Apol- 
loniuskreis  in  die  unendlich  verlängerte  kleine  Axe  T  der  Ellipse  über, 
welche  die  Curve  in  $  und  ^|  schneidet.  (Fig.  8.)  Dieselbe  Con- 
stante  k^  gilt  für  ein  Rotationsellipsoid,  entstanden  durch  Um- 
drehung der  Ellipse  um  die  Axe  /i,  wenn  1  und  t  in  dessen  Brennpunkten 
sich  befinden;  der  Kreis  K  übergeht  sodann  in  die  Apollonuiskugel  von  dem- 
selben Durchmesser  CE^  und  der  Durchschnitt  dieser  Kugel  mit  dem  Ellip- 
soid  ist  ein  Kreis  St  vom  Durchmesser  PPt,  welcher  in  der  Fig.  8  in  die 
Zeichnungsebene  umgelegt  worden  ist. 

8.  Für  eine  Parabel,  welche  im  Brennpunkte  die  eine  Lichtquelle  t 
und  in  unendlicher  Entfernung  die  zweite  Lichtquelle  /(z.  B.  Normalöllampe 
und  Sonne)  enthält,  muss  für  Punkte  gleicher  Erleuchtung  (Fig.  9) 

tt  -=  »  .  Ati,  =  t; .  7/  T 

sein,  daher  abermals 

76?:Cf==^„  :1, 
und  P  und  P^  sind  daher  die  fraglichen  Paukte. 

ÄTii  gilt  auch  für  ein  Kotationsparaboloid  und  der  Durchschnitt 
der  Apolloniuskngel  Jif,  nämlich  die  Kreisperipherie  S  vom  Durchmesser 
PPf ,  leistet  der  Aufgabe  Genüge. 

9.  Ea  sind  zwei  auf  die  Zeichnungsfläche  senkrechte  Ebenen  E  und 
E|  gegeben  und  in  A  die  Lichtquelle  /,  deren  Lage  durch  a  und  b  (Fig.  10) 
fixirt  ist ;  man  soll  Punkte  von  E  nnd  Ej  finden ,  welche  durch  /  gleich  in- 
tensiv erleuchtet  werden.  ^ 
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Der  Aufgabe  gemäss  mnss 

I,cosa      I.cosß        ,    /mV      cosa 
i —  = T-^    und    (-)  = -i 


ausserdem  ist 


somit 


cosa=  -    und   cosp  =  -'y 
u  '^       V 


©•=:-  -  r=^- 


Setzt  man 


V" 


dann  hat  die  Gleichung  die  Form 
Für  a=6  ist  k^^=sl  und  daher 

Z.  B.  für  -=:8  ist  u=i2v]    theilt  man  demnach  a  in  zwei  gleiche  Theile, 

0 

mache  also  i4os=ol,  ziehe  durch  o  eine  Parallele  £)  zu  £  und  sodann  die 
Strahlen  1,  2,  3,  4,  5...,  9...,  so  erhält  man  Ij,  2i ,  Sj ,  4, ,  öj...,  9,...  durch 
Construction  von  Kreisschaaren  (beziehungsweise  Kugelschaaren)  auf  die 
in  der  Fig.  11  angedeutete  Weise.  Allgemein  sind  daher  unendlich  viele 
Auflösungen  möglich,  da  man  zur  Bestimmung  einer  Gleichung  mit  zwei 
Unbekannten  hier  blos  eine  einzige  Gleichung  aufstellen  kann.  Wählt  man 
demnach  u  zwischen  den  Werthen  u=a  bis  u=Ab^  und  u=a  bis  11  =  00, 
dann  findet  man  die  zugehörigen  v. 

Bei  der  allgemeinen  Auflösung  bestimme  man  Ar,  graphisch ,  trage  es 
von  A  auf  a  auf,  ebenso  die  zu  Grunde  gelegte  Einheit  ^0  =  1,  und  con- 
struire  wie  früher. 

10.  Sind  drei  lothrechte  Ebenen  E| ,  E,  and  E,  gegeben,  deren  senk- 
rechter Durchschnitt  ein  Dreieck  ist,  und  innerhalb  derselben  in^eineLicht- 
quelle  /  (Fig.  12),  deren  bezügliche  Entfernungen  von  den  Ebenen  a,,  a^ 
und  0,  sind;  man  soll  die  Punkte  gleicher  Erleuchtung  finden.  —  Dann  muss 
zwischen  den  gegebenen  Grössen  folgende  Gleichung  bestehen : 
cosa^       cos  a^      cosa,      B 

wenn  B  die  Erleuchtung  in  den  einzelnen  Punkten  und  /  wiederum  die 

Lichtmenge  bedeutet ,  welche  /  aussendet. 

Nun  ist 

öi  «t  a. 

co8ct^=i-^      cosa.=  — ,     CO*  0|  =-..., 

W,  W,  Mj 

daher 

a.        am  B       ^ 

-'^  =  —i  =...=-=  ^0115/., 
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demnach 


oder 


""'^f^  Ci^r      ""'^f^   ÖonsF.^     ""'""y    C^i^r' 


w,:m,:w,:...=I,  :l,:Ig:.... 
Die  Constante  ist  ein  echter  Bruch ,  der  einen  beliebigen  Werth  haben 
kann,  daher  die  Aufgabe  unbestimmt. 

Ist  z.  B.  ^1  =  1,  at=8  und  (i,c327,  ferner  die  Constante  gleich  | ,  dann 

ist  y-  =  |-  und  somit 

t/,  E=  2 ,  «j  =  4 ,  «8  =  6  oder  U|  :  t/,  :  t/,  =  1  :  2  :  3. 

nL    Die  früher  aufgestellten  Formeln 

w  =  »Är,     Ä  =  7/—     und     m,  =t;,Af,,    A:,  =  7/  r 

oder 

(«Y^  =  i.     ferner     (liY=i 
\vJ  a       t  \r,  /        t 

können  die  Grundlage  zur  Zusammenstellung  eines  neuen  Photometers 

bilden,  und  zwar  entweder  eines  Schattenphotometers  (ähnlich  dem 

Rumford'schen)    oder    eines    Fettfleckphotometers    (ähnlich    dem 

Bunsen^  sehen). 

1.  Man  braucht  nur  in  einen  sogenannten  optischen  Rinne  R  einen 
senkrecht  auf  derselben  stehenden  weissen  Papierschirm  5  (weisse  Wand), 
vor  dem  ein  undurchsichtiges  Stäbchen  «,  etwas  dicker  als  ein  Bleistift 
(matt  schwarz  angestrichen),  vertieal  aufgestellt  wird,  auf  einem  Holzklötz- 
chen ^befestigt,  verschiebbar  anzubringen.    (Fig.  13a  — f.) 

In  einer  zweiten  Einne  i?, ,  die  entweder  unter  einem  beliebigen  Win- 
kel zur  ersteren  geneigt  oder  parallel  zu  derselben  aufgestellt  werden  kann, 
befinden  sich  zwei  verschiebbare  Tischchen  (Holzklötzchen)  T  und  T,  mit 
auf  dem  Blatt  gezeichneten  concentrischen  Ringen,  welche  Tischchen,  in- 
soweit es  nämlich  die  Länge  der  Rinne  gestaltet ,  in  beliebige  Entfernung 
von  einander  gestellt ^  die  beiden  Lichtquellen  /und  i  tragen,  und  zwar  ist 
in  i  die  Normalflamme  (z.  B.  Deleuil  -  CarceTsche  Normalöllampe, 
welche  in  einer  Stunde  42  Gramm  raffinirten  Rüböls  verzehrt,  oder  eine 
S'**  Stearinkerze  drei  Minuten  nach  dem  Anzünden)  und  in  i  die  mit  der- 
selben zu  vergleichende  Lichtquelle.  Die  beiden  Flammen  (resp.  die  Mit- 
telpunkte der  beiden  Lichtmassen)  werden  soviel  als  thunlich  in  gleichen 
Höhen  über  den  Tischplättchen  aufgestellt  und  der  Papierschirm  so  lange 
in  der  Richtung  der  augenscheinlich  schwächeren  Lichtquelle  t  verschoben, 
bis  die  von  s  auf  den  Schirm  S,  und  zwar  von  l  und  i  geworfenen  Schatten 
dem  Auge  gleich  dunkel  erscheinen.  Sodann  werden  die  Entfernungen  ti, 
r,  ö  und  6,  oder  beziehungsweise  m,  und  d,  ,  gemessen,  ihre  Werthe  (in  der- 
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selben  Längeneinheit  ausgedrückt)  in  die  Gleichung  für  -  eingesetzt  jund 

daraus  7  durch  einfache  Rechnung  gefunden. 

Anstatt  des  Stäbchens  j  kann  auch  ein. mit  Stearin  und  Wachs, 
oder,  noch  besser,  mit  Paraffin  und  Wachs  (nach  K.  W.  Zenger)  ge- 
tränkter schmaler  Streifen  (circa  4"^"^  breit)  nn^  des  Papierschirmes  5,  der 
durch  eine  undurchsichtige  Scheidewand  n>  in  zwei  gleiche  Hälften  getheilt 
wird,  benützt  werden.  Dann  hat  blos  das  in  0  situirte  und  vergleichende 
Auge  des  Beobachters  diejenige  mögliche  Stellung  von  F  ausfindig  zn 
machen ,  bei  der  die  Hälften  n  and  ^i  dem  Auge  gleich  intensiv  erscheinen. 

Diese  Art  und  Weise  der  Anordnung  des  Schattenphotometers  liefert, 
wie  meine  Versuche  gezeigt  haben,  bedeutend  genauere  praktische  Resul- 
tate, weil  sie  den  von  der  Theorie  verlangten  Bedingungen  mehr  entspricht, 
als  z.  B.  die  Lichtintensitätsbestimmung  mit  dem  Rumfor duschen  Photo- 
meter, bei  welchem  stillschweigend  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Lichtstrah- 
len der  zu  prüfenden  Lichtquellen  senkrecht  auf  den  Papierschirm  auf- 
fallen, was  jedoch  in  den  seltensten  Fällen  zu  erreichen  möglich  ist. 

2.  Eine  andere  Anordnung  wird  durch  folgendes  Schema  klar: 
X  und  Z,  sind  zwei  um  ein  Charnier  bei  C  drehbare  Lineale ,  die  eine  belie- 
bige, jedoch  unter  sich  gleiche  Theilung  (z.  B.  in  Gentimeter)  besitzen, 
und  zwar  vom  Anfangspunkte  o  aus  aufgetragen.  Ferner  ein  drittes  Lineal 
TT,  mit  dem  Charnier  C  so  verbunden,  dass  die  Kante  desselben  gg^  durch 
0  hindurchgeht  (Fig.  14),  und  endlich  der  Schirm  S  mit  seinem  Stifte  s  in 
fester  Verbindung  mit  TTi,  und  zwar  so,  dass  die  Ebene  der  weissen  Pa- 
pierwand, resp.  ihre  horizontale  Trace,  mit  gg^  zusammenfällt.  Auf  den 
beiden  Linealen  (Latten)  L  und  Z|  sind  verschiebbare  Platten  Ä  und  B  an- 
gebracht, ähnlich  den  Zieltafeln  bei  Nivellirlatten ,  mit  concentrischen  Rin- 
gen versehen  und  mit  einem  Ausschnitte  in  der  Mitte,  der  ein  genaues 
Ablesen  des  Mittelpunktes  dieser  Scheibe,  von  o  aus  gerechnet,  ermöglicht. 
Endlich  als  Beigabe  ein  rechtwinkliges  Lineal  ^iV^  von  einer  in  der  Figur 
angedeuteten  Form,  dessen  eine  Kathete  dieselbe  Theilung  trägt,  wie 
jene  der  Lineale  X  und  X|. 

Da  bei  dieser  Vorrichtung  der  Papierschirm  fix  bleibt  und  die  beiden 
zu  prüfenden  Lichtquellen,  die  auf  A  und  B  gestellt  werden,  eine  zweifache 
Bewegung  haben  können,  nämlich  einmal  im  Kreise  und  das  zweitemal 
längs  einer  Geraden  (des  Lineals),  so  hat  man  sodann  blos  die  Stellung  von 
t  und  /  für  gleiche  Beleuchtung  durch  Beobachtung  ausfindig  zu  machen, 
die  Distanzen  u ,  v ,  a  und  h  an  den  Linealen  abzulesen  und  diese  Werthe 

in  die  Gleichung  für  die  Lichtintensität  /=i  .f— j  .  -      einzusetzen. 

♦  Natürlich  muss  der  Vorsnch,  nm  Fehlerquellen  möglichst  zu  eliminiren ,  iwci- 
mal  ausgeführt  werden  in  der  Weise,  dass  man  die  als  Einheit  angenommene  Licbi- 
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IV.  Die  in  I  Qnd  II  gefülirten  theoretischen  Auseinandersetzungen 
galten  hlosfür  leuchtende  Punkte.  Anders  gestaltet  sich  die  Aufgahe, 
wenn  wir  es  mit  leuchtenden  Oasmassen  zu  thun  hahen. 

Die  auf  ein  FlÄchenelement  d^  fallende  Quantität  des  Lichtes  für 
einen  Lichtpunkt  ist 

Ji  .  rf/i  .  cos  i 
?= -^ , 

wenn  i  den  Incidenzwinkel,  /,  die  Erleuchtungsintensität  des  leuchtenden 
Punktes  und  u  die  liintfernung  desselben  von  df^  bedeutet.    Substituirt  man 

für  cos  i  den  Werth  -  ,   wo  a  die  senkrechte  Entfernung  des  Lichtpunktes 

von  dfi  ausdrückt,  so  ist 

and  wenn  B  die  Lichtstärke  der  beleuchteten  Fläche  bedeutet,  dann  ist 

Hat  man  es  jedoch  mit  einem  leuchtenden  Körper  zu  thun,  der  voll- 
kommen durchsichtig  ist  und  dessen  Brechungsexponent  sich  nicht  merklich 
von  der  Einheit  unterscheidet,  so  ist  die  Lichtmenge  ^,  eines  Volumelemen- 
tes dv  des  leuchtenden  Körpers  (resp.  einer  Gasmasse  V)  auf  ein  Flächen- 
element rf/*, 

J  .dv  .dfi  .  cosi 

?.= -. • 

Für  die  von  der  ganzen  Masse  zugesandte  Lichtmenge  ist 

Eine  glühende  Gasmasse  oder  ein  mit  glühenden  Moleculen  aus- 
gefüllter Kaum  kann  annäherungsweise  als  ein  solcher  Körper  betrachtet 
werden,  von  der  Heterogenität  und  der  Undurchsichtigkeit  abgesehen. 

Wird  die  Beleuchtung  einer  Ebene  E  durch  eine  ausserhalb  derselben 
in  der  Entfernung  a  liegende  Flamme  (Gas-,  Oel-  oder  Kerzenflamme  etc.) 
betrachtet ,  so  ist  /  die  Lichtstärke  der  durch  die  Gasmasse  V  beleuchteten 
Fläche 

0  {J .cosi.  dv) 

wenn  /  die  Lichtstärke  von  dv  in  der  Entfernung  1 ,  dv^  i  und  u  die  frühere 
Bedeutung  haben.  Denken  wir  uns  die  Dimensionen  des  Volums  V  der 
leuchtenden  Gasmasse   —   im   Vergleiche   zu   der  Entfernung  u   von   der 


quelle  beidemHl  mit  denjenigen  Lichtquellen  vergleicht,  deren  Intensität,  entweder 
bezogen  auf  die  Einheit,  angegeben  werden  soll,  oder  deren  Lichtmengen,  eine 
durch  die  andere  ansgcdrückt,  zu  bestimmen  sind.  ^  I 
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Ebene  —  gering,  so  können  wir  ohne  merklichen  Fehler  annohraen,  dass 
die  von  der  ganzen  Flamme  ausgehenden  Lichtstrahlen  das  Element  df^ 
unter  nahezu  gleichen  Incidenzwinkeln  treffen  nnd  das«  u  für  alle  Voloin- 
elemente  der  Gasmasse  fast  dasselbe  ist,  daher 

2*)  I  =  J.^J. 

Stellen  wir  uns  vor,  wir  substituiren  für  die  Gasmasse  einen 
leuchtenden  Punkt  von  einer  solchen  Lichtstärke  /<,  dass  die  Lichtintensi- 
täten des  beleuchteten  Flftchenelements  in  beiden  Fällen  dieselben  sind, 
dass  also 

wird,  so  muss  die  Lichtstärke  des  ideellen  Punktes 
sein ,  demnach 

[nach  der  Gleichung  2*)]. 

Nennen  wir  die  Lichtstärke  im  Fusspunkte  von  A  (dessen  Entfernung 
a  ist)  /,,  dann  ist 

daher 

8*)  I  =  J..^^ 

und  für  eine  andere  Lichtquelle 

Für  I=f  muss 


^C-)"©'-?»!/! 


oder     w  =  c  . 


eine  Gleichung  von  der  Form ,   wie  wir  sie  bereits  für  zwei  leuchtende 
Punkte  erhalten  haben. 

Haben  wir  es  also  mit  einer  in  der  Luft  beßndlichen  leuchtenden  Gas- 
masse zu  thun  I  die  vollkommen  durchsichtig  ist  nnd  merklich  denselben 
Brechungsexponenten ,  wie  die  sie  umgebende  Luft  besitet,  dann  stimmen 
die  Bedingungen  mit  jenen  überein,  die  für  die  Flammen  gelten,  deren  wir 
uns  zur  Beleuchtung  bedienen. 

V.   Versuche. 
Mit  einem  leidlich  improvisirten  Photometer  nach  Anordnung  III,  1| 
wnrde  durch  gütige  Erlaubniss  des  Prof.  K.  W.  Z  enger  der  Versuch  im 
physikalischen  Cabinet  des  königl.  Polytechnikums  den  13.  Juli  1870  in  6e* 
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meinschaft  mit  Prof.  Z eng  er  und  dessen  Assistenten  J.  Weber  gemacht 
und  dabei  so  genau,  als  es  nur  bei  einer  solchen  provisorischen  Zusammen- 
stellung möglich  ist,  verfahren. 

Erster  Versuch.     Die  zu  vergleichenden  Lichtquellen  waren: 

Eine    Deleuil  -  CarceTsche   Normalöllampe    und    eine 
Paraf£nkerze.     Die  Lichtstärkebestimmung   geschah  durch   Rum- 
ford's  Schatten vergleichung  unter  Zugrundelegung  meiner  Berech- 
nung. 
Als  Entfernungen  für  gleiche  Beleuchtung  fand  man:  , 

u  =  92,75""»,     V  =  49,50"", 
daher  für  die  Aufstellung  des  weissen  Papierschirmes  parallel  im  A  B  das 
Verhältniss 

J  =  gy=(,.87)'  =  6,54. 

Zweiter  Versuch.  Dieselben  zwei  Lichtquellen  wie  in  1 ,  und  Z o n - 
ger's  Differentialphotometer  (beschrieben  in  den  Mittheilungen  des 
Architekten  und  Ingenieurvereins  für  Böhmen,  Jahrg.  1870).  Als  constante 
Lichtquelle  diente  eine  Pet^'oleumlampe  mit  flachem  Dochte.  Als  Entfer- 
nungen für  das  Verschwinden  des  Fettflecks  fand  man 

88  und  38, 
daher 

(|f)*  =  (2.ö8)'=«.6B6  =  l 

Dritter  Versuch.    Dieselben  zwei  Lichtquellen  wie  in  1,  verglichen 

nach  der  üblichen  Humford *schen  Methode.    Entfernungen  vom  Schirm: 

115  und  49, 
daher 

(W)'=(2.ä»)'  =  6.62  =  7 

Es  beträgt  demnach  die  Differenz: 
zwischen  Zenger's  u.  Rumford*s  Photometermessung  1,136  oder  17,07%, 
„         Zenger's  „  Wesely's  „  0,116    „     1,74%, 

„         Wesely's  „  Rumford's  „  1,020    „     15,59%. 

Die  Versuche  1  und  2  dürften  demnach  auch  vom  experimentellen 
Standpunkte  aus  meine  Methode  der  Lichtintensitätsbestimmung  als  eine 
richtige  keuBzeichnen. 

Wie  natürlich ,  müssen  währiend  des  Versuches  gewisse  Bedingungen 
erfüllt  werden ,  wenn  man  über  die  Gleichheit  oder  Ungleichheit  zweier 
Erleuchtungen  sicher  urtheilen  will.  Kann  man  eine  Ungleichheit  nicht  er- 
kennen, indem  man  das  Auge  vorwärts  und  zurück  bewegt,  dann  können 
wir  versichert  sein ,  dass  ihre  Helligkeiten  gleich  sind. 

Was  nun  die  bei  meiner  Beobachtungsmethode  auftretende  ungleiche 
Breite  der  durch  die  Lichtquellen  am  weissen  Schirme  erzielten  Schatten 
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anlangt,  so  wirkt  dieselbe  auf  die  Vergleichnng  der  gleichen  Dunkelheit 
derselben  nicht  im  Mindesten  störend,  wie  die  Versuche  zur  Genäge  gezeigt 
haben. 

Bei  denselben  wurden  die  beiden  Schatten  dadurch  verglichen,  dass 
man  sie  durch  eine  6  Zoll  lange,  mattschwarze  Röhre  aus  Pappe  beobach- 
tete, und  zwar  so,  damit  das  Auge  zuerst  die  Mitte  zwischen  den  beiden 
Schatten  fixire. 

Endlich  sei  zum  Gelingen  des  Versuches  noch  Folgendes  erwähnt: 

Die  senkrechte  Entfernung  des  weissen  Schirmes  von  den  beiden  Licht- 
quellen muss  bekanntlich  nach  den  früheren  theoretischen  Auseinander- 
setzungen eine  bestimmte  sein,  falls  der  Ort  gleicher  Erleuchtung  nicht 
imaginär  werden  soll.  Man  muss  daher  den  Versuch  dem  entsprechend  an- 
stellen. 

Für  a  fanden  wir  die  Gleichung  17) : 

_     ck. 

Nimmt  man  c  (die  Entfernung  der  beiden  Lichtquellen)  zur  Einheit  au 

und  bedenkt  man  weiter,  dass  in  der  Praxis  d'vß  Verhältnisszahl  t  =27  sel- 

t 

ten  überschritten  wird,  dann  hat  man  für 

Ar,  =  7/-:=j/^27=5  3     und     o  <  |  c  <0,375.c; 

für  7=6  ist 

t 

Ari  =  l,82    und    Ati'  — 1  =  2,81,    daher    a<0,79.c; 

für  7  =  2  ist 

t 

Ar,  =  1,26    und    A:,*— 1  =  0,59,    daher    a<2,13.c. 
Man  ersieht  hieraus,  dass,  je  grösser  das  Verhältniss  der  Lichtinten- 
sität ist,  desto  näher  der  Schirm  gegen  AB  gerückt  werden  muss,  damit 
der  Versuch  gelinge. 

VL    Für  eine  Parabel  (siehe  II,  8)  erhielten  wir 

u=  +  vki^    und    iC:  Ct  =  Ar,|  :  1. 
Wir  wollen  nun  sehen,  inwiefern  sich  dieser  specielle  Fall  dazu  be- 
nützen lässt,  die  absolute  Liohti  ntensität  der  Sonne  zu  bestimmen. 
Nach  WoUaston^s  Versuchen   ist  das  Verhältniss  der  Erleuchtung 

durch  Sonne  und  Vollmond  -  =  5563  .  144  =  801072,  im  Mittel  aus  zwölf  Be- 

obachtungen  genommen ,  zu  welchem  Resultate  er  durch  Vergleichnng  der 
Schatten  gelangte. 

Bouguer  fand  wiederum,  dass  das  Sonnenlicht  auf  der  Erde  dem  von 
11664  Wachskerzen  in  der  Entfernung  von  16  französischen  Zollen  oder 
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V^V^^^^rfVX-^^^^^^^^  /. 


von  5774  Wachskerzen  in  der  Entfemang  von  1  englischen  Fuss  gleich- 
komme. * 

Für  die  Erleuchtung  durch  Vollmond  fand  Lambert  nur  ungefähr 
0,02577  ==  ^  der  Erleuchtung  durch  eine  Talgkerze  in  der  Entfernung  von 
1  par.  Fuss;  Wollaston  hingegen  fand  dafür  ^^^^  und  zwar  för  eine  Ent- 
fernung der  Talgkerzenflamme  von  1  engl.  Fqss. 

Nicht  ohne  Werth  ist  die  Wollaston' sehe  Bestimmung  der  Erleuch» 

tungsverhältnisse  durch  Sonne  und  Vollmond,  nämlich 

0 

-  =5563.144  =  801072, 

nach  der  die  Erleuchtung  durch  Sonne  gleichkommt  jener  durch  5563  Ker- 
zen in  der  Entfernung  von  l  engl.  Fuss. 

Nennen  wir  die  mittlere  Sonnenferne  u  und  nehmen  die  im  Brenn- 
punkte der  Parabel  aufgestellte  Lichtquelle  (Normallichtquelle)  als  Licht- 
stärkeeinheit an,  dann  ist  die  absolute  Lichtintensität  der  Sonne 


'='•(;)'  •^«  '=(;)'• 


Findet  man  das  v  experimentell,  dann  kann  das  Jaus  dieser  Gleichung 
bestimmt  werden. 

Da  /  nach  früheren  Angaben  —  absolut  auf  der  Sonne  —  gleich  ge- 
funden wird 

5563  .  (20026000  •  24345,82)*  * 
und 


ist,  so  ist  auch 


.=./[ 


V  =  20026000  .  24345, 


.82/, 


5563  .  (20026000  .  24345,82)*  * 

*'^j^ 5563^746  ®°^^'  *°"  ^  ^'^^  Linien  engl.; 
eine  Grösse,  die  zu  Versuchen  nicht  tauglich  ist. 

Man  ersieht  ans  der  Rechnung,  dass  die  Bestimmungsmethode  der  ab- 
soluten Sonnenlichtintensität  sich  praktisch  —  unter  Benutzung  des  von  der 
ganzen  Sonnenscheibe  kommenden  Lichtes  —  nicht  ausführen  lässt. 


*  Die  Lichteinbeit  ist  in  unserer  Quelle  —  Beer,  Dr.  A. ,  Grundrifis  des  plioto- 
metrisohen  Calculs.  Braunschweig,  Vieweg.  1855.  8.  70  und  71  —  nicht  näher  an- 
gegeben. 

**  Nach:  Zöllner,  Dr.  J.  0.  F.,  Photometrische  Untersnchnngen  mit  besonde- 
rer BuckBicht  auf  die  physische  Beschaffenheit  der  Himmelskörper.  Leipzig,  1865,  ist 
1  geogr.  Meile  =  24345,82  engl.  Fuss  und  der  mittlere  Abstand  der  Ißräe  von  der  Sonne 
=  20026000  geogr.  Meilen. 
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Experimentell  realisirbar  ist  jedoch  die  Aufgabe,  wenn  man  blos  ein 
Sonnenlichtstrahlenbtindel  in  eine  dunkle  Vcrsuchskaromer  einfallen  lässt. 
(Fig.  15.) 

In  diesem  Falle  ist  nach  Beer,  8.  72,  die  Quantität  des  von  1  aus  auf 
df^  auffallenden  Lichtes 

und  die  Quantität  des  von  i  aus  auf  df^  auffallenden  Lichtes 

dfx  sin  y 

wenn  E  die  Entfernung  der  Oeffnung,  durch  welche  das  Sonnenlicht  eintritt» 
vom  Punkte  der  gleichen  Erleuchtung  o  am  Schirme,  e  die  Entfernung  der 
Normallichtquelle  von  demselben  Punkte  o,  q  den  Halbmesser  der  Oeffnung, 
durch  welche  das  Sonnenlichtbundel  einfällt,  s  den  scheinbaren  Halbmesser 
der  Sonne  und  y  das  Complement  des  Einfallswinkels  bedeutet. 
Da  nach  Voraussetzung 


sein  soll, 

so  muss 

Q. 

f=(D' 

ig's 

sein. 

Man 

hat 

also  b]o8 

E,  e 

und  Q  zu 

messen* 

und 

die 

Werthe 

iu 

diese 

Gleichung  einzusetzen,  dann  erhält  man  das  Verhältniss  -. 

Eine  Idee,  wie  sich  ein  solches  Photometer  in  der  Wirklichkeit  aus- 
führen Hesse,  ist  folgende: 

Man  construire  (Fig.  16  a,  b,  c)  zwei  halbe  Parabeläste  PP  und  P,  P^  so, 
dass.sie  congruent  und  zu  einander  parallel  aufgestellt  sind,  zugleich  aber  als 
eine  Art  Schlitten  dienen  einem  rechteckigen  Rahmen  RR^  in  den  ein  mit 
Paraffin  und  Wachs  getränktes  Papier  eingespannt  wird,  welches  in  seiner 
Mitte  eine  undurchsichtige  Scheidewand  N  trägt,  so  dass  o  durch  Verschie- 
bung in  diesem  parabolischen  Rahmen  so  gestellt  werden  kann,  damit  es 
von  t  und  /  aus  solche  Lichtmengen  erhält,  um  dem  Auge  in  0  gleich  er- 
leuchtet zu  erscheinen.    Sodann  löse  man  die  Gleichung  a),  indem  man  die 

gefundenen  Daten  einsetzt,  auf,  und  erhält  -. 


*  Nach  Zöllner 's  photometrischen  Untdrsnchungen  etc.,  S.  1(51,  ist  t  nach 
Leverrier  gleich  16' 0,01"  (scheinbarer  Halbmesser  der  Sonne  ans  der  Entfernung 
20026000  Meilen)  und  der  scheinbare  Mondhalbmesser  a  in  der  mittleren  £atfernang 
51803  Meilen  von  der  Erde  aus  gesehen  0=15' 32''. 
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Natürlich  rnnss  hier  das  SoDDenlichthündel  parallel  zur  Parabelaxe 
auffallen,  was  bei  der  Aufstellung  des  Photometers  unschwer  zu  erreichen 
ist,  sowie  auch  zwecknässiger  sein  dürfte,  die  beiden  gleichen  Parabel- 
schütten  in  grösseren  Dimensionen  verfertigen  zu  lassen.  Der  Parabel- 
schlitten liegt  während  der  Vergleich nng  entweder  horizontal  oder,  je  nach 
dem  einfallenden  Sonnenstralilenbündel ,  gegen  den  Horizont  geneigt. 

Auch  die  Stellung  des  Auges  muss  wegen  Erzielung  zuverlässiger  Re- 
sultate eine  unveränderliche,  fixirte  sein. 
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XYL   Bemerkungen  nber  einige  geometrisohe  Theoreme. 

I. 

Mittels  einer  sehr  einfachen  analytischen  Rechnung  Iftsst  sich  der  fol- 
gende Satz  beweisen: 

Berühren   die  Seiten   eines   constanten  Winkels  die  Umfünge 
zweier  Curven  C,  und  Cf,  so  beschreibt' die  Spitze  des  Winkels  eine 
Curve  C;  die  Normalen  zu  den  Curven  C,  C^  und  C^  in  drei  entspre- 
chenden Punkten  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 
Seien  o;, ,  ffi  und  x^^  y,  die  Coordinaten  zweier  Punkte  P,  und  P,  der 
Curven  Ci  und  C,,  deren  Tangenten  den  constanten  Winkel  2a  einschlies- 
sen,  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  P  der  beiden  Tangenten,  welcher 
auf  der  Curve  €  liegt,  sind  x^  y.    Die  Winkel,  welche  die  Tangenten  in 
den  Punkten  P,  Pj ,  jP,  zu  den  Curven  C,  C^,  C,  mit  der  Abscissenaxe  bilden, 
sind  durch  e,  «i,  ff  bezeichnet;  endlich  sind  dsyds^^ds^dle  Bogenelemente 
der  bemerkten  Curven,  Für  die  Curve  C  hat  man 
,^  dx  dy 

1)  ä7  =  "''^'     ä^  =  *'"^' 

und  ähnliche  Gleichungen  für  die  Curven  C^  und  C,.    Die  Gleichungen  der 
Tangenten  in  den  Punkten  P,  und  P,  sind : 
2)  (a?  — a?,)  5mf,  — (y— yi)  C05a,=0,     (j;— J?8)5fnf,  — (y— y,)co5f,=0. 
Ist  der  Winkel,   den  diese  Tangenten  einschliessen ,  gleich  2a,  so 
hat  man 

£,  —  £,==  2a, 
oder 

3)  f,  =  w  +  ö,     fi=w  — a, 

wo  u  eine  Unbestimmte  bedeutet.  Infolge  dieser  Gleichungen  kann  man 
^1 1  yi  I  ^8 )  ^2  >  &iso  auch  o; ,  ^  als  Functionen  von  u  ansehen.  Differentiirt 
man  die  Gleichungen  2)  in  Beziehung  auf  ti,  so  folgt,  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  1)  und  3) 
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sin  (f, — 0  äT  =  (^1 — ^)  ^^*  ^t  +  (yi — y)  *»«  »I » 

4)  ^ 

5iVi  (f , — 0  ^  =  (^« — ^)  ^ö*  ^t + (y«  — y)  *««  *f 

Die  GleichuDgcn  der  Normalen  zu  den  Curven  C^  und  C^  in  den  Punk- 
ten P|  und  Pt  sind 

5)  (X— j?,)  co5«i  +  (JT— y,)  5fw«,  =  0,     (-T— j:,)  co5f,  +  {F—fff)  sint^ 
oder  auch 

(X—x)  cosii  +  {Y—y)  sine^  =  (j?,— ar)  cofg,  +  (yi— y)  «««,, 
{X—x)  cos f,  +  (-F—y)  sin e,  =  (ar,— x)  co«e,  +  (y«— y)  *««  fi, 
d.  i.  nach  4) 

{X—x)  cos  ti  +  ( F— y)  51«  f ,  ==  ^m  (e,  —  0  o^  i 

(X—  jr)  cos  «,  +  {  F— y)  sin  e,  =  «f yj  {«,  —  «)  q~- 

Multiplicirt  man  die  ^rste  Gleichung  mit  sin^ei^-i),  die  zweite  mit 
sin  («1  — c)  und  bildet  die  Differenz  der  Producte,  so  folgt 

(Z— jr)  COSS  +  {y—y)  sin  c  =  0, 
was  die  Gleichung  der  Normalen  zur  Curve  C  im  Punkte  P  ist. 

Entwickelt  man  aus  2)  und  5)  die  Werthe  von  x,  y,  X^  F,  so  findet 
man  mit  Rücksicht  auf  3) 

(A'+ *)  sin  2a  =      (a?, + a;,)  «>i 2 ö  +  (y , — y,)  cos 2 a , 
(Y+y^  sin  2a  =—  (a?,  +a:,)  cos2a  +  (y,  +y,)  «>i 2 a. 
Diese  Gleichungen  nach  t/  differentiirt ,  geben 

Sf/J2ö  — ^^— — -  =      sw  (tt  +  a)  z SffifM— a)  ^-  , 

du  ^  du  ^         ''du 

d{Y+y)  /-    .    X  ^*«  .         /.         N^^i 

«»2a  -^-^-^^^=  — cos(M+a)  x-^  +  <;os(m— a)^, 

oder  mit  Rücksicht  auf  3) 

dsx    .  dS| 

^  ««6,  T ««£,   r— 

Die  Mitte  der  Verbindungslinie  des  Panktes  P  mit  dem  gemeinschaft- 
lichen Schnittpunkte  der  Normalen  beschreibt  eine  Curve ,  deren  Tangente 
im  Punkte,  dessen  Coordinaten  4(^+^)i  hi^+V)  sind,  mit  der.a?-Axe 
den  Winkel  m  bilden  möge.  Die  linke  Seite  der  Gleichung  6)  ist  dann 
gleich  ianw.  Bezeichnet  man  die  Krümmungshalbmesser  der  Curven  Cx  und 
C^  in  den  Punkten  F^  und  /\  durch  ^i  und  q^^  so  geben  die  Gleichungen  3) 


dsx^  ds^ 

ä^"^*»   dx 

Die  Gleichung  6)  geht  dann  über  in 


dl='^'^  ä7=«*- 
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tan  w  = 

oder 

roj(w— f,) cos  ('P  — O 

Die  vorstehenden  Resultate  lassen  sich  auch  ziemlich  einfach  ahleiten, 
wenn  die  beiden  Cnrven  (7,  und  C^  als  Enveloppen  ihrer  Tangenten  an- 
gesehen werden.  Sind  die  Coordinaten  |,  rj  eines  Punktes  einer  Carve 
Functionen  von  v,  ist  v  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  in  diesem  Punkte 
mit  der  Abhcissenaxe  bildet,  so  kann  man  setzen: 

I  =  F'  C05 p  +  Vsin  Vy     ri=  V sin  v  —  Vcosv , 

,     dV 
wo  V  eine  beliebige  Function  von  v  und  F'=  ^-  ist.    Für  die  Curven  Px 

ov 

und  P^  ist  V  resp.  gleich  «,  und  f,,  d.  i.  nach  3)  gleich  m— a  und  i/+a.    Für 
Xx ,  ^1  und  0*2 ,  ^,  lassen  sich  also  folgende  Gleichungen  aufstellen : 
/  Xx  =  q>  (ji—d)  cos(u — «)  +  9(«  — ö)  «>i(m— a), 
)  yi  =  <jp'(«  — /i)  «Vi(?i  — a)  —  <;p(m  — fl)  C05(ii  — a), 
)  a?t  =  ^'(w+ö)<?o*(M  +  «)  + t/;(M  +  a)«>i(M  +  a), 
l    Vt  =  V("+a)  «>*(w  +  a)  —  ^(u+d)  cos(u+d) , 
wo  q>  und  ^  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente  sind.   Setzt  man  einfach 
9»  ^»  9>\  V  8*att  9(w  +  ö)i  ^(«  +  «)»  9>  0'  — ö)i  ^'(w  +  ö)>  80  lassen  sich 
die  Gleichungen  2)   und  5)   mittels   der  Gleichungen  7)   auf  folgende  Art 
schreiben : 

X  5iw(m  — a)  — y  co5(m  — «)  =  <jp,  x  *t«(M  +  «)  —  y  cos(u+a^  =^i 
.1'  C05  («  —  «)  +  y  5 in  (m  —  a)  =  qp',  A'  cos  (tt + «)  +  ^  ^««  («  +  a)  =  V- 
.Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht 

woraus  sich  wieder  der  zu  Anfang  bemerkte  Satz  herleiten  lässt. 

II. 
Für  zwei  ebene  Curven  existirt  das  Theorem : 

Bewegen  sich  die  Endpunkte  einer  Geraden  von  constanter 
Länge  auf  den  Umfangen  zweier  ebenen  Curven  C,  und  6',,  so  be- 
schreibt ein  fester  Punkt  der  Geraden  eine  Curve  C.  Die  Normalen 
zu  den  Curven  C,  Cx  und  C,  in  drei  entsprechenden  Punkten  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte. 
Dieser  Satz  lässt  sich  für  zwei  Curven  im  Räume  auf  folgende  Art  aus- 
drücken : 

Auf  den  Umfangen  zweier  Raumcurven  C,  und  C,  bewege  sich 
eine  Gerade  G  von  constanter  Länge;  ein  fester  Punkt  dejselben  be- 
schreibt eine  Curve  C.  Die  Normale4)enen  in  drei  entsprechenden 
Punkten  der  Curven  C,  C^  und  Cf  schneiden  sich  in  einer  Geraden« 
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Die  kürzeste  Distanz  zwischen  dieser  Geraden  and  der  Geraden  G 
für  die  entdiprechendo  Lage  derselben  bestimmt  anf  der  Geraden  G 
einen  Pnnkt,  welcher  der  Strictionslinie  der  windschiefen  Fläche 
angehört,  gebildet  ans  der  Geraden  G  in  ihren  verschiedenen  Lagen. 

Für  die  Curven  C,  und  C,  seien  a?, ,  y, ,  z,  and  a:,,  y,,  z,  die  Coordina- 
ten  zweier  Pnnkte  P^  and  /*,,  deren  Distanz  constant  gleich  pj+y,  ist.  Sind 
x^  y^  z  die  Coordinaten  von  P,  so  hat  man  die  Gleichungen 

ix^x,y  +  (y^y,y  +  (z^z,y=^9,\     (a:-x,y  +  (y-y')'  +  (^-^0'  =  ö'A 
a:  — _x,  _  y  --  y,  __  g -- C| 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  durch  die  folgenden  ersetzen: 

a?  —  a?! _ y  •—  yi  __ 2  —  z,  ^  a-,  —  a:__y,  •— y__z,  —  z_ 

"coäZ  ""  cosV^  cosZ  ""^*'  co5jr  ""  co*7  ""   cosZ  "^^^ 
oder 

Ix,  =a?  — y,  co.vA^,  a?,  =  a?  +  y,  cosA', 

yi  =  y  —  ^1  <?ö5  r,  y,  =  y  +  y,  CO*  I", 
Zi=z  —  g^cosZ,      «2  =  z  +  y,  cos  Z. 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  der  Curven  C,  und 
Ct  geben  zwischen  x,  y,  z,  cosA',  cos  F,  cosZ  ein  System  von  vier  Gleichun- 
gei;,  zu  denen  noch  die  Gleichung  cos*X  +  cos^F+  co^Z=i  tritt;  man  kann 
also  sämmtliche  bemerkten  Quantitäten  als  Functionen  einer  Variabein  u  an- 
sehen ,  folglich  auch  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  1).  Bezeichnet  man 
die  laufenden  Coordinaten  durch  Xq,  y^,  Zg,  80%ind  die  Gleichungen  der 
Normalebenen  in  den  Punkten  P,  und  I\: 


3„-r^»o      !'«'g„-rv-o      M^3„ 


d.  {..nach  I) 


(-o-*)i-:+(y«-»).-!+(^«-oif. 


I.  .^co5X  .    ^  ^^cosF  .    ,  .dcosZ 

^dx  ^dy  ^dz 

au  du  du 


dcosZ 

'dir 
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cosX- cos  Y cos  Z  r— 

du  du  du 
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Die  beiden  Normalebenen  der  Punkte  P,  und  P,  schneiden  sieb  in  einer 
Geraden,  bestimmt  durch  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  oder  ein- 
facher durch  die  beiden  folgenden: 

ix,-X)  _  +(j,.+y)  ^  +  (^.-.)  _=0. 

d  X  dy  d  z 

z=zcosÄ  - — \r  cf^sY ■:r^  +  cos Z  ^-. 

du  du  du 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  die  Gleichung  der  Normalebene  der 
Curve  C;  da  die  vorstehenden  Gleichungen  von  ^,  und  g^  unabhängig  sind, 
so  folgt  ^  dass  für  alle  Cnrven  C,  welche  beliebigen  Punkten  der  Geraden 
P,  P,  entsprechen ,  die  Normalebenen  sich  in  derselben  Geraden  schneiden. 
Die  Gleichungen  der  Geraden  PfPs  lassen  sich  nach  2)  offenbar  schreiben : 

^  cosX       cosY       cosZ' 

Sei  nun  Q,  iji  0  ^^'  Punkt  der  Geraden  3),  für  welchen  die  Distanz 

derselben  Von  der  Geraden  2)  ein  Minimum  ist.    Es  ist  dann 

dx  d cosX      dy  d cosY      dz  d cosZ 

^   i  —  x     ri  —  y     i—z  du     du     '^  Ju     du     '^  du     du 

4J 


cosX      cosV      cosZ 


/dcosXV     /dcosY\*     fdcosZV 

\  du   )'^\  du  /+\~ä7r/ 


Das  System  der  Geraden  3)  bestimmt  eine  windschiefe  Fläche,  deren 
Strictionslinie  durch  die  (Tieichungen  4)  gegeben  ist.  Nimmt  man  umgekehrt 
auf  zwei  Cnrven  Cj  und  C,  je  zwei  Paare  von  Punkten  P,  und  P,  so  an,  dass 
die  kürzeste  Distanz  zwischen  dem  Durchschnitt  der  Normalebenen  der 
Punkte  P,  und  P,  und  ihrer  Verbindungslinie  einen  Punkt  bestimmt,  wel- 
cher der  Strictionslinie  der  windschiefen  Fläche  angehört,  gebildet  aus  den 
verschiedenen  Verbindungslinien  von  P|  und  P,,  so  ergeben  sich  zwei  Lö- 
sungen, von  denen  eine  für  die  Distanz  P1P2  einen  constanten  Ausdruck 
giebt.  Seien  d.«|  und  dSf  die  Bogenelemente  der  Curven  C,  und  C,.  Setzt 
man  zur  Vereinfachung 

dxt  dyi  -        dZi 

jj-^-^cosa,,     jj^=^cosß,,     ^-eosy,, 

dx^  dyt  dz^ 

^—^cosa^y      -^^cosßt,      ^---  =  coSYt, 
dSf  0S2  oSf 

so  ist  der  Durchschnitt  der  Normalebenen  der  Punkte  P|  und  P,  bestimmt 

durch 


5) 

M^o— ^t)  COS flf,  +  (yo— yt)  cos /5,  +  (zo—  Zt)  cos y,  =  0. 


Ö) 


Ist  (1, 17,  i)  der  Punkt  der  kürzesten  Distanz  auf  der  Geraden 
xo  —  x^  ^  yp  — yi  ^  ^Q  —  M 
xt  —  x^    yt  — yi     ^t  —  h 
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von  der  Geraden  5),  so  hat  man  die  Gleichungen 

7)  S  =  Ä,a?, +Ä,a:„     ^  — Ä,y»  +  Ä,y,,     J:  =  Ä,r, +Ä,r,, 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

, <Pi'—  <^tOtCosilß  __  <Z>s*  — <P,<Z>t  CO j^ 

'""<I>i*+  <2>,*  — 2<J>,<P,co5tJ;'       •  ""  ^+  <P,«  —  2  <Pi  (P,  cos  ^  • 

j         <I>i  =  (a:,  -  orO  cos  a,  +  (y,  -  y,)  coj?  ft  +  (»,  -  z,)  cos  y, , 
I         U>,  =  (a:,— a:,)  co5 er,  +  (y,-y,)  cnsft  +  («,-z,)  cosy,, 
\     cos  t(;  =  cos  o,  cos  of,  +  ^ös  |5,  cos  j3,  +  cos  yi  cos  y,. 
Setzt  man  weiter 
9)  ^  =  (a:,-a:,)'  +  Cy.-y.y  +  (^.-:r,)', 

sieht  S|  und  s,  als  Functionen  einer  Variabein  u  an,  so  geben  die  Gleich- 
ungen 7) ,  mit  Rücksicht  auf  8)  und  9) : 


10) 


t       dt    d  gt~g|j 
\*dtt        ^^    *du/du       \*  du^  ^  du       ^  J  du 


zf  du' 

Nun  ist  nach  8)  und  0) 

.d/l       _  ds,       -  dsi 
du  du  dw 

Substituirt  man  in  10)  für  h^  und  h^  ihre  Werthe  aus  9),  so  folgt,  mit 
Rücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung: 

dl    d^  x^—x^      d^    d_  Vt—yt      H    d_  z,-2t 
du  du      A  du  du      J         du  du      A 

^j    (<I>t-<P.cosi/;)(zf-  a>,')  ^-'^  +  (<P,-<D,  cosi<;)(^-<D.«)  |^* 

^  äü  *  ^«  { 0),«+  <D,*  —  2  a>,  (P,  cos  1/;}  ■ 

Ist  nun  (I,  97,  {;)  ein  Punkt  der  Strictionslinie  der  windschiefen  Fläche, 
gebildet  aus  den  Geraden  6),  so  verschwindet  die  linke  Seite  der  vorstehen- 

den  Gleichung;  es  ist  dann  also  -—  =  0,  d.  h.  die  Distanz  P|Pt  ist  constant, 

oder 

11)  (<2>,-a>,  cosi|;)(zf«-<P.')f5  +  (*.-<I>i  <^os^)  (^-<».0  |5  =  0. 

Man  kann  der  vorstehenden  Gleichung  noch  eine  wesentlich  verschie* 
dene  Form  geben  durch  Betrachtung  der  windschiefen  Fläche,  gebildet  aus 
den  Verbindungslinien  je  zweier  entsprechenden  Punkte  der  Curven  Ci  und 
Cf  Auf  der  Generatrix  bestimmt  durch  die  Winkel  X^  Y,  Z,  seien  v^  und  r, 
die  Distanzen  zweier  Punkte  {x^ ,  y^ ,  z^  und  ((T, ,  y,  >  ^t)  ^^^  Punkte  (|,  1},  (;) 
der  Strictionslinie.   Es  finden  dann  die  Gleichungen  statt: 
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|x^  =  i  +  v^  cosX,     jr^  =  |  +  r^  eosÄ^     A.cotX  =  jp,  —  jp,  , 

Dm  Bogenelement  der  StrictionBlioie  werde  durch  ds  beseichnet,  fer- 
ner sei  0  der  Winkel,  unter  welchem  die  Cnrve  die  Generatriz  schneidet 
Zur  Vereinfachung  i^t  gesetzt: 

(d  cos XV  ,   /dcosYV  .  {dcosZ\*     (  BsV 

\~  äv- j  +  \-j;r)  +  (-jt)  =  Vru)  - 

Die  Gleichungen  12)  geben 


13) 


ou  ^du      du^  du  ^   *     aii     • 

a«  '^M      ^11^11  *      du 


Mit  Rficksicht  auf  die  Gleichungen 

—  cotX+  — '  cosY+  -^  co«Z=  cos»  —  , 
a«  a«  du  du 

dl  dcosX     dfi  dcogY     dt  ^cosZ 

dl/      du         du     du        du     du 

erhält  man  aus  13)  und  vier  analogen  Gleichungen 

■      fö)"-(»''l^+l?)'+(^'.'+-"(rJ' 
fö)'=(-<-»+te)'+('".'+-)(|^)". 

-*l:'l^-=(-»r.+fc')(-«r.+l?)+fr'"-.+''""'jC-.)" 

Mittels  der  vorstehenden  Gleichungen  findet  man 


<Pi- 


T^sV~  du  \dü) 


~T\^      \d7/  du 
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*Al^^-<^Ä^>rf^rf«>■.^ 


Hierdorch  gebt  die  Gleichung  il)  über  in 
14)  du      du  du      du 

Man  kann  die  vorstebende  Gleichung  anch  direct  herleiten ,  wenn  man 
die  Elemente  zu  Hilfe  nimmt,  welche  bei  der  Lehre  von  den  windschiefen 
Flächen  von  Bedeutung  sind ;  umgekehrt  ist  die  Rechnung  nicht  ohne  Weit- 
läu6gkeiten  zur  Herleitung  der  Gleichung  11)  aus  der  Gleichung  14).  Um 
eine  einfache  Anwendung  der  Gleichung  11)  zu  geben,  seien  die  (Turven  C^ 
undC^  zwei  Geraden.  Die  kürzeste  Distanz  werde  zur  Axe  der  r,  ihre  Mitte 
zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  genommen;  projicirt  man  die  beiden 
Geraden  auf  die  a;y- Ebene  .  so  sei  die  Axe  der  x  die  Halbirungslinie  des 
Winkels  2a,  welchen  die  Projectionen  einschliessen.  Bedeutet  k  eine  Con- 
stante ,  so  hat  man 

-^-=-fi-  =  mi,     z  =— Ar,      — 2-=— ^i— =it?        2a  =  Ar. 
cosa     stna        *        *  cosa      —  ««a        *        ' 

Nimmt  man  also  d8^^=  dn>^ ^  ds^^=  dw^ ,  so  folgt 

cosa^s^cosOf     cosß^  =  sinaj     cosy^=Of 
cosa^=^cosa^     cosß^=i  —  sinay     cosy2  =  0, 
und  hieraus 

0^  =  w^  co82a  —  Wi,     <|>j  =  Wj  —  Wj  co52a ,     cos^  =  co^2a, 
J^  =  Wj*  +  m,*  —  2mj  Wj  C052«  +  4Ä*. 
Die  Differentialgleichung  11)  wird  einfach 

rv^dw^  «'j  d  tv^ 

^^)  (2Ä)«+  ^sirfi  2« ■"  (2ky  +  rv^^sii?2a 

Die  Gleichungen  7)  geben 

{w^  +  Wg*  —  2  »1^2  co«2a)  ij  =  jwj'  —  fv^  —  ^1  Wg  (Wi— w,)  co52a  j^iwa, 
(fv^  +  Wj*  —  2  w,  Wj  CO«  2  fl)  g  =  Ar  {jv^—fv^'). 

Fttr  einen  Punkt  (.r,  y,  z)  der  Generatrix  der  windschiefen  FIftche  hat 
man  die  Gleichungen 

x  —  x^y—y^^z^z^       ,        x^w^  cosa__ y-^-tv^sina^z  +  k 
x^x^^y  —  y^"^  z  —  z^  x  —  w^cosa     y-^rjv^sina'^z—k* 

Hieraus  findet  man 

sin  a  cos  a      X  sina"\-y  cos  a  sin  a  cos  a      x  sina  —  y  cos  a 

''^—k z-k — •    "'*— T— ^ H^Ä • 

Da  nun  nach  15) 

(2Ar)^+«.^2^tn«2fl_ 

so  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  ^igitized  byGoOglc 
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(xsina  +  ycosa\ 


1  + 


z  +  k         ) 


==  ConsU 


Mit  Beziehung  auf  den  zu  Anfang  bemerkten  Satz  ist  noch  ein  beson- 
derer Fall  zu  erwähnen,  wenn  eine  der  Curven  C^  oder  Cg  eine  orthogonale 
Trajectorie  der  Generatricen  der  windschiefen  F'läche  ist,  auf  welcher  die 
Curven  liegen;  man  findet  leicht,  dass  beide  Curven  gleichzeitig  die  Gene- 
ratricen orthogonal  schneiden  müssen,  indem  ihre  Normalebenen  die  Gene- 
ratricen selbst  enthalten.  Es  ist  selhstverstÄndlich,  dass  die  Curven  C^  und 
C  nicht  mehr  willkürlich  sein  können,  da  für  zwei  correspondirende  Punkte 
derselben  zwei  Bedingungsgleichungen  stattfinden;  es  verschwinden  nämlich 
die  unter  8)  mit  O^  und  O^  bezeichneten  Quantitäten. 

III. 

Das  in  II  für  zwei  ebene  Curven  angeführte  Theorem  lässt  sich  auf  fol- 
gende Art  auf  die  Kugelfläche  übertragen: 

Sei  k  der  Radius  der  Kugelfläche,  ferner  seien  a^i,  y^,  Zj  und  x^^  y^,  z^ 
die  Coordinaten  der  Punkte  P^  und  P^  zweier  sphärischen  Curven  C^  und  C^ 
Der  Bogen  eines  grössten  Kreises,  welcher  die  Punkte  P^  verbindet,  möge 
eine  constante  Länge  haben.  Auf  diesem  Bogen  werde  ein  fester  Punkt  P 
angenommen  ,  dessen  Coordinaten  x^y^z  seien.  Ist  0  der  Mittelpunkt  der 
Kugelfläche,  so  setze  man 

LP^OP^p  +  q,     LPÖP^^p-^q, 

wo  p  und  q  constante  Grössen  sind.    Es  ist  dann 

1x^  +  y^  +  z^=^k\     xx^+yy^+  zz^^  k^  cos{p+q), 
^%+y^^+H^^  ^*»    ^1^2  +  yiy« +^1^«  =  ^'^«^«p- 

Da  die  Ebene,  welche  die  Punkte  P,  P^,  P,  enthält,  durch  den  Mittel- 
punkt  der  Kugelfläche,  d.  h.  durch  den  angenommenen  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  geht,  so  ist  auch 

X,    y,     z 
2)  a^i,  yi,    2^1   =0. 

^2'    ^2»     ^2 

Die  vorstehende  Gleichung  ist  ofi*enbar  nur  eine  Folge  der  Gleichun- 
gen l),  wovon  man  sich  leicht  überzeugt  durch  Bildung  des  Quadrates  der 
Determinante  2). 

Zu  den  Gleichungen  1)  treten  noch  zwei  Gleichungen 

•      9iK>yn  «i)  =  Ö    "»^    9>2(^2»y2»«2)  =  Ö 
für  die  Curven  C^  und  Cg.     Man  kann  also  die  neun  Coordinaten  x ,  |f,  J; 
iCi,Vii*i;  ^9iy9»*9i  zwischen  denen  acht  Gleichungen   stattfinden,  als 
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Fanctionen  einer  Variabein  u  ansehen.  Die  Gleichung  2)  läset  sich  ersetzen 
darch 

3)  ^=^9i^t  +  92^i.     y^^giVi  +  g^Vty     ^^9i^i+9%H^ 

wo  g^  und  g^  näher  za  bestimmende  Grössen  sind.   Die  Gleichnngen  S)  resp. 
mit  :r^,  y^,  Zy  multiplicirt  nnd  addirt,  geben 

4)  cos  {p+q)^9i  +  92  cos  2p. 

Mnltiplicirt  man  die  Gleichnngen  3)  resp.  mit  ^a,y2>^2>  ^^1(1®^  ^^® 
Summe  der  Producte,  so  folgt 

cos  (p  —  ^)  =  g^  cos  2p  +  g^. 
Aus  der  vorstehenden  Gleichung  nnd  4)  findet  man 

g^  sin2p  =  Sf>i(p— j),     g2Sin2p  =  sin (p+g). 
Die  erste  Gleichung  3)  wird  hierdurch 

X  sm2p  =  x^  sin  (p— ^)  +  x^  sin (p+?) , 
oder 

sin2p  =  sin{p  +  g+P'-'q)  =  sin(p+g}.cos(p'-g)  +  sin(p-'q)cos(p  +  q) 
gesetzt : 

\ir  cos{p  +  q)  --  x^\  sinC^p^-q)  +  {a?  cos(p— 5r)—Xg{  »m(p  +  j')  =  0, 
d.  i. 

X  cos  {p^  ^)  —  ^1  __  x^'—xcosip—g) 
sin{p  +  q)         ""         sin{p  —  q) 
Auf  ähnliche  Art  lassen  sich  aus  3)  folgende  Gleichungen  herstellen: 
xcos{p  +  q)--Xi^x^-xcos{p-q^^^^^^^^ 

sin{p+q)  sin(^p--q) 

ycos(p  +  q)-y,^  y^-ycosip-^q)  ^  ^  ^^^  ^^ 

sinip  +  q')  sin(^p-'q) 

zcosip  +  q^-Zi^z^^zcosdP'-q)  ^^^^^^^ 
sin{p  +  q)  sin(p'-'q) 

wo  cosXy  cosYy  cosZ  Unbestimmte  sind.    Die  vorstehenden  Gleichungen 
geben : 

x^=sx  cos{p+q)  —  k sin{p  +  q)  cos Xj 
x^  =  x  cos  (p—q)  +  fc  sin{p—q)  cosX^ 
.  yi=ycoslp  +  q)  —  ksin{p+q)cosY, 
y2=ycos{p--q)  +  ksin{p'-q)cosYy 
z^z=:z  COS  {p+q)  —  k sin  {p+q)  cosZ^ 
z^  =  z  cos{p  —  q)  +  ksin{p  —  q)cosZ, 

Da  nach  1) 

flPaTi  +  yyi  +  2^1  =  A:»  cos  {p+q), 

so  erhält  man ,  wenn  für  o;^ « J^x ,  Zi  ihre  Werthe  aus  5)  aubstituirt  werden : 

6)  xcosX  +  ycosY+z  cosZ  =  0. 

Bildet  man  ferner  aus  5)  x^^  +  y^  +  2:^',  welche  Summe  nach  i)  gleich 
A^  ist,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  6): 

7)  cos^X-^-  cos^  Y+cos^Z=l.  ^  , 
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Die  Gleichungen  der  spliäriscben  Normalen  zn  den  Cnrven  C|  nnd  C^ 
in  den  Ponkten  x^^y^,  z^  nnd  ^S9  ^s»  ^  ^^°^ 

•  dl«       ^'  dl«       ^  du  ^  du       "du  du 

Mittels  der  Gleichungen  5)  findet  man 

\     dx  ■        dy  ,       dz\       ,     .    X 

Y^d-u-^^^d-u-^'^TuY''^^-^^^ 

,  (     deosX  .       dcotT  ,       d  cot  ZI    .  ,     .    . 

Diese  Gleichungen  geben  unmittelbar 

dx  ,       dy  ,       dz      ^  dcosX  ,       d  cosY  ^       d  cosZ     ^ 

Variiren  die  Punkte  P^  und  Pj,  so  ist  dieses  auch  mit  dem  Punkte  P 
der  Fall,  welcher  dann  eine  Curve  C  beschreibt.  Die  erste  der  Gleichungen 
6)  ist  offenbar  die  Gleichung  der  Normalebene  im  Punkte  P  der  Curve  C. 
Aus  dem  Vorstehenden  folgt: 

Bewegen  sich  die  Endpunkte  des  Bogens  eines  grössten  Kreises 
auf  den  Umfangen  zweier  sphärischen  Curven  C^  und  C,,  so  be- 
schreibt ein  fester  Punkt  des  Bogens  eine  dritte  Curve  C.  Die  sphä- 
rischen Normalen  der  Curven  C^  C^  und  C^  in  drei  entsprechenden 
Punkten  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Sind  x^i  yif  z^  und  ^2)  ^s«  ^%  ^^  Functionen  zweier  Variabein  tp^  und  9^ 
gegeben,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  x^  y,  z  die  Gleichungen 
X  sin  2p  =  Xj  sin  (p  —  ^)  +  x^  sin  (p + ^) , 
y  sin  2p  =  yi  sinip^g)  +  y^  sinlp+q), 
zsin  2p^z^  Wn(p  — 0^)+  ^%sin{p+q)y 

^\^i+y\y%+^iH—^  ^^^  2p. 

Seien  die  Curven  C^  und  C^  grösste  Kreise ,  deren  Ebenen  sich  in  der 
Axe  der  z  schneiden.    Die  Halbirungslinie  des  Winkels  2a,  welchen  die 
beiden  Kreise  einschliessen,  werde  der  Axe  der  x  parallel  genommen.  Man 
^  hat  dann  die  Gleichungen 

y^  =  Xy  tanga^     y^^^x^  ianga 
oder 

x^=ik  cosa  sin  g>j ,     ^i  =      ^  **'*'*  *"*  ^^i »     z^  =  k  costp^ , 
o;, e=3  Ar  cos a  sin gj^ ,     y^  =  —  k sin a sin g», ,     z^^=^k cos q>^. 
Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  9)  über  in 
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x  sin  2p  .  ,         .    .         ,  /IN- 
—  z=^cosasm{p^q)  $mip^  +  cosa  stn[p+q)  sm(p^^ 

y  sin  2p  ,   ,  '  ,  ,         .     . 

10)  \  A 

z  sin2p  .  ,  .  ,  .  /     ,    \ 

— j^z=  «/i(p— y)coS9)i+         stn{p^q)coSfp^, 

cos g)j  cos ip^  -}-  cos  2a  sin tp^  sin  ^^  =  cos2p. 

Die  letzte  der  vorstehenden  Gleichungen  zeigt  anmittelbar,  dass  die 
Winkel  q>i  and  <p^  als  Amplituden  genommen  werden  können,  deren  Argu- 
mente die  Samme  and  die  Differenz  zweier  Quantitäten  sind ,  von  denen 
eine  variabel  ist.  Um  Verwechselungen  zu  vermeiden,  setze  man  in  den 
Gleichungen  10)  links  k^  statt  k  und  bezeichne  wie  gewöhnlich  durch  k  den 
Modul  der  elliptischen  Functionen.    Nimmt  man 

ip^:=:am  {6  +  m),  q>2  =  am  (6  — m), 
so  erhält  man  für  a  >p  und  amb  =  cc 

J  (a)  k  sin  a  cos  a 

«n  fl  =  ,     cosa  =  , 

yi—k*sin^a  j/l  — Ä*m*a 

sinadia)  cosa 

stnp  =    ■  ^= ,     cosp  =3  -—  --=, 

/l  —  Ä*  ««*ft  yi  —  k'  sin\a 

Setzt  man  zur  Abkürzung  amu^sip^  so  geben  die  Gleichungeu  10) 
X       cosq  .  k  sin^acosq>  d{fp)  —  51*117  k  cos^a.  sin  tp 
Ar^""  1  —  Ä*  «»•«  sin^ip  ' 

y        cosq  J*{a)  sin q>  —  sin q  cos q>  d {q>) 
Atq  "^  1  —  Af*  sin*  a  sin^  <p 


2       cosqj/i—k^ sin* a  .  co5 «p  +  sin q'/i—k' sin* a .  sin (p  J (<p) 
J^"  l^k*sin*asin^q>  ' 

Für  den  Fall,  dass  die  Curven  C^  und  C^  zwei  kleine  Kreise  sind, 
scheint  sich  keine  einfache  Lösung  zu  ergeben. 

Göttingen.  Enmepeb. 

ZVn.    Zar  Theorie  der  Involutianen  höherer  Orade. 

In  dem  Aufsätze  „lieber  Involutionen  höherer  Grade'^,  Grelle,  Bd.  72, 
habe  ich  einen  Satz  in  rein  geometrischer  Weise  nachgewiesen,  welcher  In- 
volutionen beliebiger  Grade  betrifft  und  folgend ermassen  lautet: 

„Befindet  sich  auf  einem  Kegelschnitte  eine  Punktinvolution  n^^  Gra- 
des, so  umhüllen  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  eine  Curve 
(«— !)»•'  Classe." 

Da  es  mir  fast  scheinen  möchte,  dass  dieser  Satz  in  manchen,  die 
höheren  Involutionen  betreffenden  Untersuchungen  von  einiger  Nützlichkeit 
sein  könnte,  so  will  ich   mir  erlauben,  hier  in  aller  Kürze  einen  alge* 
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braischen  Beweis  folgen  zn  lassen.  Es  sei  T,  der  als  Träger  einer  Ptinkt- 
involuiion  n^^"  Grades  auftretende  Kegelschnitt,  und  aj ,  a^  zwei  entspre- 
chende Punkte  der  Involntion,  d.  h.  zwei  Punkte,  welche  einer  und  der- 
selben Gruppe  angehören ;  dann  ist  a^  a^  eine  Tangente  der  Involntionscurve, 
deren  Classenzahl  angiebt,  wieviele  Mal  die  Gerade  a,a,  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  p  der  Kegelschnittsebene  hindurchgeht.  Die  durch  p  gehen- 
den Strahlen  bestimmen  aber  auf  7\  bekanntlich  eine  quadratische  Punkt- 
involution, so  dass  also  die  Classenzahl  der  Involutionscurve  zugleich  die 
Zahl  der  Elementenpaare  ist,  welche  eine  quadratische  Involution  mit  einer 
Involution  /t^^"  Grades  gemein  hat.  Diese  Zahl  findet  sich  jedoch  sehr  ein- 
fach mittels  der  Grundgleichungen  der  beiden  Involutionen,  welche  wir  uns 
jetzt  unbeschadet  der  Allgemeinheit  unserer  Aufgabe  als  Involutionen  in 
einem  Grundgebilde  erster  Stufe  denken  können.  Hierbei  wollen  wir  jedes 
Element  des  Grundgebildes,  in  welchem  die  beiden  Involutionen  auftreten, 
mittels  seines  Theilverhältnisses  auf  die  beiden  Doppelelemente  der  qua- 
dratischen Involution  beziehen. 

Sind  nun  a^^  a^  die  Theil Verhältnisse  zweier,  einer  Gruppe  der  Involu- 
tion n^®°  Grades  angehöriger  Elemente,  so  besteht  zwischen  ihnen  eine  Re- 
lation „ ,  . 

F(a,,flf,)=0, 

welche  in  beiden  Theilverhältnissen  symmetrisch  und  in  beiden  vom  Grade 
(m  — 1)  ist.  (Vergl.  den  Aufsatz:  „Erzeugung  algebraischer  Curven  durch 
projectivische  Involutionen^*  im  3.  Bande  der  Math.  Annalen  von  Clebsch 
und  Neu  mann.)  Das  Werthepaar  aj ,  o,  ^i^^  gleichzeitig  einem  Elemen- 
tenpaare der  quAdratisohen  Involution  angehören,  wenn  a|  =  —  a^  ist.  Setzt 
man  in  obiger  Gleichung  a,  =  —  a,,  so  ergiebt  sich  für  a,  offenbar  eine 
Gleichung  2'(w  — 1)*®"  Grades,  welche  (w  — l)  Paare  gleicher  entgegengesetzt 
bezeichneter  Wurzeln  liefert.  Jedes  solche  Wurzelpaar  gehört  einem  Paare 
von  Elementen  an,  welche  gleichzeitig  in  beiden  Involutionen  einander  ent- 
sprechen. 

Es  hat  also  eine  Involntion  n**^"  Grades  mit  einer  quadratischen  Involu- 
tion (»  — 1)  Elementenpaare  gemein,  womit  denn  auch  unser  anfangs  aus- 
esprochener  Satz  erwiesen  ist. 

Mailand,  1871.  Dr.  E.  Weyr. 


XVin.    lieber  rationale  Banmcarven. 

Es  sei  C  eine  rationale,  d.  h.  Punkt  für  Punkt  auf  eine  Gerade  bezieh- 
bare Raumcurve  n**""  Ordnung.  Vier  Punkte  a:,  x^  ar,  x^  derselben ,  welche 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen ,  müssen  selbstverständlich  einer  ge- 
wissen Bedingung  Genüge  leisten,  welche  wir  zum  Ausgangspunkte  der  Be- 
trachtungen dieser  kurzen  Mittheilung  machen  wollen. 
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Wenn  wir  den  Parameter  eines  Punktes  der  Curve  C  ebenso ,  wie  den 
Punkt;  selbst  bezeichnen,  so  wird  zwischen  x^x^x^x^  eine  Gleichung  be- 
stehen, welche  wir  dnrch  F {(tiX^x^x^^^^  darstellen  wollen.  Diese  Gleich- 
ung muss  selbstverständlich  in  den  vier  Variabein  symmetrisch  sein^  und 
da  drei  Punkte  der  Curve  eine  Ebene  bestimmen,  welche  die  Curve  in  wei- 
teren (n— 3)  Punkten  schneidet,  so  erkennt  man,  dass  F^=^0  in  jedem  der 
vier  Parameter  vom  (n— 3)**"  Grade  sein  muss. 

Setzt  man  j?,=a't=ar, ,  so  wird  die  Ebene  der  vier  Punkte  zur  Scfamie- 
gungsebene  im  Punkte  oTj;  da  nun  die  Gleichung  F=0  in  Xx  vom  Grade 
3(n  — 3)  wird,  so  lassen  sich  durch  jeden  Punkt  x^  der  Curve  C  3  («—3) 
ihrer  Schmiegungsebenen  legen.  Die  Schmiegungsebene  der  Curve  im  be- 
trachteten  Punkte  x^  selbst  gilt  für  drei  zusammenfallende  Ebenen  dieser 
Art.    Im  Ganzen  gehen  sonach  durch  irgend  einen  Punkt 

3  (n— 3J  +  3  =  3  («—2)  Schmiegungsebenen , 
d.  h.: 

„Die  Curve  C  ist  von  der  3(n— a)^«**  Classe." 

Setzt  man  a:^  =:  or,  =  o:,  =3  oti  ,  so  wird  die  Ebene  der  vier  Punkte  eine 
Wendeschmiegungsebene.  Die  Gleichung  ^=3  0.  wird  durch  diese  Substitu- 
tion eine  Gleichung  mit, einer  unbekannten,  und  zwar  vom  Grade  4(n— 3), 
d.h.: 

„Die   Curve   C  besitzt  4  («— 3)  Wendeschmiegungs- 
ebenen.** 
Die  Beziehung  zwischen   einem  Punkte  x^  der  Curve  und  einem  der 
Schnittpunkte  o:,  der  Curve  mit  der  Schmiegungsebene  von  x^  wird  dar- 
gestellt durch   die  Gleichung  jP(2rj^j  jTjOrt)  =0,   welche  in  x^  vom  Grade 
(«—3)  und  in  x^  vom  Grade  3(w  — 3)  ist. 

Wenn  diese  Gleichung  für  ar,  eine  doppelte  Wurzel  liefert,  so  berührt 
die  Schmiegungsebene  des  Punktes  x^  die  Curve  im  Punkte  or,.  Die  Dis* 
criminante  der  letzten  Gleichung,  genommen  bezüglich  o;,,  ist  in  den  Co- 
efficienten  vom  Grade  2(«— 4),  und  da  diese  in  ar,  vom  Grade3(n— 8)  sind, 
so  ergiebt  sich  eine  Gleichung  6(n  — 3)(/i  — 4)*"  Grades  für  a:, ,  d.  h.: 

„Die  Curve  besitzt  6(n— 3)(n  — 4)  Schmiegungsebe- 
nen, welche  sie  an  einer  andern  Stelle  überdies  be- 
rühren." 

Bildet  man  die  Discriminante  der  letzten  Gleichung  in  Bezug  auf  x^ 
so  wird  sie  in  den  Coefficienten  vom  Grade  2[3(n-  3)'~l]  ^^^  daher 
in  a-,  vom  Grade  2(«— 3)  [3(«— 3)~l],  d.  h.  ^  s  giebt  2(n— 3)  [3(n  — 3)  — l] 
solcher  Punkte  o?, ,  durch  welche  zwei  unendlich  nahe  Schmiegungsebenen 
der  Curve  hindurchgehen.  Diese  Punkte  sind  zweierlei  Art,  nämlich  er- 
stens sind  unter  ihnen  die  Durchschnittspunkte  der  Curve  mit  den  statio< 
nären  Schmiegungsebenen  (Wendeschmiegungsebenen).  Die  Zahl  dieser 
Punkte  ist  nach  Früherem  4(w-— 3)(n— 4).    Der  Rest: 

2(?i— 3)[3(w--3)  — 1]  — 4(n— 3)(w— 4)  =  2(n— 2) 
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ist  die  Zahl  solcher  Pankte,  welche  auf  Tangenten  der  Carve  liegen.  Die 
durch  einen  dieser  Punkte  gehende  Curventangente  ist  nttmlich  die  Schnitt- 
linie der  beiden  unendlich  nahen ,  durch  ihn  gehenden  Schmipgungsebenen. 
Wir  finden  somit  den  Satz^: 

„Die  Curve  besitzt  2(n— 2)  («—3)  Tangenten,  welche 
sie  überdies  schneiden/* 
Setzt  man  in  der  Grundgleichung  (F=0)  a:,=ar| ,  a;^=a:,,  so  ist  die 
Gleichung  F(x^XiX^x^)  in  jeder  der  zwei  Variabein  vom  Grade  2(n— 3). 
Wir  sehen  also,  dass  jede  Curventangente  von  2(n— 3)  anderen  Curven- 
tangenten  geschnitten  wird,  mit  denen  sie  in  ebenso  vielen,  ein  Büschel 
bildenden  Ebenen  liegt.  Da  jede  Tangente  auch  von  ihren  beiden  Nach- 
bartangenten geschnitten  wird,  so  schneiden  sie  im  Ganzen 

2(n— 3)  +  2  =  2(yi— 2)  Tangenten. 
Es  wird   also  auch  jede  beliebige  Gerade  des  Raumes  von  ebenso  vielen 
Tangenten  geschnitten,  d.  h. 

„Die  Curve  ist  vom  2(n  — 2)*«"  Bange." 
Mailand,  im  Mai  1871.  Dr.  E.  Weyr. 
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XV. 

Zum  Specnlum  astronomicum  des  AlbertuB  Magnus,  über 
die  darin  angeführten  Schriftsteller  und  Schriften. 

Von 

M.  Steinschneider 

in   Berlin. 


Herr  Prof.  Jessen  in  Eldena,  der  verdienstvolle  Heransgeber  des 
Buches  de  vegelabilibus  von  Albertus  Magnus  (starb  1280),  Berlin  1867,  be- 
absichtigt eine  Herausgabe  des  Speculum  asiron.^  welches  in  Jammy's  Ge- 
sammtausgabe  der  Werke  Albert's,  Bd.  V,  unkritisch  und  ohne  alle  Nach- 
weisung abgedruckt  ist.  Er  hat  zu  diesem  Zwecke  zunächst  einen  Text  aus 
einem  alten  Druck  ohne  Orts-  und  Jahresangabe  und  der  Ausgabe  Zimara's 
Ven.  1517,  welche  Jammy  willkürlich  benutzte  (s.  de  vegei,  p.  669),  ab- 
geschrieben und  beabsichtigt,  einige  Handschriften  zu  collationiren.  Solche 
gehören  nicht  gerade  zu  den  Seltenheiten.  Ich  fand  bei  Benutzung  ver- 
schiedlener  Quellen  für  die  gegenwärtige  Vorarbeit  gelegentlich  erwähnt : 
Cod.  Paris  7440 ,  citirt  von  Heinaud  (s.  unter  Machomet  N.  36) ;  Cod.  der 
Magliabecch.  in  Florenz  (Stroz.  1127,  unvollständig),  bei  Boncompagni  in 
AUi  deWAcad.  pontif.  XVl^  1863,  S.  758;  Leipzig  Paulina  1467  (bei  Rose,  Arisi. 
pseud.p,  367);  Cod.  canonic.  tnisc.  517,*®  (Coxe,  Catal.Codd.  MSS.  Bibl.  Bodl. 
III,  830);  München  Cod.  lat.  221,  267,  und  vielleicht  ein  dritter  (Tit.  Spec. 
de  nominibus  asir,)  bei  Sighart  (Leben  Albert's ,  S.  297) ;  in  Wien  5508,"  (7a- 
hülae  voL  /F,  1870,  S.  140,  als  Pseudo- Alb.  Spec.  geomaniicum). 

Das  Schriftchen  ist  von  verschiedenem  literatur-  und  culturgeschicht- 
lichem  Interesse;  es  bietet  uns  in  engem  Rahmen  ein  Bild  der  im  XIII. 
Jahrhundert  verbreiteten  Schriften  Über  Astronomie,  Astrologie  und  Magie, 
meist  aus  dem  Kreise  der  TJebersetzungen  aus  dem  Arabischen,  und 
kennzeichnet  die  Stellung ,  welche  ein  hervorragender  Mann  —  nur  ein  sol- 
cher kann  es  verfasst  haben  —  zu  denselben  einnimmt.  Es  wird  die  Auf- 
gabe einer  Einleitung  sein^  diese  Gesichtspunkte  im  Zusammenhange  mit 
der  kritischen  Frage  Über  die  Echtheit  (an  welcher  Choulant,  Janus  I,  1846, 
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8. 13Sflgg.,  687 9  zweifelt,  s.  dagegen  Sighart,  S.  291)  za  belencbten.  Eine 
nothwendige  Vorarbeit  ist  die  Feststellung,  resp.  Nachweisung  der  eitirten 
Autoren  und  Schriften  selbst.  Herr  Jessen  ward  durch  meinen  ersten  Ar- 
tikel „Uebersetzer  aus  dem  Arabischen"  im  Serapeum ,  herausgegeben  von 
Naumann,  1870,  Nr.  19, 20,  *  veranlasst,  mir  sein  Mannscript  anzubieten,  und 
bei  meiner  Bereitwilligkeit,  dasselbe  mit  Anmerkungen  zu  versehen,  im 
Februar  d.  J.,  begleitet  von  einem  fluchtig  angelegten  Namensregister, 
einzusenden.  Ich  sah  bald ,  dass  es  mit  blosen  Randnoten  nicht  abgethan 
sei,  und  zog  es  vor,  das  Register  zu  revidiren  und  mit  Nachweisnngen  zu 
versehen,  ans  welchen  hervorgeht,  dass  der  weitaus  grössteTheil  der 
angeführten  Schriften  noch  jetzt  erhalten  ist.  Die  Nachweisun- 
gen sind,  bei  aller  Restriction,  an  Umfang  so  angewachsen,  dass  ich  sie 
vorläufig  abschliesse;  ich  hoffe,  durch  die  Veröffentlichung  derselben  noch 
weitere  Belehrung  fiber  einige  unerledigte  Punkte  hervorzurnfeu. 

Ich  habe  mich  in  der  Regel  auf  kurze  Verweisungen  beschränkt,  nur 
an  einigen  Stellen  neue  Forschungen  oder  Andentnngen  allgemeiner  Ge- 
sichtspunkte gegeben ,  und  ist  nur  noch  zu  bemerken ,  dass  ich  gleichzeitig 
eine  Anzahl  von  Ergänzungen  zu  meinen ,  dieselbe  Literatur  betreffenden 
Artikeln  der  Zeitschrift  der  deutschen  Morgenlandischen  Gesellschaft^*  re- 
digire,  in  welchen  manches  hier  Berührte  zur  Sprache  kommt,  so  daas,  neben 
einigen  Wiederholungen,  Einzelnes  nur  hier  oder  dort  seinen  angemessene- 
ren Platz  gefunden  hat. 

Ich  citire  nach  der  von  Jessen  eingeführten  Zahl  fortlaufender  Para- 
graphen, da  die  Capitelzahl  in  den  Ausgaben  von  VIII  flgg.  variirt;  nm 
jedoch  schon  jetzt  das  Nachschlagen  zu  erleichtern ,  gebe  ich  hier  einen 
kurzen  Schlüssel,  worin  die  römische  Ziffer  das  Capitel,  die  arabische  den 
ersten  Paragraphen  in  demselben  anzeigt: 
117,  III  19,  IV  24,  V26,  J/I30,  VII  34.  Vn(VIII)42,  VHI45.  «49, 
X  51,  XI  71,  XII  86,  XIII  92.  XIV  106,  XV  114,  XVI  117. 

1.  Jbdilazil  oder  Abdalasity  a,  Alkabitius. 

2.  Abohali  oder  Hahuali^  im  Buche,  welches  beginnt:  Isie  est  liber 
in  quo  exposuiy  §  44.  —  Ist  der  Astrolog  Abu  Ali  Ibn  el-Xhajjat,  d.  h. 
Sohn  des  Schneiders,  daher  auch  sarcinator,  Schüler  Mesahallah^s  (s.  d.), 
s.  vorläufig  Zeitschr.  f.  Mathem.  X,  423,  Anm.  21;  D.M.Ztscbr.  XXIV,  352. 
Liber  Albohali  de  iudiciis  nativiiaium,  4,,  Nürnberg  1546,  beginnt  richtig  wie 
oben.  Die  Wiener  Tabulae  Codd.  manuscr.  II,  209,  Nr.  3124,**,  confundiren 
Avicenna.    Ich  komme  auf  ihn  in  einem  kleinen  selbstständigen  Artikel 


^  Leider  ist  dieses  Blatt,  wie  ich  eben  erfahren,  eingegangen. 

♦*  üeber  die  Mondstationen  (Naxatra)  u.  s.  w.  Bd.  XVIII  S.  118— 201;  Zur  Ge- 
sohicfate  der  Uebersetznngen  ans  dem  Indischen  ins  Arabische  n.  s.  w.  Bd.  XXIV, 
S.325  —  91;  ich  citire  der  Kürze  halber  nur:  „D.  M.  Ztschiu*' 
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zurück.   In  der  Handschr.  Laud,  594,"  (bei  Coxe  IE,  1,  S.  423)  beginnend: 
Iste  est  libeji  «te.,  wird  als  Uebersetzer  „Job.  Toi  et anu 8"  genannt. 

3.  Abolomita,  s.  Belenns. 

4.  Abrachus  oder  Abrackis^  §9,  istHipparch;  vergl.  Ztscbr.  f. 
Math.  XII,  11,  A.  20,  S.  34:  ,,Abaiam''.     y,Abraehar''  282  Jahre  vor  Ptole 
maus,  bei  Albategni,  C.  51  f.  80;  s.  folg.  Nnmmer. 

5.  Albategni.  —  ÖMOd(?)  autem  in  almagesti  obligetur  et  in  Commentario 
Geber  tarn  proUxe  dictum  commode  restringitur  ab  Arzachele  (Var.  Alga- 
sele!)  MspanOy  qui  est  dictus  Albategni  in  libro  suo  qui  sie  incipit  „Kern  (lies; 
Inter)  universal*  etc.  ibique  corriguntur  quaedam  quae  [fehlt  ut?]  ipse{?)  dixil 
non  ex  errore  Ptolemaei  sed  ex  suppositione  radicis  {radicum)  abrachi^s) 
accidisse ,  quae  tarnen  contra  fidem  pugnare  {fidem  pungere)  non  videntur.  Ex 
kis  quoque  duobus  libris  coHegit  quidam  vir  librum  sectmdum  stilum  Euclidis, 
cuius  commentarium  continet  sententias  täriusque  secundum  Gebrith  (utriusque 
Ftolomei  silicet)  atque  Albategni^  qui  sie  incipit:  „Omnium  rede  philosophan- 
Uum^*^  (Omnem  recte  philosophiam).   §§9,  10. 

Diese,  jedenfalls  corrnmpirte  Stelle  enthält  vielleicht  die  Wnrzel  oder 
die  Blüthe  einer  Gonfusion  verschiedener  Autoren.  (Zur  pseud.  Lit.  S.  71.) 
Alga  sei  ist  sicher  Schreibfehler.  Der  in  lateinischen  Quellen  so  genannte 
Philosoph  al- Gasali  war  weder  Mathematiker,  noch  Spanier;  über  Arzachel 
s.  unten  Nr.  17«  „Geber''  schlechtweg  ist  Dschabir  Ibn  Aflah  aus  Se- 
villa, dessen  Compendium  des  Almagast  in  IX  Tractaten  in  der  Ueber- 
setzung  Gerard's  von  Cremona  gedruckt,  mir  aber  im  Augenblick  nicht  zu- 
gänglich ist.  „Albategnius'^  ist  der  bekannte  Astronom  Muhammed 
ben  (Sohn  des)  Dschabir  al-Battani,  dessen  Werk  in  der  Ueber- 
setzung  des  Plato  ans  Tivoli  zuerst  mit  Additamenten  des  Job.  de  Re- 
giomonte  (Königsberg),  4.,  Nürnberg  1537,  hinter  Alfragani  gedruckt,  auf 
dem  Titelblatt  de  motu  stellarum,  im  Columnentitel  de  scientia  stellarum  heisst; 
Anfang  (f.  1*)  Machometi  filii  Gebir,  filii  Crueni  [lies  Ceneni  s=:  Sinani]  ^  qui  vo- 
catur  Albategni y  in  numeris  stellarum,  et  in  locis  motmim  earum  etCy  2.  Ausg., 
Bologna  1645,  mit  Druckfehlern  (s.  Halley,  bei  Delambre,  Histoire  de  Vastr. 
du  moyen  äge^  p*61,  und  Lalande,  Bibliogr,,  S^56  und  220).  Die  Praefatio 
des  Uebersetzers  Plato  Tibnrtinns  beginnt:  Inter  universa  liberalium  artium; 
also  bezeichnet  Albert  diesen  Anfang  als  den  des  Werkes,  und  er  scheint 
die  Vorrede  ohne  Ueberschrift  vor  sich  gehabt  zu  haben ,  denn  in  derselben 
kommen  die  Worte  vor:  Cumque  eius  [d.  h.  Ptolemaei]  imitatorem  perfectum 
inter  Arabes  et  Albategnium  deprehenderem ,  quique  Ptolemaei  prolixitalem 
compendiosae  (so)  coartat  eiusque  crrores  emendanSy  quae  quidem  rarissimi 
sunt,  non  ipsi  sed  Ab r acht s  radici  impulat.  —  lieber  eine  andere  Ueber- 
setzung  der  ,,Canones^*^  s.  unten  Nr.  48. 

Quellen  über  Albattani  s.  D.  M.  Ztscbr.  XXIV,  351,  X,  vgl.  auch 
David  Gans,  Nechmad  we-Naim,  f.  9.  —  Ueber  die  Identität  Battani*s  mit 
yyBethen"  oder  „Bethem^^  (s.  Delambre  S.  3)  anderswo. 
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6.  Albumasar^  der  bekanute  Astrolog  um  850 (s.  seine  Inirod.  Fi,  C 1), 
ober  welchen  icb  anderswo  die  Quellen  vollständig  gebe,  hier  eine  Verwei- 
sung auf  D.  M.  Ztschr.  XXIV,  392  (Index  s.  v.)  und  Serapeum  1870,  S.309 
bis  Sil  genfige,  hiess  Dscha'afar  (Gapharj  nicht  Saphar,  wie  Lalande,  In- 
dex S.881),  ben  Mnbammed  b.  Omar  -  al  •  Balkhi  (.,^/&a2acAt''),  ge- 
wöhnlich Abu  Ma'aschar.    Albert  citirt: 

a)  Über  geazar  (Var.  leozar,  lies  Geafar)  qui  diclus  est  Mbumasar,  quem 
vocanl  Maius  Iniroductorium^  anfangend  Laus  Deo^  §31,  und 
ohne  Nennung  des  Boches,  jedoch  unter  Angabe  von  Tractat,  „Dif- 
ferential' (d.  h.  Abschnitt)  und  Capitel  in  §§  75,  78,  80,  102  (s.  unter 
Aristoteles  e).  —  Ist  das  bekannte  Buch,  aber  nicht  die  edirte 
Uebersetznng ,  sondern  die  des  Johannes  Hispalensis,  welche 
sich  in  vielen  Handschriften  erhalten  hat  und  an  dem  Beiworte  majus 
oder  magnum  zu  erkennen  ist.  Sie  beginnt  Laus  Deo.,.^  dann  Dixü 
Geasar  oder  Geafar  elc.  (s.  D.  M.  Ztschr.  XVIII,  170,  vergl.  S.  130, 
auch  über  die  unvollständige  gedruckte  Bearbeitung).  Solche  HSS. 
sind:  bei  Boncompagni  4,  in  Casena  (Plut.  27  Cod.  3,',  bei  J.M.Muc- 
ciolo,  Catal.  II,  175  mit  falschem  Datum),  Leipzig  (Paulina,  bei 
Montfaucon  S.598),  London  (Harl.  3031,';  III,  47),  Mönchen  122  und 
374:  „Geafer";  Oxford,  Bodl.  Digby  194  (Catal.  MSS  Angl.  I,  86, 
N.  1795)  und  Coli.  Corp.  Chr.  95,  Paris  7315,  Wien,  Tabulae  II,  73, 
N.  243Ö,*;  IV,  115,  N.  5392,^;  S.  129  N.  5463,';  S.  131  N.5478.»  und 
wohl  noch  sonst.  —  Uebrigens  soll  AbuMa'ascher  sich  das  Werk  un- 
rechtmässig beigelegt  haben  und  der  eigentliche  Verfasser  der  Jude 
Sind  ben  Ali  sein  (D.  M.  Ztschr.  XIII,  630,  auch  el-Kifti  ms.). 
h)  Liber  conjuciionum,  anfangend:  Scientia  significalionum ,  §  36.  — 
,,Albumasar  de  magnis  conjunclionibus^  nmwrum  revohäionibus :  aceorum 
profeclionibus :  octo  coniinens  iraclaius''  liest  man  auf  dem.  Titelblatt 
der  seltenen  Ausgabe,  welche  der  bekannte  Drucker  Erhard  Ratdolt 
in  Augsburg  1489  zwei  Monate  nach  der  Beendigung  des  Introducto- 
rium  erscheinen  liess ,  —  ein  Exemplar  fand  ich  erst  jetzt  als  an- 
nexum  in  der  hiesigen  k.  Bibliothek.  Die  Uebersehrift  lautet:  Hie 
est  liber  individuorum  superiorum  *  in  summa  de  significalionibus  super 
accideniia  quae  efficiuntur  in  mundo :  de  presentia  eorum  respeciu  ascen- 
denlium  inceplionum  coniunctionum  ei  aliorum.  Et  sunt  octo  iraciatus, 
Editus  a  Japhar  astrologo  qui  diclus  est  Jlbumasar:  ad  laudem  dei  glo- 
riosi.   [Ist  schon  das  bekannte  Bismillah,]  Auf  Index  des  Ganzen  und 


•  De  significationibus  individ,  super,  in  Cod.  Ilarl.  3631,*  (III ,  47,  wo  die  Identität 
vermnthet  wird).  Ueber  diesen  technischen  Ansdruck  s.  mein  Alfarabi  (Petersbnrg, 
1860)  S.76  (vergl.  D.  M.  Ztschr.  XVIII,  130).  Das  arabische  Ortginal  enthält  ohne 
Zweifel  Cod.  Escarial  932  (Casir  I,  371  ,  übersetzt  falsch:  Prognostiea  simulacro- 
rum  coelesiiwn) ,  vielleicht  auch  Cod.  913,S  bei  Casiri  S.352. 
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Ueberscbrift  des  1.  Capitels  folgt  der  eigentliche  Anfang:  Scienlia 
individuorum  significationum  circülarium  super  effectus  inferiores. 
Hiernach  ist  Serapeum  1870,  S.  309  zu  ergänzen.  Eine  Ansg.  Yen. 
1515  besitzt  die  Bodl.  (Lalande  S.38  übergebt  den  Ort,  das  Jahr 
fehlt  im  Index.) 

c)  ,.,ei  apud  Geber  {\),  qui  credilur  esse  Albumasar  in  libro  naturae  suo 

diclo,  §  36,  unmittelbar  nach  5.  —  Ein  über  naturarum  des  Albumasar 
cit.  Haly  Aben  Ragel  in  seiner  Astrologie  tr.  VII  0.  100  S.  341,  ed. 
1551 ;  ein  solcher  Titel  erscheint  auch  als  der  erste  im  Verzeichniss 
der  Schriften  Abu  Ma'ascher*s,  bei  el-Kifti;  der  20.  ist  liber  natura- 
rum major;  Geber  stünde  also  für  Gafar;  allein  eine  Handschrift 
des  Buches  ist  mir  unbekannt  und  es  ist  vielleicht  an  den  Alchemisten 
„Geber"  zu  denken? 

d)  Hb,  florum,  anfangend:  Opporlel  ie primum  scire,  §39.  —  So  beginnt 

das  gedruckte  Flores,  dessen  Uebersetzer  nicht  genannt  ist  (s.  Sera- 
peum 1870,  S.  309,  Anm.  14);  die  k.  Bibliothek  besitzt  davon  die  Aus- 
gabe Venedig  ohne  Jahr  dnrch  J.  Baptista  Sessa,  und  1495  ^alande, 
S.  28,  22,  beide  fehlen  im  Index  S.  881).  Ebenso  beginnt  die  Wiener 
Handschrift  5209,*  (IV,  59)  mit  dem  Titel  de  Eevolulionibus  annorum^ 
nur  1.  Bl. ;  hingegen  5463,'  mit  demselben  Titel ,  anfangend :  Tract, 
primus  qualHer,  wie  oben  in  a  nach  der  Ueberscbrift  die  Inhalts- 
angabe; vergl.  auch  unter  e  und  N.  12.  Man  sieht  hieraus,  wie  wenig 
massgebend  die  Titel  sind. 

e)  L  ib.  Exp  erimentorum,  an  fangend :  scito  horam  inlroitus ,  §  39 ,  un- 

mittelbar hinter  d.  —  Handschriften  sind  im  Serapeum  /.  c.  nach- 
gewiesen, eine  ist  betitelt  de  revolucione  annorum  mundi;  scheint  un- 
edirt. 

f)  8.  unten  G  a  p  h  a  r. 

7.  AlchochanduSy  s.  Mahomet.' 

8.  Algasel,  s.  Arzachel. 

9.  Alkabitius:  liber  Abdilazil  (Var.  Abdilazily  lies  Abdil-Aziz), 
lib.  quem  vocant  Alkabitius y  anfangend:  Postulata  aDeo^  §  31.  —  Lebte  im 
X.  Jalyhundert ;  die  lateinische  Uebersetzung  seiner  Einleitung  von  Johan- 
nes Hispalensis,  öfter  gedruckt  (die  hiesige  k.  Bibliothek  hat  u.  A.  eine 
Ausg.  4,  Francof.  1508),  beginnt:  Postulata  a  Domino*.  Näheres  in  meinem 
Catal.  libr.  hebr.  in  Bibl.  Bodl.  S.  1567  und  D.  M.  Ztschr.XXIV,  336;  vergl. 
XVIII,  192:  Adyla  bei  Bonatti.  —  Heilbronner,  S.  495,  erwähnt  eine  Optik 


*  Postulata  beginnt  auch  Cod.  Digby  47  bei  Boncompagni,  della  vita  diGherardo^ 
p.59;  ich  zweifle  daher  sehr  an  einer  Uebersetzung  dieses  Buches  durch  Gerardvoii 
Cremona,  da  andere  Belege  fehlen, 
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nod  neiiDi  8.  4SI,  §  S88  naeb  Pastregins,  anser  fTerk  JrekAia?!  —  Der  Verf. 
eitirty  eine  Widerleg  ong  des  Heissekenhali  (Hasmn  ben  Ali?;  lud  (in  Diff.IV) 
über  de  animodar. 

10.  Aikindus  oder  Alchindms  (der  bekannte  Polybistor,  IX.  Jabrb.) 
—  Ein  Bucb,  welcbcs  anfängt:  rogaius  fui,  nnd  Ton  Wittemngskonde  ban- 
delt, §41  — ,  ii»t  obne  Zweifel  das  in  Handscbriften  häofige*,  in  Venedig 
X^Al  nod  Paris  1540  gedruckte:  Astrorum  iudicet  Alhmdus  R  G^tphar  de  pluviis 
imbribus  ei  veniU:  ac  aeris  muiaiione  ib.  M.  Ztücbr.  XVIII,  128,  131,  181^  185; 
das  dort  erwähnte  Exemplar  der  Ausgabe  1507  babe  icb  erworben,  die  hie- 
sige k.  Bibliothek  besitzt  keines).  Zn  Catal.  Bodl.  S.  KH»,^  s.  die  Quellen 
über  al-Kindi  in  D.  M.  Ztschr.  XXIV,  347,  wo  mehrere  ins  Lateinische 
tibersetzte,  znni  Theil  nnedirte,  astrologische  Schrif^eo  aufgezählt  sind ;  vgl. 
auch  Zeitscbr.  f.  Math.  XII,  27,  und  unten  Nr.  50. 

11.  Almansor.  Liber  eapilulorum  \ei\  centum  verborum  ad  Al- 
mansorem  {Almansorii)^  anfangend :  Signorum  dispositio  est  (dispositione)  ui  di- 
cam^  §  50.  —  Siehe  Zeitsebr.  f.  Math.  XII,  27  meine  ausf&brliche  Erörte- 
rung, auch  die  Variante  des  Anfangs;  in  Cod.  Wien  II,  74,  Nr. 2436,'*:  Al- 
bum asar  i^)  Lib.  expen'mentorum  seu  CapHula  sieliarum  etc.  (Tergl.  Zeitschr. 
XII,  29  und  oben  Nr.O</,  e),  anfangend  Disposition  also  fehlt  das  Anfangs- 
wort. 

12.  AlpetragiuSy  der  die  Principien  des  Ptolemäischen  Systems  be- 
kämpft in  einem  Buche,  beginnend:  Detegam  tibi  secretum.  Ihm  hängen 
Viele  an  wegen  der  Autorität  des  Aristoteles  im  Buche  coeli  elmundi: 
Andere  indignantur  quod  malo  suo  intellectu  ausus  fuerit  reprehendere  Ptolomaeo^ 
§  11.  —  Abu  Ishak  Nnr  ed-Din  al  -  Bitrndschi  oder  Bitrodschi  (aus 
Pedroches  stammend)  aus  Sevilla ,  den  Casiri  ohne  Grund  zum  Christen 
macht,  schrieb  nach  1185,  dem  Todesjahre  seines  Lehrers,  des  Philosophen 
Ihn  Tofeil.  Sein  astronomisches  Werk  (arabisch  in  Cod.  Escnrial  958,  bei 
Casiri  I,  958)  wurde  im  J.  1217  in  Toledo  von  Michael  Scotus  ins  Latei- 
nische übersetzt,  erhielt  sich  jedoch  in  dieser  Uebersetzong  nnr  handschrift- 
lich in  Cod.  Paris  a.  f.  7399,  Sorb.1820;  identisch  scheint  z.B.  Alpetrau- 
gius  (so)  de  vivificaUone  [lies  verificaiione?]  motuum  coelestium  im  Catal.  MSS. 
Angliae  II,  386  Nr.  9931;  im  Catalog  der  Harl.1, 1  sind  die  einzelnen  Capitel 
als  11  Schriften  aufgezählt!  Das  Speciroen,  welches  Jonrdain  (N.CI)  ge- 
geben, beginnt  in  der  Tbat,  nach  einer  kurzen  Einleitungsformel  (wo  Jesus 
Christus  für  Allah  substituirt  ist),  mit  den  Worten  Detegam  tibi  secretum. 


•  De  iignificathne  planetarum  et  de  eorum  natura  she  de  pltaiis  in  Wien  11,  74, 
N.  2436,**.  De  piuvüs  ist  der  gewöhnliche  Titel.  Hingegen  beruht  auf  Confnsion  die 
Ueberschrift  in  Cod.  Wien  II,  220,  N.3lö2,8:  Lib.  Haty  de  pianeiis  sub  radiis  soüs, 
quem  alH  intitulant  lib.  Alkindi  de  pluviis,  anfang.:  Satwnus  in  artete.  —  Der  Uteinische 
Uebersetzer  de»  Kindi  ist  nach  Jonrdain's  Vermuthiing  Adelard  von  Bath, 
was  Cantor  (Math,  ßeitr.  S.  208)  unerwähnt  liUst. 
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Ino  Jahre  1247  nahm  Jebuda  ben  Salomo  Koben  ans  Toledo  ein  Com- 
pendinm  des  Bucbes  im  II.  Tbeil  seines  grösseren  Werkes  {Midrasck  ha- 
Chochma)  anf,  welcbes  er  (ganz  oder  nur  tbeil  weise?)  zuerst  arabiscb  ver- 
fasste,  dann  in  Toscana  bebräiscb  übersetzte.  Jedocb  ist  gerade  dieser 
Abscbnitt  nnr  in  äusserst  wenig  Handscbriften  des  überhaupt  selten  voll- 
ständigen Werkes  erhalten;  z.  B.  in  dem  Bodl ei ani sehen  Cod.  Michael  414, 
f.  161^,  De  Boss!  421;  in  einer  Handschrift  des  Buchhändlers  Fischl,  von 
Sal.  Dnbno  herrührend  (s.  Hebr.Bibliogr.  VIII,  36,  Nr.  934,  vergl.  VII,  63). 
Zu  Cod.  Vatican  338,  f.  211,  bat  Christmann  bemerkt:  Kern  Epiiome  Alma- 
gesti Ptolemaei  cum  quibusdam  ex  Albaiegnio  excerpiis  quae  heic  desideraniur 
item  Geneihliaca  quaedam  ad  finem.  Da  die  Epitome  des  Almagest  nach  Asse- 
man*s  Beschreibung  von  f.  211  bis  273  reichen  soll,  wo  erst  das  Quadri* 
partitum  beginnt,  so  könnte  wohl  Bitrudschi  von  Christmann  und  Assemani 
übersehen  sein;  jedenfalls  ist  „Albategni*^  ein  Irrthum.  Der  von  Jebuda  in 
der  £pitome  angeführte  Gaber  (Dschabir)  ist  der  Sevilleqser  (s.  oben  8.359), 
der*  von  einem  damals  bereits  verstorbenen  R.  David  (sonst  unbekannt) 
widerlegt  worden.  Jebuda  giebt  an ,  dass  Bitrudschi  vor  ungefähr  30  Jah- 
ren gelebt  habe ,  was  ich  auf  den  Uebersetzer  Michael  Scotus  zu  beziehen 
geneigt  war. 

Im  Jahre  1259  übersetzte  MoselbnTibbonin  der  Provence  das  ara- 
bische Werk  ins  Hebräische.  Handscbriften  dieser  unedirten  Uebersetzung 
siQd  ebenfalls  sehr  selten.  Ich  kenne  nur  drei  vollständige,  in  der  Bodleiana 
(Mich.  386),  Paris  1288,*  des  neuen  Catalogs  (Orat.  139,  bei  Wolf,  Bibl.  hebr. 
ni,  Nr. 31*  lies:  Abu  Isak  ben  Ihn  Albatrugi;  so  in  den  Handschr.)  und 
eine  vor  zwei  Jahren  in  München  (jetzt  Cod.  150)  erworbene;  ausserdem  ein 
Fragment  in  Petersburg  (J.  Onriand,  Kurze  Beschreibung  der  mathemati- 
schen u.  s.  w. ,  hebräischen  Handschriften  u.  s.  w. ,  Petersburg  1866,  S.  29, 
Nr.  339).   Die  Figuren  fehlen  grösstentbeils. 

Ans  dieser  Uebersetzung  stammt  die  lateinische  des  Calo  oder  Kalo- 
nymos  ben  David  (aus  Neapel),  Venedig  1531  (s.  meinen  Catalog.  Bodl. 
8. 1576)  y  aus  welcher  die  neueren  Geschichtschreiber  der  Astronomie  (na- 
mentlich Delambre  S.  7,  171,  179,  Whewell  -  Littrö  S.  186)  ihre  Kunde 
schöpften ,  während  ältere  christliche  Autoren  seit  dem  XIII.  Jahrhundert, 
wie  Albert  M.  —  bei  dem  der  Verfasser  anderswo  ^^Alpaliarius**  heisst  — , 
natürlich  nur  die  des  Scotus  benutzen  konnten. 

Von  „Alpebragius"  oder  Bitrogi  ist  in  christlichen  und  jüdischen  Quel- 
len bis  spät  hinunter*  viel  die  Rede,  Isak  Israeli  (1310)  in  Toledo  meint  unsern 
Bitrogi,  wenn  er  von  dem  Manne  spricht,  den  er  den  „Erschütterer**  nennt; 


*  Zum  Beispiel  bei  dem  Arzt  und  Mathematiker  Josef  del  Medigo  im  XVII. 
Jahrh.,  s.  Geiger,  Melo  Clwfnajim^  Berlin  1840,  8.  13,  hebr.  •|'»ma'«BbK,  wofür 
Geiger  (Uebersetz. ,  8.  14)  irrthümlich  „Elbatrik  (Johannes,  Sohnes  des  Patricias)" 
setzt  (8,  Vircbow's  Archiv,  Bd.  52  S.  364).    S.  auch  Cod.  Fischl.  26. 
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sein  j&ogerer  Zeitgenosse,  Levi  ben  Gerson,  genannt  Leon  de  Bahols  (st.  1S44)*, 
hat  in  seinem  grossen,  nnr  bandschriftlich  Im  hebräischen  Original  und  in 
lateinischer  Uebersetznng  erhaltenen  astronomischen  Werke  die  neue  Welt- 
eonstrnction  des  Bitrndschi  widerlegt.  —  Es  sei  hier  gestattet,  die  Bedevtnng 
der  spanischen  Araber  für  die,  später  durch  Copernicns  vollzogene  Ver- 
drängung des  Ptolemäischen  Systems  hervorzuheben.**  Die  sich  immer 
mehr  verwickelnde  Theorie  der  excentrischen  Kreise  und  Epicyklen  nnd 
das  sogenannte  Trepidationssystem  ***  erhielten  ihren  ersten  Stoss 
durch  die  Philosophie  der  spanischen  Araber,  die  an  Aristoteles  knüpftet, 
aber  freilich  durch  mathematische  Studien  sich  zu  grösserer  Freiheit  ent- 
wickelte ff .  Zarkali  (Arzachel)  und  Dschabir  Ibn  Aflah  hatten  sich  gegen 
minder  wichtige  Punkte  des  herrschenden  Ptolemäus  ausgesprochen  und 
Ersterer  wurde  daher  von  Copernicns  „der  Verleumder  des  Ptolemäus*'  ge^ 
nannt  (Heilbronner,  S.  428).  Bitrodschi  führte  seine  Hiebe  gegen  Grund- 
Säulen  des  Systems  und  glaubte  sich  inspirirt  zn  einem  neuen  Welt- 
systeme. Jehuda  ben  Salomo  leitet  seinen  Abriss  u.  A.  mit  den  Worten  ein: 
„Wisse,  dass  ihm  ein  grosses  Geheimniss  geoffenbart  worden,  nnd  wäre  er 
Jude  gewesen,  so  wäre  er  der  göttlichen  Weisheit  würdig  gewesen,  denn 
es  heisst  (Spr.  Sal.  14,  33):  „im  Herzen  des  Verständigen  {nabon)  ruht  die 
Weisheit*',  und  bina  [wovon  nabon  abgeleitet]  bedeutet  Mathematik,  wie 
oben  in  der  Erläuterung  der  Sprüche  Salomonis  erörtert  worden" ftt-  — 
Eine  anonyme  Widerlegung  des  Alp.  enthält  Cod.  Wien  IV,  56,  N.  5203,^ 

Die  eben  mitgetheilten  Daten  sind  Resnltnte  neuerer  Forschung;  die 
gewöhnlich  benutzten  Quellen  von  Riccioli  (Almagest  nov.  S.  XXIX)  bis 
auf  Grässe  (II,  2,  S.  002)  nnd  Poggendorff's  Wörterbuch  (I,  33)  bringen 
Irriges  nnd  Mangelhaftes.  Den  ersten  Schritt  that  Jourdain;  eine  Znsam 
menstellung  der  lateinischen  und  hebräischen  Quellen  versuchte  ich  mit  den 
mir  damals  zu  Gebote  stehenden  Mitteln  in  den  ersten  Märztagen  1848  (in 
hu '  Jona  f  heransg.  v.  S.  Sachs,  S.  32flgg.)  nnd  ergänzte  die  Nach  Weisungen 
seitdem  an  verschiedenen  Orten *t-  Munk  war,  wie  er  im  J.  1862  in  einem 
Briefe   an  Lebrecht  versicherte,  unabhängig  von  meinen  Forschungen  zu 


*  S.Hebr.  Bibliogmphie  IX  (1869),  S.  162. 

**  L.  Prowe  (Ueber  die  Abhängigkeit  des  Copernicns  von  den  Gedanken  grie- 
chischer Philos.  und  Astr. ,  Thorn  18Ö5,  S.  27)  behauptet  nicht  ganz  richtig,  dass  von 
den  Arabern  an  den  „Fundamenten  des  Ptolemäi^schen  Systems  nicht  gerüttelt 
wnrde". 

*♦*  8.  unten  unter  Thebit, 
t  Die  „Spiralbewegung"  des  Bitr.  (bei  Munk,  MelangeM^  S.  520)  erwähnt  Aver- 
YO^n(de  coelo  II,  C.  ZT*  f.  56,*  Un,  29) :  „motus  qui  dicunUar  laulab  ab  Ariaiotele*\ 
tt  Vergl.  meine  LeUere  a  D.  B»  Boncompagni^  p,  U. 
ftt  Vergl.  mein  JewUh  Literature,  London  1857,  S,35l. 
♦f  Jen.  IM.,  pag,  184;  Catal.  BodL,  p,  1610  und  Addenda;  Catal,  Codd.  Lttgd., 
p.  284 ,  350;  Zur  pseudepigr.  Lit.,  S.  72. 


Digiti 


zedby  Google 


VoD  M.  Stbinscuneioer.  365 

den  Resaltaten  gekornmen,  die  er  in  den  Melanges  (Paris  1859  — 1860,  Seite 
518  —  521)  niederlegte.  Ich  glaubte,  dem  Verblichenen  diese  Bemerkung 
schuldig  zu  sein. 

13«  Alphraganus  tiberiades,  dessen  Buch  beginnt:  Numerus  mensium 
arabumy  §  12.  —  Das  bekannte  Werk  des  al-Fergani  (833 — 844?)  beginnt 
80  in  der  compendiösen  Uebersetzung  des  Jobannes  Hispalensis  (1135), 
Ausg.  4.  Nürnberg  1537*).  —  Ueber  Quellen,  andere  üebersetzungen  ins 
Lateinische  und  Hebräische,  Commentare  u.  s.  w.  s.  Wöpcke  im  Journal 
Asiatique  1862,  XIX,  114  —  7,  und  meine  Angaben  in  D.  M.  Ztschr.  XVIII, 
148,  XXIV,  339,  381,  wozu  ich  soeben  noch  einige  Nachträge  redigire.  Eine 
italienische  Uebersetzung  des  Zwcchero  Bencivenni  (um  1313)  s.  bei  Libri, 
HisL  des  sciences  maihem,  II y  207,  526,  vergl.  Narducci,  Libro  de  le  virludi  de 
le  pietre  preziose  f  Bologna  1869,  S.  8.  Den  Namen  Tiberiadis  in  einer  Pa- 
riser Handschrift  erklärt  Wöpcke  aus  Ketiriadis,  nämlich  Muhammed  Sohn 
des  Ketir  (Koteir).  Ich  vermuthe  noch  eine  Confusion  mit  Omar,  unten 
Nr.  31.  —  Ohne  Zweifel  ist  unser  Fergani  der  ^^Alfaragius^^  in  der  Hand- 
schrift Wien  IV,  93,  N.  5303,". 

14.  Aranenioh  (Aranentoh).  ,yEt  post  illum  (isluni)  scripsit  librum 
almageg  (Var.  alxiroth)**  hoc  est  cursuum  Araneniob  (Var.  NismeroJi) 
magister  filie  (Var,/f/ff)  regis  Ptolomaeij  quem  vocavii  Almanach.  El  hie  gut- 
dem  pro  diuturnitale  iemporis  his  diebus  salis  ab  exquisitae  calculalionis  veritate 
declinal,  §14.  —  Bei  diesem,  wahrscheinlich  den  meisten  Lesern  dieser  Blätter 
ganz  unbekannten  Antor  ist  eine  ausfilhrliche  Nachweisung  ganz  unerläss- 
lich,  welche  dennoch  Manches  zu  wünschen  übrig  lassen  wird. 

Der  Araber  Zarkali  (Arzachel^  s.  Nr.  17)  hat  unter  Anderem  astrono- 
mische Tafeln  eines  alten  Autors  überarbeitet,  dessen  Namen  in  einer  ara- 
bischen Handschrift  in  München  Eumathios  scheint.  Allein  ich  habe  in  der 
▼on  Kobak  herausg.  Zeitschr.  Jeschurun  (V,  1867,  S.  188)  eine  Stelle  aus  dem 
hebr.  Almanach  des  Jakob  b.  Machir  (vulgo  Prophatiits)  mitgetheilt,  wonach 
„Armanius,  Schüler  des  Königs  Ptolemäus*^  ungefähr  600  Jahre  vor  Zar- 
kali gelebt  hätte*'*'*.    Nach  Lalande,  im  Index  zu  seiner  Bibliogr.f  S.  882, 


*  Die  Capttel  heissen  hier,  wie  in  der  Uebersetzang  des  Abu  Ma*a8cher :  „l>tA 
ferenliae**  (arabisch  FvMxd) ,  daher  der  verkehrte  Titel:  „^e  di/ferentug  (30)  Mter  Ära- 
bes  ei  Latinos  in  antronomia  per  Alfraganum**'  in  Cod.  Caio-Gonville  504,'  bei  f,  J. 
Smith  (Caialogue,  Cambr.  1849,  S,  231). 

**  Alxhroth  führt  auf  das  arabische  Tasjiräi,  Fortschreitungen,  ^^Atacir*^  (worüber 
s.  D.  M.  Ztschr.  XXIV,  383) ;  zu  almageg  weiss  ich  keine  naheliegende  Form ,  etwa 
al'fnagari,  oder  eine  andere  von  v.^r^,  laufen,  abgeleitete  Form?  Oder  lies:  alzaig, 
Mehrzahl  von  zig?  (astron.  Tafeln,  s.  meine  Leitere  S.  18  and  dazu  J.  J.  Smith  1.  c. 
8.217,  Corf.456). 

***  In  den  Canones  super  AlmSiach  Profacii  (Cod.  Pakt.  1436,  f.  23»)  heisst  es 
(nach  Mittheilung  des  Fürsten  Boncompagni,  Nov.  1863):  Seqidtur  autem  istud  al- 
manach modum  illius,  quod  fecit  Ptholomaeus  ad  Cleopairam  flliam  suam, 
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soll  ein  Aramonius  um  dOO  n.  Chr.  die  Sterne  beobachtet  haben;  eine 
Quelle  ist  nicht  angegeben. 

Diese  Tafeln  sind  ohne  Zweifel  in  folgenden  Handschriften  enthalten: 

a)  Cod.  Land.  644,^'  (bei  Coxe  II»  1,  S.  467,  vergl.  Cat.  MSS.  Angl.  I, 

8.  72  bis  Nr.  1487): 

Canones  [Humenuz,  Amtnonae  forsilan]  Aegypiio^  super  tabulas 
eius,  qui  dicuntur  Almanack.  —  Inc,  Sciendum  est  quod  Bumenuz,  sum- 
mus  Egyptiorum  philosophus,  magisler  filie  Ptolomei^  composuit  hos  tabu- 
las equationis  Planetarutn  super  annos  Egyptiorum^  quas  Arzachel  Gre- 
corum{\)  philosophus  de  annis  Egyptiorum  ad  annos  Alexandri  mngni 
mutavü,  Post  hec  vero  magister  Jojiannes  Papiensis  eas  translulü 
ad  annos  Christi,  Ende:  Mercurii  19^;  capitis  Draconis  61  ^  Dann 
28  Tafeln. 

b)  Zwei  Palatinische  Handschriften  (Über  deren  gegenwärtige  Nummer 

im  Vatican  ich  beim  Fürsten  Boncompagni  angefragt  habe*)  der 
Tafeln  des  Humenus^  welche  Job.  Papiensis**  auf  die  christliche 
Zeitrechnung  reducirte,  erwähnt  Christmann  zu  Alfergani  S.  226* 
Darin  heisst  es:  Faclae  fuerunl  hae  tabulae  ad  certificanda  loca  plane- 
larum^  ad  mediem  diem  civitatis  Aniiochia  ***  et  incipit  tabula  Salurni 
uno  mense  ante  annum  Alexandri  1454  et  quatuor  mensibus  ante  A.  Chr. 
1443  [also  Sept  1142]. 

Vergl.  Heilbronner,  Bist,  math.,  S.  458  §  466;  Weidler,  Eist,  astr.^ 
216,  §  XVIII;  bei  Lalande^  S.  5,  mit  dem  Jahre  1150,  welches  aber 
bei  Weidler  nur  in  der  Anmerkung  zu  dem  vorangehenden  „Alman- 
sor'*  notirt  ist  (s.  dagegen  Zeitschr.  f.  Math.  XII,  28). 

c)  Liber  Humeni  Egipti,  Cod.  Harl.  3647,"  (TU,  48);  fehlt  im  Index  IV,  485. 

d)  Ein  Citat(?)  in  Cod.  Boncompagni  225,  f.  257  (Narducci's  Catal.  S.96): 

Per  tabulas  humeni  philosophi  inventivas  locorum  et  motuum  7  planeia- 
rum  et  draconis.    Nota  quod  anno  d,  n.  ihu.  xpi»  1268  perfecto  etc. 

Ein  Werk  des  Hermes  an  den  aegyptischen  Ammon  s.  bei  Heil- 
bronner S.  69  (Labbeus  S.  117).  —  Ein  Werk  des  Ammon  ins  über 


*  Die  Vaticanischen  Codices,  welche  die  von  Christmann  »ngefuhrten  Stellen 
enthalten,  sind  Palat.  1410  und  1414.  Fürst  Boncompagni  hat  auf  meine  Bitte  die 
Codd.  heransgefanden  und  mir  die  betreibenden  Stellen  mitgetheilt.  Die  Ueberschrift 
ist:  Indpitmt  canones  super  tabuUis  hwueni  (in  1410  kumenii)  philosophi  summt  egiptiorwn. 
Dann  folgt  die  Bemerkung:  Sciendum  quod  hwnenus  (in  1414  humeni)  eic,  wie  bei  Coxe, 
bis  annos  Christi.  Dann:  Compostdt  autem  humenus  (in  1414  humeniz)  hos  canones  super 
oftnos  graecorum  post  obiium  ptholomei  rogatu  ßlie  ipsius  pthotomei.  —  S.  auch  über  IVo- 
minus  unten  zu  Nr.  38,  ssu  Ende. 

**  Job.  aus  Payia  hiess  ein  Zeitgenosse  des  Bonatti,  s.  Boncompagni,  Delta 
üita  ffi  Gherardo  Crem,  p.  65.  * 

***  Ich  vermutbe  Antiochia  in  Spanien,  wu  der  lateinische  Uobersetzer  etwa 
arbeitete ;  vergl.  Serapeum  1870,  S.  292. 
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das  Astrolab  ist  in  mehreren  grieehiachen  Handschriften  erhalten,  — 
Was  hat  Zarkali  vor  sich  gehabt? 

15.  Arceppius»  Liber  Arceppü  {Areceppii)  cum  commenlo  suOy  §64. 
—  Am  nächsten  Iftge,  bei  der  häufigen  Verwechselung  von  t  nnd  c  in  latei- 
nischen Handschriften,  der  Namen  Artephius  (Artefins,  Artesias  ^  wahr- 
scheinlich anch  Uthesia*),  unter  welchem  alchemistische  Werke  bekannt 
sind  (s.  Borellins,  Bibliofheca  Chimica^  12.  Heidelberg  1656,  S.  31).  Ich  habe 
anderswo  (Alfarabi,  Petersburg  1860,  S.  250)  diesen  Namen  auf  Stephanos 
zurückgeführt;  das  Datum  1130  (Bertelli  in  Boncompagni^s  Bullet.  I,  365)  ist 
unbegründet. 

16.  Aristoteles. 

a)  Lib.  de  coelo  et  mundo  ,§11. 

b)  Perspectivüy  wahrscheinlich  für  Alhazen  (Ibn  Heitham),  der  als 

„Pliilosophns*^  citirt  zu  werden  pflegt  (s.  Rose,  Aristot.  pseud,,  p.  376). 

d)  {omnium  pessimus)  liber  quem  scripsit  Aristoteles  Alexandro  regi,   anfan- 

gend :  Dixit  Aristoteles  Alexandro  regi  si  vis  recipere  (percipere),  wird 
auch  mors  [1.  mores?']  animae  von  Einigen  genannt,  §  64.  —  Mir  un- 
bekannt. 

e)  Albumasar,  in  Tract.  I,  Differentia  5,  capitulo  de  secta  tercia,  behauptet 

im  Namen  des  Aristoteles,  dass  die  Planeten  eine  rationelle  Seele 
besitzen,  licet  non  invenitur  in  universis  libris  Aristotelis,  quos  habemus^ 
et  forte  hoc  (id)  est  in  12.  metaphysicae  vel  13.,  qui  non  dum  iunt 
translati  et  loquuntur  (Joquitur)  de  intelligentiis  sicut  ipse  permittat 
[lies  promittit?'].  Diese  Stelle  meint  Jourdain  am  Ende  seiner  Ab- 
handlung über  Albert  (Reckerches,  p,  397  ed,  /).  Die  Stelle  des  Abu 
Ma^aschar  (s.  oben  6a)  findet  sich  in  der  Ausgabe  im  4.  Capitel 
(weil  dort  das  einleitende  Capitel  nicht  gezählt  ist;  vergl.  Nicoll, 
CataU  S.  238) :  Stellarum  substantia  ut  philosophus  intellexit  ex  anima  ra- 
tionali  motuque  rationali  legem  habeut  sui  generis  etc. 

Die  arabischen  Philosophen,  anknüpfend  an  Metaphys  XII,  7,  8, 
erklärten  die  Sphären   als   belebte  Wesen  (s.  Munk,  Melanges  de 
Philosophie  etc.,  S.  331;  vergl.  mein  Alfarabi,  S.  80,  244).    Abu  Ma'- 
aschar  überträgt  das  auf  die  Sterne. 
lAres  s.  unter  Zahel,  Nr.  45.] 

17.  Arzakel,  oder  Azarchelj  hispanus  in  libro  suo  qui  sie  incipit :  ^^Scito 
(Dato!)  quod  annus  lunaris^\  und  dessen  Radices  nach  den  Jahren  der  Ara- 
ber, d.  h.  des  Muhammed,  nach  dem  Meridian  von  Toledo,  dessen  Länge 
vom  Westen  ist  28®  (Var.  58®),  Breite  vom  Aequator  40®;  §  15. 


*  Fragen  des  Dthecia  (Uihesia)  an  Maria  bei  Smith  1.  c.  S.  04  Cod.  181,^^  (in 
Cütal.  MS.  Angl.  I,  III,  110,  Nr.  1027  ütkenis)  und  in  der  Unirersitätsbibliotliek  in 
Cambridge,  Cod.  1388,*  (Cat.  II,  S.  541). 
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Ueber  Abu  Ishak  Ibrahim  ben  Jahja  en-Nakkasch  (der  Me- 
tallgraveur), genannt  Ibn  Zarkdla,  oder  Zarkali*  (1061—1080)  behalte 
ich  mir  eine  kleine  Specialahhandlung  vor;  s.  vorläufig D.M.Ztschr.XXIV, 
351.  An  unserer  Stelle  kann,  nach  dem  weiteren  Zusammenhange,  nur  von 
seinen  „Canones*^  zu  den  sogenannten  Tole tan i sehen  Tafeln  (1169)  die 
Hede  sein  —  letztere  selbst  hat  er  schwerlich  verfasst,  höchstens  an  der 
Kedaction  theilgenommen,  wie  ich  glaube.  —  Weder  die  Tafeln,  noch  die 
Canones  sind  gedruckt,  aber  beide,  namentlich  letztere,  in  vielen  lateini- 
schen Handschriften  erhalten,  wovon  einige  als  Verfasser  (richtiger  Ueber- 
setzer)  Gerard  von  Cremona  nennen.  (Boncompagni  S.  57**,  Catal. 
der  Universität  Groningen  1833,  S.  304,  Cal.  gineral  des  MSS, ...  des  Deparle- 
menis^  S.  41S  Cod.  323,*^:  Canones  Toleianae  sec.  Cremonensein)\  identisch  sind 
also  die  von  Antonio  (bei  Boncompagni  1.  c  S,  60)  erwähnten  Tafeln  Ge- 
rard's  (vergl.  Rodriguez  de  Castro,  Bibl.  espan.  11,  649;  Cod.  Basel  bei 
Montfaucon  S.  186,  Heilbronner  S.  547,  §  31,  21,  Cod.  Canon,  misc.  51  bei 
Coxe  S.  487).  Fürst  Boncompagni  machte  mir  in  seiner  bekannten  Liberali- 
tät ausführliche  Mittheilungen  über  vier  Handschriften  des  Vatican;  aus 
den  Pariser  Handschriften  7336  und  7421  findet  man  solche  bei  Delambre 
{HisL  de  raslron,  du  moyen  äge,  p,^  175)  und  Reinaud  (Einleit.  zu  Abulfeda  S. 
CCXLVII  und  Memoire  sur  Vlnde,  p.  381),  wie  schon  bei  Christmann  (zu  Al- 
fraganus  S.  56,  57,  202,  206,  207)  aus  den  Palatinischen.  Der  Anfang  der  Ca- 
nones lautet  in  den  mir  bekannten  vollständigen  Handschriften:  Quoniam 
[umus'jcumsgue  actionis***^  also  könnten  jene  bei  Albert  nicht  gemeint  sein. 


•  Flügel,  Handschr.  der  Wiener  Bibliothek  II,  487,  Nr.  1421,  hat  unsern 
Autor  nicht  wiedererkannt,  weil  die  Handschrift  Zarkani  liest.  „Nur-ed-Din 
en  Nakkasch"  im  Caial,  Codd.  or,  Lugd,  Bai,  ///,  139,  Nr.  1156,  scheint  eine  Vermen- 
gang  von  Bitrudschi  (oben  Nr.  12)  nnd  Zarkali. 

**  Die  Handschr.  der  Aula  Mar.  Magd,  ist  in  Coxe*s  Catalog  Cod.  1 ,  9. 
***  Durch  ein  Missyerständniss  erscheint  „ArzatzeV*  als  Verfasser  des  Almanack 
perpeiuwH,  beginnend  :  Qida  omnen  homines  natwraliler  »cire  desidcrant  [aus  Aristot.  Me- 
taph.],  bei  Bandini  Bd.  IV,  S.  129  und  131:  „Almanach  praefati{\)  Jiidaei  de 
Motiiepessulano.  Der  Verfasser  ist  Pro  phatius  (Jakob  ben  Machir);  s.  Catal.  Bodl. 
S.  1234  und  Catal.  MSS.  Angl.  I,  86,  Nr.  1777  (Digby  176):  .^Almanac  Piophadi  Judaei 
juxta  Arzachelem  (s.  unter  Aranentob  Nr.  14).  Hieraus  erklärt  sich  vielleicht,  dass  in 
der  Noitvelle  Biographie  universelle t  Paris  1855,  HI,  406,  Arzachel  als  Ju  de  erscheint? 
—  Das  Werk  über  Arzalzel  bei  Bandini  II,  8,  Plut.29  Cod.  6,  beginnend:  Inter  cetera 
veritatis  phUosophicae  documenla,  ist  die  Expositio  des  Johannes  de  Sicilia;  s. 
Narducci,  Intorno  ad  una  traduzione .  .  .  Rom  1865,  S.  15,  Cod.  Harl.  1,  25  [1,  1],  bei 
Rico  y  Sinobas,  Lihros  del  Saber  di  Astronomia  del  Hey  D.  Alfonso,  T.  V,  1867, 
S. 65.  —  Gegen  die  Ansichten  des  Herin  R.  y  S.  (/.  c.  F,  passim)  über  Zarkall,  die  zu 
seiner  Zeit  verfass'ten  toletanischen  Tafeln  und  deren  VerhUltniss  zu  den  Alfousiui- 
schen  werde  ich  ältere  Quellen  vorbringen ,  sobald  mir  der  III.  Band  der  Libros  del 
Saber  zugänglich  geworden.  Die  hiesige  kgl.  Akademie  hat  diesen  Band  Ms  beute 
nicht  erhalten. 
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wenn  er  ein  vollständiges  Exemplar  besass;  und  doch  wüsste  ich  kein  an- 
deres Werk  in  lateinischer  Uebersetznng,  das  au  dieser  Stelle  passte,  wenn 
nicht  die  Toled.  Tafeln  selbst,  deren  Anfangsworte  ich  nicht  kenne.  —  Za 
aer  Stelle  §  9,  10  (oben  unter  Albategni  Nr.  6),  wo  Algazel  für  Arzachel 
zu  stehen  scheint,  s.  unter  Zael  Nr.  45.  —  Vielleicht  ist  auf  diesem  Wege 
ein  Spanier  „AlgazeP'  bis  in  den  angebl.  astronomischen  Congress  unter 
Alfons  X.  gedrungen,  den  ich  seit  1848  mehrfach  als  Fiction  nachgewiesen. 
Wenn  aber  Herr  Kico  j  Sinobas  sogar  in  Zweifel  zieht,  dass  die'Alfon- 
sinischen  Tafeln  von  Isak  Ihn  Sid  redigirt  seien,  so  ist  ihm  das  Zeugniss 
eines  Toledaner  Juden  vom  Jahre  1310  entgangen.  Doch  darüber  bei  einer 
andern  Gelegenheit. 

18.  Beleni  (Var.  Bahylonensis)  et  Herrfietis  (imagines)  quae  exorcitanlur 
per  54  fiomina  angelorum^  quae  suhservire  dicuniur  imaginibus  lunae  eic,  §  51. 

—  Belenus  de  imaginibus  s.  Catal.  MSS.  Angl.  II,  245,  Nr.  8460.  —  Identisch 
scheint  Hher  Beleni  (Var.  abolomiie)  de  opere  horarum,  anfangend: 
Dixit  Beleni  qui  et  Apollo  dicitur,  imago  prima  [6)]  et  Über  eiusdem  de  q na- 
tu or  imaginibus  ab  aliis  (his)  separatis^  anfangend:  Differenlia  in  qua  fuerit, 
fiunt  imagines  magnae^  §  56.  —  Belenus,  sonst  häufig  B  e  1  i  n  u  s ,  scheint  A  p  o  1  - 
lonius  von  Thyana  und  nicht  Plinius;  bei  den  Arabern  „Balinas^^,  s. 
meinen  Catal.  1.  h.  Bodl.  S.  2293  und  Addenda  S.  CXXIII;  Zur  pseudepigr. 
Lit.  S  32;  Clement -MuUet  im  Journal  Asiat,  1868,  XI.  5;  Leclerc  daselbst 
1869,  XIV,  111;  Flügel  in  D.  M.  Ztschr.  XXIII,  701;  vergl.  XXIV,  380, 
A.  77;  Catal.  Codd.  or.  Lugd.  Bat.  III,  142,  166;  Sprenger,  Muhammed  I, 
345;  B.  bei  G*auberi,  D.  M.  Ztschr.  XX,  486  und  bei  Flügel,  Handschr.  der 
Wiener  Bibl.  II,  502,  letzte  Zeile.     Beiinas  bei  V.  Rose,  Anecdotal,  76. 

—  Von  lateinischen  Handschriften  wären  noch  zu  vergleichen:  Beiini  Phi- 
losophi  Metaphora  de  Sole^  Catal.  MSS.  Angl.  II,  1,  S.  234  und  Voss.  2  (vgl. 
Belinus  und  BHonius  bei  ßorellus,  Bibl.  chym.  S.  42,  46).  Dicta  Beleni  secun- 
dum  figuram  in  Cod.  Coli.  Corp.  Chr.  185,"  (Coxe  S.  75)  und  librunculus  de  7 
herbiSy  1  planetis  apparalis  (?)  Flaccii  Africani,  discipuli  Belbenis  in  demselben 
Cod.  Nr.  2  (das.  S.  74).  „Belenius,  Philosophus,  magister  noster*',  sagt  Ar- 
tefius ,  Clavis  major  Sap.  (im  Theatr.  Chym.  IV,  198J.    Vergl.  Nachtrag. 

19.  Gallio,  für  Galen,  s.  unter  Humaenus  Nr.  32. 

20.  Gaphar  (Var  Jasar,  lies  Jafar)  quem  puto  fuisse  Gehazar  (Var. 
Ycasar,  lies  Yeafar*)  babylonensem  [für  Albalachi,  d,  h.  aus  Balkh?],  Buch 
beginnend:  Cum  univerm  iudicia  aslronomiae,  §  4J.  —  Ist  das  mit  Alkindus 
(oben  Nr.  10)  gedruckte  Schriftchen,  angeblich  von  einem  Cyllenius  Mercurius 
bearbeitet,  und  dürfte  schon  Albert  die  Identität  mit  Albumasar  (oben  Nr.6) 


*  Qtazar  in  Cod.  Univ.  Cambr.1705,*«  (Catal.  III,  324,  wo  irrthümlich  der  Al- 
chvmisi  Geber  identificirt  wird).  Die  dort  angegebenen  Anfangs  werte  SuperiorU  dit- 
cipline . . .  gehören  dem  Vorwort  des  Uebersetzers. 
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vermnthet  haben  (s.  D.  M.  Ztscfar.  XVIII,  128—129,  186  und  Zasätse,  and 
unten  Anonyma  Nr.  49).  Identisch  ist  der  TracU  aslron,  de  lune  ducaius  etc» 
in  Cod.  Canon,  misc.  105, 5  (bei  Coxe  S.  500). 

21.  Geber  (Var.  Gebrith),  s.  oben  unter  Albategnins  Nr.  6  und  Albu- 
masar  Nr.  6  c. 

22.  Gergis,  über  de  significatione planeiarum  in  [XII]  domibus^ 
anfangend:  Sol  cum  fuerii  (Var.  surgit)  in  ascendenle,  §  47.  —  Drei  Hand- 
schriften sind  in  D.  M.  Ztschr.  XVIII,  119  (vergl.  192)  angegeben.  Der  Na- 
men lautet  abwechselnd  Jergis,  Jergius,  Zergius  oder  Oergius, 
wahrscheinlich  auch  Lib.  Largis  a  [lies  aul?]  Jergan  (München  228); 
hingegen  ist  Jerdagird  (Ashmol.  346,^,  Black  S.  256)  eine  Confusion  mit 
JezdedscKird  (s.  unter  Nr.  36).  Der  Anfang  stimmt  mit  Albert  b.  B.  in  Cod. 
Wien  IV,  119,  Nr.5474,«  und  Univ.  Cambridge  1693/  (Catal.III,  313);  in 
Asbmol.  393,'*  (Black  S.  3021 :  Sol  in  ascendente  significat  prineipatum.  Da 
das  Ganze  überall  nur  ungefähr  ein  Blatt  einnimmt,  so  dürfte  es  ein  Ex- 
cerpt  aus  Novetn  Judiees  (unter  Nr.  50)  oder  daselbst  aufgenommen  sein. 
Zweifelhaft  ist /er^fV,  de  pluviis,  anfangend:  Sol  igiiur  quoiiens  ingreditur^ 
Wien  II,  74,  Nr,  2436.  —  Oergis  ist  ein  noch  unsicherer  alter  Astrolog,  den 
schon  Maschallah  (unten  Nr.  37/*)  citirt. 

23.  Germoih  Babilonensis^  von  dessen  Bildern  und  staUones  ad  cul- 
tum  veneris  neben  Tor  (s.Nr.  44)  die  Rede  ist,  §51  —  vielleicht  zu  lesen  Her- 
mes? Der  „babylonische  Hermes*'  ist  wahrscheinlich  eine  Erfindung  der 
Sabier  (mein:  Zur  pseudepigr.  Lit.  S.  31)**.  Schwerlich  ist  an  Z  er  duscht 
(Zoroaster)  zu  denken. 

24.  HahualiB.  Abohali. 

25.  Halij  Lib.  eleciiorunij  anfangend:  Rogasti  me  carissime,  §50, 
und  lib.  de  electionibus  primus,  §  113.  —  Ist  Ali  ben  Ahmed  el>Imrani 
(so  schreibt  auch  Flügel,  D.  M.  Ztschr.  XIII,  633),  starb  954/5,  dessen  un- 
edirtes  Werk  in  zwei  Büchern  u.  d.  N.  Hali  ben  Bahamet  Enbrani^  von  Plato 
aus  Tivoli  mit  dem  Juden  Savasorda  (Abr.  bar  Chijja)  übersetzt,  in  den 
Handschriften  in  der  That  wie  oben  beginnt.  Siehe  ausführlich  in  Zeitschr. 
f.  Math.  XII,  34.  — Vielleicht  ist  er  der  Imbr<isius,  der  neben  Masalis  (Masch- 


*  Daher  ist  es  wohl  erklärlich,  dass  in  Cod.  Canon,  misc.  569,'  (bei  Coxe  S.867) 
lib.  de  signif.  omnium  planetanan  in  singulis  dorn, ,  anfangend :  si  sol  in  ascendente  fuerit, 
principaium  et  subttmitatem,  dem  Thebit  zugeschrieben  ist. 

**  Das  Land  Dir  (zur  pseud.  Lit.  S.  50)  ist  nach  Qeiger*8  Bemerkung:  Scham^ 
Syrien.  Nicolai  Babilonici  astrologia  erscheint  im  V erzeichniss  arabischer  Hand- 
schriften bei  Labheus,  ßibl.  nova  S.  256,  bei  Libri,  ffist,  /,  245.  —  Andearius, 
der  Babjl. ,  über  Talismane  Cod.  Par.  1000  bei  Montfaucon  S.  720  (welcher  Cod. 
jetzt^).  Mercurius  babiloniee  anforisina  [Aphorismen]  in  Cod.  Boncompagni  312 
(früher  Libri  845),  Catal.  S.  136  —  in  demselben  das  Cantiloqn.  des  Hermes. 

Digitized  by  VjUOQIC 


Von  M.  Steinschneider.  37t 

alUh)  citirt  wird  in  den  griechischen  astrolog.  Fragen  in  Cod.  Crom  well 
12,"  (Coxe,  CataJ.  Bodl.  I,  436)? 

26.  ffaly,  iraciatus  secundus  ex  hbris  Haly  (Var.  libro  Aris)^  §  48,  — 
scheiirt  das  zweite  Buch  des  „Haly  Abenragel*^  oder  AbnM  Hasan  Ali 
Ihn  [Abi]  er-Ridschal,  lateinisch  öfter  edirt  (s.  vorläufig  Zeitschr.  f. 
Math.  XII,  32,  D.  M.  Ztschr.  XXIV,  372,  Serapenm  1870,  S.  295),  welches 
von  den  Fragen  handelt.  Das  Citat  §  96  (Naiiviiaiis  sunt  [res]  naturales  et 
interrogaliones  sunt  res  similes  naturalibus)  aufzusnchen,  wird  eine  spätere 
Aufgabe  sein.  —  In  den  Wiener  Tabulae  Codd.  IV,  367  (s.  S.  125  Nr.  5442) 
wird  der  angebliche  Haly  ,fien  Nargelis^^  von  Aben  Ragel  getrennt  durch 
„Aben  Bad i an**  (Eidhwan). 

27.  Haly  s.  nnter  Zabel. 

28.  Hehel  s.  Zabel. 

29.  Hermanus  über  Planisphärium ,  anfangend:  Hermanus  christi pau- 
perum,  §  17.  —  So  beginnt  die  Abhandlung  über  das  Astrolab  des  Herma- 
nns Contr actus*,  welche  in  der  Ausgabe  bei  Pez  (Thesaur.  anecdotor.  Hl, 
8.  n,  S.  94)  und  J.  P.  Migne,  Patrologiae  cursus,  T.  143  (Paris  1853)  8.  382, 
zuerst  überschrieben  ist:  de  mensura  astrolabii  (vergl.  D.  M.  Ztschr.  XVIII, 
166);  in  Cod.  Sorbonne  980,  f.  85,  wird  die  Fortsetzung  dem  Gerbert  bei- 
gelegt (vergl.  Zeitschr.  f.  Math.  XII,  5),  worüber  ich  eine  kurze  Mittheilung 
für  die  D.M.  Ztschr.  (Zusätze  zu  Bd.  XVIII)  redigir«.  Eine  Handschrift  in 
vier  Büchern  bei  J.  J.  Smith  1.  c.  8. 201,  Cod.  413,*;  Unedirtes  enthält  auch 
Cod.  Arundel  377,'  (Catal.  8. 111).  —  S.  auch  unter  Ptolemäus  Nr.  406. 

30.  Hermes. 

a)  imagines,  §51  (s.  oben  unter  Belenus).    Ein  lih.  ymaginum  über  die  28 

sogenannten  Mondstationen  (s.  Alb.  §  52)  in  Christ  Chnrch  College 
Cod.  125,"  und  Cod.  Harl.  80,»  (I,  20  des  Catalogs)  wird  als  Ueber- 
setzung  des  Hermes  i.  e,  Mercurius  angegeben  und  stammt  aus  arabi- 
schen Quellen;  s.  D.  M.  Ztschr.  XVIII,  135  (vergl.  XXIV,  386).  Da 
dieselben  Handschriften  hinzusetzen:  qui  latine  presligium  Mer- 
curii  appellatur,  Helyanin  oder  Heliemen  (?)  in  lingua  Arabica,  so 
liegt  die  Vermuthung  nähe ,  dass  auch 

b)  Hermeiis  Hb  er  praestigiorum,  anfangend :  Qui  geometriae  aut  philo- 

sophiae  peritUs  expers  astronomiae  fuerit,  §56,  mit  dem  obigen  ver- 
wandt sei.  In  demselben  Cod.  125,"  sind  Glossen  über  den  Über  ima- 
ginum  lunae,  anfangend:  Scias  quod  oportet  (so)  omnem,  s.  unter  d. 
—  Ein  Fragment  desselben  ist  vielleicht  unter  dem  Namen  des 
Aristoteles  hinter  Ptolemäus  an  Ariston  (anter  Nr.  40 e)  ge- 
druckt? 


•  Vergl.  über  ihn  Can  tor,  Mathera.  Beitr.  ß.  332  (Haupt's  Zeitschr.  f.  Alterth. 
XI,  715,  XIII,  434). 
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c)  Liber  lunae,  anfangend:    Probavi  omnes  (Jres)  libros,  §  56,  scheint 

dem  Zusammenhange  nach  ebenfalls  dem  Herme^  beigelegt.  Der 
erwähnte  Hb.  imag.  heisst  auch  zuletzt  Hb,  lunaCj  de  28  mansionibus 
lünae  etc.  In  arabischen  und  hebräischen  Quellen  ist  auch  sonst  von 
einem  astrologischen  „Bnch  des  Mondes*'  die  Rede  (s.  zur  pseud- 
epigr.  Lit.  S.  8ö,87,  bei  Nachmanides  anonym  als  nekromantisch), 
abgesehen  von  den  alchemistischen  hermetischen  Beziehungen 
zu  Sonne  (s.  unten)  und  Mond.  So  scheint  auch  der  anonyme  /t6. 
lume  in  Cod.  Digby  28  (Catal.  MS.  Angl.  I,  78,  Nr.  1629)  alchemi- 
stisch.  Vielleicht  ist  Albert's  Mondbuch  nur  ein  Theil  eines  herme- 
tischen Buches  über  die  Planeten;  es  folgen  nämlich  §§  57—59: 

d)  Hb,  imaginum  Mercurii  in  vielen Tractaten :  de  imaginibus,  decharac- 

ieribus,  de  annulis,  de  sigillis;  nur  von  letzterem  erinnert  sich  Albert 
des  Anfanges:  Dixil  expositor  huius  libri  opportet  hanc  scienliam 
(^substaniiam)  ]  scheint  ein  Commentar^  vergl,  oben  a  und  unten  zu  t. 

e)  Hb.  Veneris,  ebenso  abgetheilt;  Abschnitt  de  annulis  beginnt:  Mentio  de- 

cem  capiiulorum  atgue  annulorum  veneris, 

f)  Hb,  Solis,  anfangend:  lusiravi  pJures  imaginum  scientias,  wovon  er  nur 

den  Abschnitt  de  characL  gesehen;  andere  sind  vielleicht  nicht 
übersetzt.    Vergl.  unten  zu  i. 

g)  Hb,  imaginum  Martis^  beginnend:  Hie  est  liber  MarHs  quem  iraclaU 
h)  lib.  Jovis,  anfangend:  Bio  est  Hb,  Jovis  quem  iractaU 

i)  Hb»  Salurniy  anfangend:  Hie  etc.  traciat  Hermes  triplex  [d.h.  Tris- 
megistos].  Auch  von  diesen  Dreien  sah  er  nur  einzelne  Tractate  *. 
Es  folgt  auf  diese  7  Bücher: 


*  Hierher  gehört  vielleicht  das  Fragment  eines  mehriheiligen  Werkes  in  Cod. 
Canonic.  500,'  (Coze  S.  816),  nämlich  Hb,  III  cap,  1 :  De  partibus  planelarum  existentibus 
m  planiiSy  animalibus  et  meiailis ;  anfangende  Posiquam  in  praecedenti  Hbro  sumus  loqmtti 
de  imaginibus  et  figuris  cell.  Dann  Hb,  IF  in  quo  ostenditwr  de  proprietatibus  spiri- 
tuutn,  et  de  iis  quae  necessaria  suftt  in  arte  ista,  et  quäl iter  cum  imaginibus  et  suffu- 
migationibus  Ulis  adiuvantur.  Cap.  1 ,  über  Eigenthümlichkeiten  der  Geister,  be- 
ginnt :  Sapientes  vero  antiqui  in  hoc  sunt  concordati*  Vergl.  auch  Lib.  de  7  figuris  7  Pia- 
netarum  unten  zu  Anon.  Nr.  52,  und  Anderes  unter  Basiel  Nr.  41.  —  Die  Sculpturen 
der  Planeten  in  Steinen  behandelt  Cam.  Leonardi,  Buch II  f.  50^  [Cap.  12].  Ans 
solchen  Quellen  stammen  vielleicht  die  Abbildungen  der  Planeten  in  alten 
Drucken  astrologischer  Schriften.  —  Die  Universitätsbibliothek  in  Cambridge,  Nr. 
1255, ^^'^^  (II,  S.  447  des  engl.  Catalogs)  enthält  ein  Hb,  solis  und  Saiurni  secundum 
Hermetem,  oder  vielmehr  einen  Commentar  eines  Oaleni  Alfakini  [d.  h.  wohl  des 
,, Weisen",  arab.  al-hakim]  alchimistischen  Inhalts;  identisch  scheint  die  Expositio 
Galeni  in  ffermetis  Hb,  Secretorum  in  Cod.  Coli.  Corp.  Chr.  125,*^  (Coxe  S.  45;  vgl.  zur 
psend.  Lit.  S.  49).  —  Ein  Zurückgehen  auf  die  weitverzweigte  hermetische  Biblio- 
graphie nach  orientalischen  Quellen  würde  hier  zu  weit  führen ;  Sachliches  ist 
von  Chwolsohn  (die  Ssabier  u.  s.  w.)  gesammelt. 
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k)  „Tracialus  octavus  in  magisierio  imaginum^',  alle  dem  Hermes 
beigelegt.  % 

l)  De  quibusdam  medicinis  in  coniunctionibus  planctarum,  an- 
faDgend:  y,Quando  Salumus  iungiiur  Jovi^'y  soll,  wie  das  folgende, 
nicbt  nekromantiscb ,  sondern  mebr  naturalis  sein,  §  63. 

m)  De  decem  confeciionibus  ad  capiendum  animaJia  silvaiica  ul  lupos  et 
aves  ,  et  ipse  est  Hb,  Hermetis  ad  Aristotelem,  anfangend:  Diocit 
Aristoteles,  vidisii  me  o  Hermes,  Vergl.  zur  pseud.  Lit.  S.  39,  Alfarabi 
8.  26,  241. 

31.  Homar  (Var.  Manar,  lies  Aomar)  Tyheriades,  ein  Buch  über 
Nativitäten,  anfangend:  Scito  quod  divisiones  nativitatum y  §44  —  ist  Abu 
Hafs  Omar  ben  Ferrukban(?)  at-Tabari,  Arzt  und  Astrolog  unter 
dem  Khalifen  Maamun  (zur  pseudepigr.  Lit.  S.  77,  D,  M.  Ztscbr.  XVIII, 
170).  Das  erwähnte  Buch  ist  mehrmals  gedruckt  (Ausführliches  in  meinen 
Zusätzen  zu  D.  M.  Ztscbr.  XVIII);  als  Aomar  erscheint  er  im  Buch  novem 
judicum  (unten  Nr.  50).  Aus  Ferrukhan  oder  Farchan  wurde  auch  Fargan 
und  Alfarghani,  und  daher  vielleicht  der  Name  „Tiberiadis*'  auf  Alphraga- 
uns  (oben  Nr.  13)  übertragen.  IV  Bücher  und  als  Uebersetzer  Johannes 
Hispalensis  in  Wien  II,  208,  Nr.  3124,^  vergl.  S.  73  Nr.  2436,»  und  IV, 
125,  Nr.  5442,":  Alfragani. 

32 .  Humaenus  filius  Ysaac,  Liber  agnonis  [f ü r  nevemis,  anagnanis] 
secundum  Gallionem  [lies  Galienum,  Galen]  ex  dictis  humaeni  filH  Ysaac: 
worin  einige  foeda  capiiula,  §  64.  —  Ist  ein  dem  Plato  beigelegtes  berüch 
tigtes  Über  institutionum^  dessen  Bearbeitung  durch  Honein  ben  Ishak 
mit  einem  Citat  aus  Galen  zu  beginnen  scheint  und  auch  in  hebräischer 
Uebersetzung  erhalten  ist;  s.  die  Nach  Weisungen:  zur  pseudeprigr.  Lit. 
8.57;  D.M.  Ztscbr.  XVIII,  155;  Virchow's  Archiv  Bd.  37  S.  366;  Bd.  52 
S.  358,  493;  Serapeum  1870,  S.  297. 

326.  Jasar  s.  Gapbar. 

33.  Johannes  Hyspalensis.  Zweifelhaft  ist  mir  die  Stelle  §  10:  et 
apud.Joh,  algebü  (iebitim)  hyspalensis  (hispanensem)  motus  veneris  et  mercurii 
[in  libro?]  quem  nominavit  „flores  5ttos".  Ein  solches  Buch  ist  mir  unbekannt, 
obwohl  ich  seit  ungefähr  20  Jahren  die  Nachrichten  über  diesen  bekannten 
Uebersetzer  (1135^1142),  einen  gebornen  Juden,  sammle,  der  auch  Johan- 
nes David  oder  Abendehut  (falsch  ,, Abend ana**)  hiess  (s.  vorläufig 
Cat,  BadL  p.  1402;  D.  M.  Ztscbr.  XVIII,  123,  125,  169;  Hebr.  Bibl.  1870, 
S.  56— 58;  mein  Alfarabi  8.83;  Serapeum  1863,  8.  100;  Cantor,  Mathemat. 
Beiträge  8.  275;  Wöpcke,  Mem,  sur  Ja  propag.  de  chiffres  ind,  />.  155,  186; 
vergl.  auch  oben  unter  Alfargani  u.  A.;  Jourdain  in  d.  Biogr,  univ,  XX^  645 
ed.  1858). 

b)  Ein  Werk  über  das  Astrolab,  welches  er  übersetzte,  anf. :  AstrolO' 
giae  speculntionis ,  §  17,  s.  unten  unter  Maschallab  Nr.  376. 
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c)  Ein  anderes,  seeundum  Joh.  Hisp.  de  utiliiaie  et  opere  mwirolabii, 

anfangend:  Prunum  capütdum  in  hnrnutaHonibus  (Var.  de invemtiambus !) 
—  Die  Ueberaetznog  des  Werkes ,  als  dessen  Autor  Jibmhacim  Me- 
cherü  n.  s.  w.  (d.h.  Abol-Kasim  Maslema  al  -  Medscfariti)  ge- 
nannt ist  in  Cod.  Merton  2d0/  (Coxe,  CaUl.  8. 102,  Cat.  MS&  Angl. 
I,  P.  II  8.22  Nr.  726  bei  Heilbronner  8.  024  §328,*:  PracÜea  Miro- 
labii  seeundum  Alkabitium!)^  beginnt:  Primum  horum  est  armiüa  per 
quam  suspendüur^  nnd  hat  40  Capitel ,  scheint  aber  nnr  eine  andere 
Recension  dea^  von  PlatoTibnrtinns  tibersetzten  Werkes,  angeb- 
lieh  Tom  Schüler  Medschriti's,  Abnl-Kasim  Ahmed  Ibn  a''s-''Saf- 
far  (D.  M.  Ztschr.  XVIII,  125).  Offenbar  identisch  ist  das  anonyme 
de  usu  Astrolabii  in  Cod.  Univ.  Cambr.  1935,*  (III,  549):  Primum  Capi- 
tulum  astrolabii  in  inventione  nominum  [so  ist  demnach  bei  Albert 
ZQ  lesen]  super  illud  cadentium.  Primum  horum  est  Armüla  etc.;  femer 
Cod.  Reg.  Snec.  501  im  Vatican  (bei  Montfaucon  8.  25^  Heilbronner 
8.  541  §  8  Nr.  15) :  Lib.  de  scientia  Astrolabii  auclore  Abilcadm  de  Ma- 
cherit:  vielleicht  auch :  ,yMaceralama"'  de  Astrolabio  in  Cat.  MS8.  Angl. 
I,  800,  Nr.  6507  (Saevill  21),  bei  Heilbronner  8.  618  Macerolama?  — 
Ein  Tractatus  de  astrolabio  componendo  et  de  regulis  eiusdem  Joh.  Bis- 
palensis  cum  tabulis  in  Cod.  Canonic.  340/  (bei  Coxe  8.693)  beginnt: 
Dixit  Johannes,  Cum  volueris  facere  astrolahium  accipe  attricalcum  Opti- 
mum, (Gehört  das  folgende:  de  horis  diurnis,  de  planetis  elc.y  anfan- 
gend: jjCapitulum  F."  noch  dazu?).  Identisch  scheint  der,  aasdrfick- 
lieb  als  Uebersetzung  aus  dem  Arabischen  bezeichnete  Lib,  astrolabii, 
anf. :  Dixit  Johannes  cum  volumus,  Ende:  teriio  bisextus^  in  Wien II,  77, 
Nr.  2452,*;  vgl.  auch  unten  unter  Maschalla  S  .  377.  Ueber  das  Astro- 
labium des  Joh.  Hispal.  in  Cod.  Paris  7292,"  (Catal.  IV,  336)  ist  mir 
nichts  Näheres  bekannt  und  wäre  mir  eine  Auskunft  über  die  letzt- 
genannten Handschriften  für  eine  Specialabhandlung  sehr  erwünscht. 

d)  Ein  zur  Classe  der  Einleitung  in  die  Astrologie  gehörendes  Buch,  an- 

fangend :  Cinctura  firmamenti,  §  33.  —  Ein  Tractatus  Jo.  ffisp.  de  sig- 
nis  coeleslibus  eorumque  effeclibus,  anfangend:  In  nomine  domini creato- 
ris  cinctura  firmamenti,  endend :  nam  libenter  ex  istis  emptis  (!),  enthält 
Cod.  Wien  IV,  129,  Nr.  5463,*.  Ist  dies  eine  abweichende  Recension 
des  folgenden  Buches? 

e)  Lib.  qui  dicitur  prima  pars  artis,  anfangend:  Quantum  huic  arti,  §§39, 

41;  —  Liber  qui  dicitur  secunda  pars  artis,  anfangend:  Primum  est 
considerandum,  §44;  —  Liber  quem  vocavit  (yocant)  tertiam  partem 
artis,  anfangend:  Est  sciendum  Aronos  {tomos)  [lies  domos]^  §48. 

Eine  Epitome  des  Joh.  (verf.  1142)  erschien  Nürnberg  1548;  sie 
enthält  zuerst  eine  Isagoge,  anfangend:  Zodiacus  dividitur  in  duo- 
decim  signa.  So  beginnt  das  Opus  quadripartitum  de  iudiciis  astro- 
rum,  endend:  „na/n  libenter  erit  istis  emptor^^  etc,  (vergl  oben  d)  in 
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Cod.  Wien  IV,  125,  Nr.  5442,^;  ebenso  (nur ^endend :  ,,,exsit  islis 
empiis)  das  Introduclorium  in  scientiam  iudiciorum  in  Wien  II,  74,  Nr. 
2436,**.  —  In  der  Ausgabe  folgen  auf  die  Isagoge:  libri  gualuor  de 
iudiciis  astrol.^  und  zwar  /.  de  geniibus  etc.  Cap  .  primutn  .  Conside- 
ran  dum  est  guod  Signum  (also  oben  die  sec.  pars)*.  Dann  folgt//. 
lib.  naiiv.j  III.  de  interrogaiionibus ,  anfangend:  Cum  auxiliante  Deo 
complevimus  duas  huius  artis  partes  nunc  ad  iertiam  accedemus 
quae  est  de  quaestionibus  . , ,  Et  est  sciendum  domo s  firmas  signiftcare; 
ohne  Zweifel  die  „iertia  pars  artis'\  Das  „Quadripartitum^^  des  Job. 
Hisp.  befand  sich  im  Kloster  St.  Marco  in  Florenz,  Arm.  4  Nr.  17 
(Montfaucon  S.  428,  fehlt  bei  Heilbronner  S.  558). 

34.  Kiranidorum  liber  de  nova  ICyranide,  §  64.  —  Ueber  die  s.  g. 
Kiraniden  s.  u.  A.  Meyer^s  Geschichte  der  Botanik  Bd.  II;  Th.  H.  Martin, 
Mem.  sur  ...  la präcession  des  equinoxes  (Sonderabdr.  Paris  1869,  S.  64)e** 

35.  Machmeth  ttber  7  und  15  Namen,  §  54,  genauer  §  62:  Ex  libris 
Mahumet  est  liber  Septem  nominum,  anfangend:  Dixit  Mahumet  filius 
alhozen  (Var.  nuntius  Alahasedonem)***  et  [b,]  liber  15  nominum,  anf.: 
Haec  sunt  15  nomma  secreta.  —  Die  Araber  haben  yiele  Schriften  über  Got- 
tesnamen; eine  lateinische  Uebersetzung  ist  mir  unbekannt. 

36.  Machometu  s  Alckochandi  (Var.  Jlkacorinthes)  f,  wel- 
cher Canones  nach  den  Jahren  der  Perser,  genannt  gedagirz  [d.  h.  Jezde- 


*  In  Cap.  2  kommen  die  120  Conjunctionen,  welche  auch  Albert,  §  34,  erwähnt; 
vergl.  Ibn  Esra  zu  Exodus  33,  21  (und  d.  Supercomm.  v^on  Motot  zur  Stelle),  vergl.  zu 
3,15  nnd  Daniel  11,  I ;  auch  desselben  beide  Recensionen  des  astrolog.  de  mundo  vel 
seculo;  von  Arabern  Ahmed  in  Comm.  znm  Centiloqu.  des  Ptolemäus  [s.  unten  Nr.  40/] 
zu  Nr.  50;  vergl.  Jo.  de  Sazonia  zu  Alcbabitius,  Diff.  IV  f.  75^  ed.  1521. 

**  Vergl.  auch  unter  Rasiel  Nr.  41.  —  Ein  kleiner  Tractat  awreum  cömpendium 
über  7  Pflanzen  und  7  Planeten  soll  in  Troja  im  Monument  des  ersten  Königs  K  jran 
aufgefunden  sein ;  Cod.  Wien  IV,  87,  Nr.  5280,8 ;  über  7  von  den  Planeten  abhängige 
Pflanzen  soll  Alexander  [der  Grosse?]  geschrieben  haben,  daselbst  II,  20d, 
Nr.  3124,  14. 

•••  Vielleicht  nuntius  Allah'i .,»  oder  Afohamedanorum? 
f  Alchocharithmi  nach  HS.  Paris  7440  bei  Beinaud,  Einleitung  zu  Abulfeda 
8.  CCXLII  nnd  Mimobre  svr  Cinde  S,  375.  —  Vergl.  Mohamel  {sie)  Hoartuni  Cor- 
recliones  in  tabidas  Theonis  Alexandrini  im  Verzeichniss  der  arabischen  Handschriften 
bei  Labbens ,  Bibl.  naoa ,  p,  257 ,  wofür  bei  Libri,  ff  ist.  I,  245 :  Theonis  Alex,  astron, 
tabvlae  und  Mohame  (sie)  Hoarxinai  correctiones  in  tabulas.  Diese  und  das  bald  folgende 
Instrvm.  astron.  sind  bei  Wenrich  {De  auctor,  graec,  vers,  p.  207,  306  unter  Theon) 
nachzutragen ,  vergl.  auch  Hagi  Khalfa  III,  470,  VII,  563,  747;  im  Index  VII,  1242, 
Nr.  8928  ist  der  Philosoph  Theon  VI,  07,  wahrscheinlich  der  Smjr  ner  (s.  mein  AI- 
farabi  S.  12ö,  178,  SchahrasUni  II,  180)  ohne  Weiteres  identificirt;  vergl.  Heilbron- 
ner 8.  333,  374?  Th.  H.  Martin  zu  Theonis  Smymaei  Lib.  de  Astron.  (Paris  1840) 
8.  0.  —  Die  Wiener  HS.  III,  382,  Nr.  4770,  enthält:  Lib.  restaurationis  et  opposiltonis 
numeri,  quem  edidit  Mahumed  fiHus  Moysi  Algauriz  im\  quem  Hober tus  Cestrensis 
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gird]  *,  verfasste ,  und^  zwar  nach  dem  Meridian  von  Jn'm  u.  s,  w. ,  §  14.  — 
Ohne  Zweifel  Muhammed  ben  Musa  al-Khowarezmi  (IX.  Jahrb.), 
dessen  astron.  Tafeln  in  der  Uebersetznng  des  Adelard  von  Bath  seit 
langer  Zeit  von  Cbasles  zur  Herausgabe  vorbereitet  sind  (D.  M.  Ztschr. 
XVIII,  172,  wo  noch  das  Citat:  Zigil  Jlchuerchim  in  der  Uebersetzung  des 
Albnmasar  nachgewiesen  ist;  vergl.  auch  XXIV,  334,  330,  870  Anm.  38). 
Ueber  Arim,  richtiger  Arin^  s.  D.  M.  Ztschr.  XXIV,  329. 

37.  Messahala  oder  Messahalach  {Mesalach,  Mesale)  —  richtiger 
Maschallah**,  jüdischer  Astrolog  unter  den  Khalifen  Almansor  bis  Maa- 
mun  (s.  Catal.  Bodl.  S.  1677  flgg.  und  Addenda;  zur  pseudepigr.  Lit.  33,  42, 
77,  78;  D.  M  Zeitscbr.  XVIII,  119,  121,  166,  183,  192,  XXIV,  338;  s.  auch 
Hammer,  Literaturgesch.  III,  257,  und  Reinaud,  MSmoire  sur  finde,  p.  325). 

a)  De  scienlia  moius  orbiSy  anfangen^:  Incipiam  ei  dtcam  quod  et  cetera 

(so)  orbis,  §  8.  —  Unter  diesem  Titel  erschien  das  Buch  4.  Nürnberg 
1504,  dann  u.  d.  T.  De  elemeniis  et  orbibus  1549  (Cat.  BodL  8. 1679, 
D.  M.  Ztschr.  XXIV,  338).  Incipiam  et  dicam  beginnt  auch  Cod.  lat. 
Müuchen  53,*  f.  16 d  (de  motu  orbis  et  natura  eius),*** 

b)  Ein  Buch  über  Astrolab,  anfangend  (!)  Opus  Astrolabii,  §  17.  —  Masch- 

allah's  Buch  (Catal.  Bodl.  S.  1677,'j  ist  in  lateinischer  Uebersetz- 
ung seit  1512  öfter  als  Appendix  oder  Bestandtheil  der  Margarita 
Philosoph,  (v.  G.  Keusch)  gedruckt  (s.  die  Nachweisungen  im  Sera- 
peum  1870  S.311,  wo  aucb  dieConfusion  bei  Fabricius,  Bibl.  lat.  med. 
unter    Stephanus    Messahalus    beleuchtet    istf,     vergl.    D.    M. 


[s.  unten  Nr.  48]  de  arabico  in  latinum  in  civüate  Segobiensi  transtulil.  Incipit  ^  tHxit 
Mnhumed:  Laus  Deo  qui  homini,./  Expl.  'que  his  atiinent  agendtm  w/.'  Von  dieser 
Uebersetzung  der  Algebra  dos  in  neuerer  Zeit  vielfach  besprochenen  Autors  war  bis- 
her nur  eine  unsichere  Notiz  bekannt  (D.  M.  Ztschr.  XVIII,  168). 

*  Vergl.  GerdagtU  in  der  Einleitung  der  Canones  des  Arzachel,  übersetzt  von 
Gerard  (HS.)»  Jerdagul  in  den  Älfonsin.  Tafeln  MS.  bei  Rico  y  Synobas  1.  c.  V,  135; 
die  Endworte  Jam  Dagirt  des  anonj^men  de  ortu  et  occasu  aignorum  bei  Bandini  II,  81, 
Cod.  24,  5.  —  Vergl.  auch  Abu  Ma^Hscher  de  magnis  conjunctionibus ,  Ende  Tr.  11  und 
VIII,  2,  und  oben  unter  Qergis  Nr.  22. 

**  Das  Wort  bedeutet  „Was  Gott  will"  [vielleicht  hebr.  Joab  oder  Joel?],  vergl. 
Fofuntas  Bei  in  Catal.  MSS.  Angl.  II,  P.  II  S.  46  Cod.  866,  und  qmliber{\)  diciiur  quod 
Deus  volueiil,  Cod.  Ashmol.  393,"  bei  Black  8.  301,  richtiger  Messahala  qui  interpretaiur 
quon  [lies  quod]  Deus  voiuerit,  das.  393,'*,  Black  S.  303.  In  der  I/ist^  lit^;  de  la  France 
XXI ,  433  werden  unter  den  Quellen  der  französischen  Astrologie  (um  1270)  in  Cod. 
Par.  7485  angegeben:  Hermes,  Ptolemäus,  „Messahalah,  le  juif  Alkindi",;  es  muss 
heissen:  ,,M.  le  juif,  Alkindi". 

♦♦*  Lib.  in  quo  creaiio  (I)  orbis  et  motus  eius  ei  natura  ediixone  Messehalae  in  Cod. 
Harl.  13,»«  (1,3  des  Catal.).  / 

f  Inzwischen  fand  ich  in  den  Wiener  Tnbulae  If^,  Ö04  ,  Nr.  5337,":  Stephanus 
Messahala:  Canones  de  asirulabh  conficicndo^  anfangend:  Scribiiur  primo  posletioruM, 
also  wohl  identisch  mit  den  anonymen  Canones  novi  asttolabii  m  Cod.  4087,^  (III,  464), 
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Ztschr.  XVIII,  166,  Sedillot,  Memoire  sur  les  instrumenis  elc,  8.  150, 
Materiaux  etc.  S.  338)*;  der  Titel  ist  daselbst  De  composilione  AstroL 
Messahalath,  in  2  Abtheilnngen,  die  erste  hat  11  Capitel,  1  de  prae- 
paraiione  matris  beginnt:  Astrolabium  nomen  graecum  est;  HSS.  haben 
Scito  quod  Astr.  etc.**.  Die  2.  Abtheil.:  ,,utilitates'\  hat  46  Paragra- 
phen, 1  de  inventione  vert  motus  solis,  46  de  mensurationibus.  In  der 
(in  Anmerk.  *»  erwähnten)  HS.  Barb.  3453***  folgt  f.  51:  Liber  de 
constitutione  astrolabii,  anfangend:  Astrologiae  speculationis 
exercitium  habere  volentibus :  Astrologice  etc.  in  dem  anonymen  Tracta- 
tulus  de  usu  astrolabii^  oder  (zu  Ende)  liber  regularum  astronomiCj  Cod. 
Morton  259,^  (Coxe  S.  102).  Astron.  specul.  giebt  Albert  als  den  eines 
Werkes  von  Joh.  Hispalensis  (oben  Nr.  34  6) t.  —  In  Cod.  Barb. 


anfangend:  Seribit  Aristoteles  prima  posteriorum  —  scribitur  ist  also  aufzulösen 
acribU  Ar,  —  Cod.  5331  endet  umbre  verse;  Cod.  4987,*  bricht  mit  den  Worten  pisces 
venus  mors  ab.  Im  Index  des  IV.  Bandes  S.  382  wird  von  dem  Namen  Steph.  keine 
Notiz  genommen.  Vergl.  Stephanns  doMessaria  in  dem  deutschen  Astronom. 
Werke  daselbst  II,  160,  Nr.  2950,». 

*  Lalande  hat  in  seiner  vohiminösen  Bibliographie  keine  einzige  Ausgabe 
des  Werkchens  angegeben;  über  die  Margwita  selbst  s.  S.  16  unter  1486  und  S.  33 
unter  1508. 

**  So  beginnt  z.  B.  Cod.  eanonic.  misc.  61  (Coxe  S.  473) ,  Wien  II,  6^,  Nr.  2367,^ 
S.  66  Nr,  2386/,  das  „Proheminm**  in  Cod  Barberino  3453  des  Vatican  (s.  weiter  un- 
ten), so  die  anonymen  Handschriften  in  Cambridge  Uniy.  1684,''  und  1935,*  (Catal. 
III,  302  und  548),  St.  Johns  Coli.  f.  25,*  (S.  60  bei  Cowie),  Boncompagni  326  f.  16 
(Narducci  S.  143),  und  gewiss  noch  viele  andere  unerkannte.  Sciendwn  qitod  liest  man 
in  Cod.  Ashmol.  1796,'  (Black  S.  1506). 

***  Die  nachfolgenden  Mittheilnngen  über  diese  Handschr'ft  verdanke  ich  der 
bekannten  Liberalität  des  Fürsten  Boncompagni  (Herbst  1866). 

t  Die  Wiener  Tabidae  IT,  119,  Nr.  5412,'  verzeichnen:  Traci.  de  Spera  solida 
sioe  de  astrometro  sperico^  verf.  130B  mit  Common  tar,  anfangend:  Tot  ins  astro- 
logice  speiutationis  radix.  Das  angebliche  Ende  a  pmicto  cenith  in  viUa  Uta  gehört  aber 
einem  andern  Werkchen  (dem  sogenannten  Commentar?);  denn  8.120  Nr.  5415,' 
wird  als  Ende  des  Tr.  de  composilione  sph.  solidae  (an f.  Tocius  astr»  etc.)  angegeben:  et 
quoniam  de  mensura  tractare  non  est  presentis  operis  kunc  tractatwn  citm  laude  dei /biiemus ; 
dann  folgt  als  4:  Tractatus  de  sphaera  volvbiH;  anfangend:  Dixit  qtiasti  fHius  tuce 
Augeat  deus,  Ende:  a  puncto  cenith  in  viifa  illa.  Das  letztere  findet  sich  auch  lY,  81, 
Nr.  5273,'  als  Lib.  in  opere  spkere  volubilis  quem  composuit  Quasti  filius  Luce  ad 
Abtdkassin  servum  Dei  [Abd  AUah]  filium  Jahannis;  aber  nur  Nr.  5273  ist  im  Index  S.393 
unter  Quasti  zu  finden.  Dies  ist  sicher  das  Schriftchen  des  Costa  benLuca,  über 
welches  ich  im  Serapeum  1870  S.  294  ausführlich  gesprochen;  die  hebräische  Ueber- 
setzung  des  Jakob  benMachir  (der  noch  1303  lebte)  endet  ebenso:  VX^n  n«13n 
1815*11  Airol  '1*^53,  sie  ist  aus  einer  Handschrift  des  Oratoire  bei  Montfaucon  S.  1405 
(bei  Heilbronner  S.  586  §  195,')  unter  dem  Namen  Castus  ben  Lucia  erwähnt. 
Identisch  ist  auch  ohne  Zweifel  der  anonyme  Tract, spherae  solidae  continens  Capp.db 
in  der  Bibliothek  des  ehem.  St.  Marco  -  Klo.sters  in  Florenz  Arm.  4  Nr.  31,  bei  Mont- 
faucon S.  428  (übergangen  bei  Heilbronner  Ende  §  60).  In  Bezug  auf  den  lateinischen 
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(,  57  folgt  ein  Epilogus  in  usum  et  operaliones  asiroiabii 
Messahale  et  aliorum^  anfangend:  Nomina  instrumeniorum  asiro- 
lahii  sunt  hec.  Die  Practica  Astrolabii  Cod.  A rund.  268,"  (1,80)  be- 
ginnt ebenso;  Cod.  Boncomp.328,  vormals  Libri  064,  an  dessen  Ende 
die  Buchstaben  B.  E.  (Bichard  Eljs),  fahrt  fort:  primum  est  Ar- 
mxlla.  Identisch  scheint  auch  Cod.  Libri  236  (Cat.S.55)  de  opereJstr.^ 
ferner  de  astral.,  anfangend:  Nomina,  in  Cod.  Ottob.  399  f.  144  hinter 
der  Uebersetznng  PUto*s  (s.  Boncomp.  in  AUi  deü^Acad,  pontif,  XVI, 
1863,  8.754);  Cod.  Far.  7416^'®:  Nomina  instrumeniorum  astroL  cum 
eiusdem  usu  et  praxi,  vor  Maschallah.  Die  Practica  Astrotahü  finde  ich 
nachträglich  noch  in  Cod.  Ashmol.  340,  II,  1  (Black  S.234),  361,^  (S. 


Uebersetzer  Stephanns  Arnaldi  bemerke  ich  noch ,  dass  dieser  sonst  anbekannte 
„DiaetAfins*'  vielleicht  der  gleichnamige  Verfasser  des  Diaetarium  coniinems  tres  par- 
tes principales  in  Catal.  MS8.  Angl.  I,  128,  Nr.  2462,*  (bei  Haller,  Bibi.  med.  praet.  I, 
453:  Arnoldi  Diaetarium),  —  Wichtiger  für  ans  ist  der  zuerst  genannte  Tr.  de  sphera 
soiida  wegen  des  Datnms  1303,  weil  ein  zu  dieser  Zeit  verfasstes  oder  übersetztes 
Buch  nicht  von  Albertus  citirt  sein  könnte;  ieh  gebe  daher  noch  weitere 
Nach  Weisungen.  Die  ebenso  betitelte  anonjme  HandschriK  Ashmol.  1522,'^  (Black 
8. 1429)  .  . .  tioe  de  Astrolabio  Spherico,  anfangend:  Tociut  astr, .  •  et  fimdixmenium 
eins  {eitisque  prolixUatis  immensilas  in  Cod.  Ashmol.  1796,^  Black  S.  1505)  beginnt  im 
2.  Theile:  CaptU  primum  de  uiHitatibus  generalibus  hiäus  inslmmetUL  Et  postquam  anxi" 
lianle  Deo  scripsimus ,  und  endet,  wie  Cod.  Wien  5415:  Et  qvaniam  de  mensura . . .  pre- 
sentis  operis  ...  cum  laude  etc.  Cod.  Ashm.  1796iiat  ^./).if.  13*  für  1303,  besteht 
ans  Prolog  und  2Tbeilen  zu  9  und  14Capitelo,  Ende:  nunc  autem  geometrieas  utüUates 
que  ex  cordis  sumuntur  dicemus.  Explicit  Über  deo  gratias.  Die  erwähnte  Handschrift 
deß  ehemal.  St.  Marco- Klosters  in  Florenz  Arm.  4  Kr.  31  (Montfancon  8.428,  bei 
Heilbronner  8.558  §60  Nr.  33)  hat  die  üeberschrift:  Traet.  de  Sphaera  soiida  etc. 
A.  D.  1303  per  Joh.  de  Harlebeke  de  Ol  aus.  Dieser  Holländer,  über  welchen  ich 
noch  keine  nähere  Nachweisnng  gefunden,  ist  wohl  ein  jüngerer  Abschreiber  ? —  Cod. 
46  Plut.  29  der  Laurentiana,  bei  Montfancon  8.  300  (abgekürzt  bei  Heilbronner 
8.  554  §  45  Nr.  9),  genauer  bei  Bandini,  H,  62,  hat  nach  den  Worten  A.  D.  1303  den 
Zusatz:  Dominus  Accursius  de  Parma  fuit  {„ita  enim  videtur  legi  posse**  schaltet 
Bandini  ein)  principium  huius  operis.  Sollte  etwa  fecit  das  Richtige  sein?  Bandini 
weiss  wiederum  Nichts  über  diesen  Accursius  heranzubringen.  Der  Prolog  endet: 
twic  invocato  prius  divino  auxiüo  ad  hujus  instrumenti  composHionem  procedemus.  Die 
Schrift  selbst  hat  im  1.  Theil  10  Capitel,  I.  De  formatione  instrumenti,  anfangend: 
Quum  igitttr  favente  Domino,  volueris  hoc  instrumentum  componere  (vgl.  Joh. 
Hisp.  c.  bei  Albert),  Cap.  10  de  formatione  lilU,  endet:  eritque  in  koc  compositio  ipsius 
sperae  instrumenti  completa.  Der  2.  Theil  hat  hier  keine  Caplteleintbeiluug,  handelt 
wie  oben  über  utilitates  generales  und  beginnt:  PoUquam  auxiUante  Deo  scripsimus, 
Ende  hunc  tractattim  sub  laude  Dei  finiemtts.  Man  sieht  hieraus  die  weite  Verbrei- 
tung dieser  Schrift  und  die  Unsicherheit  in  Bezug  auf  den  Autor.  Woher  stammt 
das  Jahr  1303?  ~  Vielleicht  gewährt  irgend  einen  Aufschluss  der  Tractat  de 
sphaera  soiida,  welcher  1518  hinter  Sacrobosco  gedruckt,  aber  mir  nicht  zugänglich 
ist;  s.  die  Beschreibung  des  seltenen  Buches  bei  Boncompagni,  ...  Piatone  di  Ti- 
voli 8.  13.  -  8.  Nachtrag. 

tizedby  Google 


Digitiz 


Von  M.  Steinschneider.  -  379 


278  uovollst.),  1522/°  (S.  1428).  1796,*°  (hinter  Maschallah),  mit  dem 
Ende:  talis  est  comparaiio  slalure  tue  ad  {toiamin  Cod.  1796)  p/a;tt- 
tietn.  Hiernach  ist  identisch  die  anonyoie  Abhandlung  de  astrolabio 
in  Wien  3105,"  (IT,  197),  anfangend:  Omnia  [wahrscheinlich  für  no- 
mina]  instrumentorum  nominal  endend:  tolam  planüiem ,  endlich  wohl 
auch  ^yde  nominibus  variorum  instrumentorum^^  (wegen  desAnf.:  nomina 
instrumentorum  sunt  hec)  in  der  Universitätsbibliothek  zu  Cambridge 
Cod.  1684,^  (III,  303),  wiederum  hinter  Maschallah,  jedoch  endend: 
scies  altitudinem  turris,  —  In  Cod.  Barb.  f.  83  folgt  noch :  De  mensura- 
tionibus  altiiudinum,  anfangend :  Consequcnter  dicendum  est  de  mensura- 
tionibuSy  und  f.  Hl :  Quantum  ad  partem  primam  procedo  ad  practicam 
huius  instrumenti.  Das  Verhältniss  dieser  Stacke  ist  noch  zu  unter* 
suchen. 

c)  Ein  Buch  von  12  Capiteln,  genannt  Epula  [lies  Epistola]^  anfangend  : 

Quia  Deus  altissimus^  %  36.  —  Ist  die  Epistola  de  rebus  ecUpsium  et  de 
conjunctionibus  Planetarum  et  in  revolutionibus  annorum,  übersetzt  von 
Joh.  Hispalensis,  gedruckt  1493,  1549,  und  unter  dem  Titel  (aus 
d.  Ueberschr.  des  I.  Cap.)  De  ratione  circuli  etc.  mit  Julius  Firmicus 
f.  Basel  1533  (Lalande  8. 51 :  de  circulo  et  stellis)  und  1551  (Catal. 
Bodl.  S.  1679  Nr.  4,  5;  „cum  12  capitulis''  auf  dem  Titel  der  Ausg.  1493 
bei  Buncompagnt,  Delle  versioni  falle  di  Plalone  Tiburtino,  p.  28). 
Identisch  scheint  de  eclipsibus  bei  Ueilbronner  S.  541  SS  8 ,  17 ;  S.  544 
SS  18,  19;  S.  598  S  247,";  S.  607  S  278,»;  vergl.  Cod.  Canon.  396,». 

d)  Lib,  revolutionum,  anfangend:  Cuslodiat  te  Deus,  S  39.  —  Gedruckt 

1493,  8.  Cat.  Bodl.  S.  1679  Nr.  2. 

e)  De  inscriplionibus  (I),  anfangend:  Invenil  quidam,  S47.  —  Gedruckt 

u.  d.  T.  de  receptioner planelarum  i.  e,  de  interrogationibus^  wie 
es  wohl  auch  hier  heissen  muss,  übersetzt  von  Joh.  Hispalensis; 
8.  1.  c.  S.  1680  Nr.  9. 

f)  De  inventionibus  occultorum,    anfangend:    Scito  quod  aspiciens, 

S47.  —  Gedruckt  sind  nur  die  ersten  12  Zeilen  eines  Buches  de  In- 
terpretationibuSy  anfangend:  Scito  quod  Astrologus  polest  errare : 
aber  die  vollständig  erhaltene  hebräische  Bearbeitung  {de  Interro- 
gationibus)  des  Abr.  Ihn  Esra  beginnt:  „Wisse,  dass  der  Be- 
obachter sich  hüten  mnss**  u.  s.  w. ;  1.  c.  Nr.  8  (vergl.  D.  M.  Ztschr. 
XVIir,119). 

g)  De  interprelatione  cogitationis,  anfangend:  Praecipil  Messahalla 

(Var.  Mose!)y  S  47.  —  Das  gedruckte,  rfe  cogitationibus  (Cat  S.  1680 
Nr.  7)  beginnt:  De  cogitationibus  ab  intentione  refertur  et  praecipil  Mes- 
sahala  ut  constituas  ascendens,  Cod.  Ashmol.  393,'^  (Black  S.  301,  der 
die  Ausgabe  nicht  beachtet).  De  secrelis  Astronomie  .  liber  Mess. 
de  interpr.  cogitationum,  hat  eine  kurze  Vorrede:  Cum  astrorum  seien, 
tia  difficilis  fuerit  cordetenus  inspicientibus,  zuletzt  Expl,  lib,  de  intencio- 
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nibus  secreiorum  aslronomie.  Identisch  sind  die  anonymen  Codd. 
Ashmol.  191,  II,"  (Black  S.  159)  und  346,«»  (S.  256);  eine  englische 
Uebersetzung  in  Cod.  396,*°  (S.  312)  beginnt,  ohne  jene  Vorrede,  wie 
Alb.  angiebt:  Messahalache  commandiihe  etc.;  ebenso  das  angebliche 
de  inier rogationibus  in  Wien  11,73,  Nr.  2436,*:  Praecipit  M.  ubi 
constUulis  (\) j  hingegen  Tract.  de  intentione  et  cogilatione  III^  383, 
Nr.  4773,':  Constituas  a8tronomiam(\)  per  instrumenlum. 

38.  Nembroth  gigas,  schrieb  ein  Buch  an  seinen  Schüler  I^roban- 
theSy  Var.  lohathon^  anfangend:  Sphera  celi,  §  7.  —  Aus  Lib.  responsio- 
mim  magistri  Nemroth  ad  discipulum  Joaton  findet  sich  ein  kurzes  Excerpt 
in  Cod.  Ashmol.  191  "  (Black  S.  156),  anfangend:  Dico  enimquod  de  Oriente. 

Nemhrot  iabulae  arabicae  prscheint  im  Verzeichniss  herauszugebender 
Bücher  bei  Labbeus,  Bibl,  nova  in  4°  S.  257,  und  bei  Libri,  Histoire  des  sc, 
math.  7,  245.  —  Dass  hier  Nimrod  gemeint  sei,  kann  keinem  Zweifel  un- 
terliegen*; schwieriger  ist  die  Frage,  ob  erst  eine  jüngere  Amalgamirung 
biblischer  und  persischer  Sagen  über  Nimrod,  Abraham  und  Zoroaster 
(s.  B.  Beer,  Leben  Abraham's,  S.  115  und  109,  und  Nebrod  in  D.  M. 
Ztschr.  XIX,  34,  die  Wurfmaschine  bei  Dieterici,  der  Streit  zwischen 
Mensch  und  Thier  S.  38,  82,  171,  die  theilweisen  Erfindungen  Ihn  Wah- 
schijja's  bei  Chwolsohn,  Reste  altbabyl.  Lit.  S.  52,  72;  vergl.  auch  Weidler, 
Hist.  astron.  S.  18flt?g.  und  über  „Kainan**,  Hehr.  Bibliogr.  1860  S.  117,  1861 
S.22figg. ,  vergl.  IX,  115)  den  N.  zum  Autornamen  gemacht,  und  ob  die 
Occidentalen  ihn  erst  von  den  Arabern  oder  schon  von  den  Byzantinern 
erhalten  haben.  Da  eine  Znsaromenstellung  der  Citate  mir  unbekannt  ist, 
so  mache  ich  hier  einen  Anfang. 

Nemroth  et  ffyspaicus,  duo  corrupta  nomina  scriptorum  apud  Honorium 
Atiguslod,  II,  5  de  philosophia :  Fabricius,  Bibl.  Gr.  IV,  165.  (Honorius  lebte 
um  1300,  nach  Fabricius,  Bibl.l.  med.  IV,  277.)  Heilbronner  S.  59  berichtet, 
dass  nach  Einigen  die  sogenannten  „Chaldäer"  ihre  Wissenschaft  von  den 
Nachkommen  Nimrod^s  erhalten  haben ,  ohne  Quelle.  In  einer  alten  hand- 
schriftlichen französischen  Einleitung  zu  einer  Astrologie ,  in  Versen  (Cod. 
Par.  7485,  s.  Paulin  Paris  in  der  Hist.  lit.  de  la  France  XXI,  423)  wird  erzählt, 
Jonites,  der  vierte  (!)  Sohn  Noah's,  war  der  erste  Astronom  und  übergab 
die  Resultate  seiner  Beobachtungen  dem  Nimrod.  Später  betrieb  Thamar 
(für  Tharah !),  Vater  Abraham^s,  die  Widse/ischaft,  die  dann  vernachlässigt 
wurde. 

Bei  Hugo  von  St.  Victor  (1097—1141),  Didascalion  l.III  c.  2  (Bd.  III  S.  7 
Ausg.  1588)  liest  man:    Aströnomiam  Ptolomaeits  rex  Egypti  reparavit.    Hie 


*  Nebroth  gigas  erscheint  schon  als  Gründer  Babylons  bei  Gregor,  Tyronens,, 
de  cursu  stellar.,  ed.  Haase,  Breslau  1853  S.  9,  wo  die  Form  Nembrotk  aus  Gregor*s 
Hist.  franc.  augemerkt  wird;  letztere  liest  in  der  Ausg.  Paris  1830,  I,  11:    Nembrod, 
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eliam  canones  insUiuilj  quibus  cursus  asirorum  invenitur,  Aiunt  quidam  Nem- 
rod*  gigantem  summum  fuisse  aslrologum,  sub  cuius  nomine  eliam  astronomia 
invenitur. 

Gegen  Ende  der  Theorica  Planetarum  des  Gerard  von  Cremona  (ans 
Sabionetta»  nm  1260),  Ausg.  1478  f.  47,  also  1  Blatt  vor  dem  Ende  des  Ban- 
des (nach  freundlicher  Mittheilung  des  Fürsten  Boncompagni,  die  hiesige  k. 
Bibliothek  besitzt  nämlich  keine  Ansgabe  des  Baches),  liest  man:  Composi- 
tores  tabularum  super  Arim  que  est  civitas  in  India  dicuntur  fuisse  Nembroth: 
Hermes:  Hyconimus:  Piolomaeus:  Albaiegni,  Albumafar,  Algorismus  eic^  Die 
hebr.  HS.  München  249  enthält  den  lat.  Text  (mit  hebr.  Lettern)  nnd  eine 
der  beiden  hebr.  Uebersetznngen  der  Theorica  (s.  Hebr.  Bibliographie  1864, 
S.  112).  Daselbst,  f.  66^,  liest  man  Nemrod  oder  Nembrot:  dieser  Name  fehlt 
wohl  in  der  Handschrift  Paris  74^1,  oder  Reinaud  (Eiuleit.  zu  Abalfeda 
S.  CCXLVIII,  Memoire  sur  VInde  p.  383)  hat  ihn  weggelassen.  —  Für  Hyco- 
nimus hat  die  anonyme  Handschrift  Wien  II,  77,  Nr.  2454  Vconymus,  die 
erw.  h.  HS.  München  hat  im  lat.  Text:  üt>*^aip'^  »ix^^cnpa,  offenbar  eine 
Correctur,  die  hebr.  llebersetzung  die  bessere  Lesart  icominu5,  worin  ich 
den  oben  (Nr.  14)  erwähnten  Hu m onus  erkennen  möchte. 

Augustinus  Ricius  (1521,  s.  meinen  Catal.  Bodl.  S.  2143),  De  motu  octavae 
sphaerae  f.  18*,  nennt  Nembrot :  autor  gravis  atque  antiquiis^  ohne  Quellen- 
angabe. 

39.  N ism  er  oh  s.  Aranentob. 

40.  Piolomaeus  Pheludensis ♦•. 

a)  Magastiy  arabisch  ^/ma^e^/t,  lateinisch  major  per fectus***,  anfangend: 
Bonum  est  scire,  S  8;  Dictio  l  Cap.  1  S  79.  —  Die  Uebersetzung  Ge.- 
rard*8  von  Cremonaf  beginnt  mit  dessen  Vorrede  ff  und  diese 
mit  einem  Citat  über  Ptolemäus  aus  dem  Werke  des  „Albuguasis*', 
das  ist  Abu-1  Wefa  Mubeschir  benFatik  (1053),  welches  unter 
dem  Namen  des  Johannes  Procida  edirt  ist  (s.  die  Nachwei- 


*  Nembroth  bei  Jonrdain,  Recherches  S.  282. 

**  Für  Keludsiy  d.  h.  der  Claiidier,  nach  De  Sacy  bei  Wenrich  S. 229;  vergl. 
Hagi  Khalfa  VII,  689;  D.  M.  Ztschr.  XXIV,  380,  A.  74.  Vergl.  Affaludi  bei  Boncom- 
pagni,  Plato  Tib.  S.  40.  Ptol.  war  nicht  ans  Pelusia  (s.  Th.  H.  Martin,  Passage  du 
traiti  de  la  musique  etc.  Rome  1865  8.  9  des  Sonderabdr.  aus  den  Atti).  Die  Worte 
„cuftts  tarnen  propago  .,,de  prooincia  que  diciiur  pheludia^*  im  Vorwort  (bei  Boncomp., 
Gher.  S.  16)  finden  sich  nicht  in  der  latein.  Uebersetzung  des  Mubeschir  {Coüectio 
Salern.II/,  130). 

***  In  der  latein.  Ansgabe  (bei  Boucomp. ,  Qher.  S.  18)  latine  vocatur  vigil?! 
f  Seinen   Namen   nennen    auch  Cod.  Coli.  Novi  281    (bei  Coxe  S.  98)  und 
Qmn.anim.  95  (Coxe  S.  28,  vergl.  Weidler  S.  179).     An  der  Identität  mit  der  selte- 
nen Ausg.  1515  (in  der  hiesigen  k.  Bibliothek  ein  Exemplar  von  Diez,  Nr.300fol.) 
kann  kein  Zweifel  sein. 

tt  Als  Prooemium  Ptolemaei  in  Cod.  Land.  64^,*«  bei  Coxe,  Catal.  II,  i,  S.467. 
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snogen  in  der  Hebr.  Bibliographie  1809  8.  51,  ond  V.  Rose,  Jrisioi. 
pseudepigr.  p.  583;  ein  Fragment  scheint  Cod.  8,^  bei  Bandini  UI,  9, 
vielleicht  französisch  bei  Pasinns  II,  476,  Cod.  49  f.  61).  Der  Teit 
selbst  beginnt  in  der  Ausgabe  wie  in  Cod.  Bnmej  275,"  (Forshairs 
Catal.  8.  70) :  Bonum  fuü^  scire,  quod  sapieniäßus  non  devienlibus  visum 
est  etc.j  also  scire  för  Spre! 

bj  £in  Buch,  arabisch  walzaeora*^  lateinisch  planispkaerium  ge- 
nannt, anfangend:  Cum  $Ü  possiöile  yewre  (Var.  sessari!)^  $  12;  — 
yeiure  ist  wahrscheinlich  arabisch  flir  „o  Syre^^  wie  in  der  Ausgabe 
der  Bearbeitung  des  Maslema  (der  arab.  Uebersetaer  des  Texte« 
soll  Thabit  sein),  deren  latein.  Uebersetanng  (Cod.  Wien  lY,  136, 
Nr.  5496?)  unter  dem  Namen  „Andreas  Brugensis"  (1536)  edirt  ist, 
aber  das  Datum  Tolosa  1144  (s.  Ueilbronner  8.  352,  Lalande,  Addit., 
in  HS.  1143)  hat  und  wahrscheinlich  von  Hermann  Dal  mala  her- 
rührt (s.  D.  M.  Ztschr.  XVIII,  160  und  Nachträge,  unten  Nr.  45a 
Anm.  1  und  Nr.  48);  s.  auch  unten  d^  f. 

c)  Lib,  Canonutn,  nach  ägyptischen  Jahren  ftir  Alexandrien,  anfang. : 
Inlelleclus  ciimatum,  aber,  wie  Albert  glaubt,  nicht  von  dem  pkeludi- 
nensi,  sondern  von  einem  aeguinominaie ,  vielleicht  einem  der  ägypti- 
schen Könige,  $  13.  — Ist  hier  ein  Werk  Theon's  oder  was  sonst 
gemeint?  —  lieber  die  Unterscheidang  des  Astronomen  von  den  kö- 
niglichen Ptolemäern  s.  D.M.  Zeitschr.XVIIl,  143  (und Nachträge). 

dj  Das  Bncby  welches  griechisch  ieotrasli*^  (Var.  cereasHm)  heisst, 
arabisch  artaln  (für  arbaa  makalai)^  lateinisch  Quadripariüus ^  auf.: 
Jtixia  providenüam  phüosophiae  {phiiosophorum)  asserlionSj  %  30,  vergl. 
SS  41,  44.  —  Die  lateinische  Uebersetzung  desEgidius  de  Te- 
baldis  lombardi  de  civitate  Parmensi,  auf  Befehl  des  Alfons,  nach 
einer  vorangegangenen  spanischen^'*',  Fol.,  Ven.  1493,  1519  (fehlt  bei 


*  Die  ErkläruDg  ^Jul  5ju^»  bei  Dorn  (Drei  astron.  Instrumente,  Petersb. 
1865  8.  83)  iflt  mir  zweifelhaft,  da  der  gewöhnliche  arabische  Aosdrack  tastth  ei- 
Korra  ist.  Die  Worte:  Est  qmdem  quazal  cora  tabula  etc  bei  Boncompagni ,  Trat- 
tati  d'arümetica  1,  23  (s.  CaUl.  der  Univ.-Bibl.  Cambridge  III,  501 ,  erschienen  1858) 
sind  der  eigentliche  Anfang  des  angebl.  Tractats  Gerbert 's  (s.  oben  Nr.  29)  in 
Cod.  8orb.  980  f.  85^  CoL  2  lin.  20,  wo  uualzacora  steht,  wie  bei  Hermannns  Contr. 
(bei  Pez  8.  111  Cap.  2,  WaUaehora  in  Cat.  MSS.  Angl.  I,  Nr.  1052).  «-TDinö  «-ipol>Tl 
(H'altakora  Tolomaea)  in  Cod.  Oppenh.  1166  Qu.  f.  61*.  Lib,  Wazalchora  in  Cod. 
Arundel  339,**  (Catal.  8.  102)  beginnt:  Spera  Ptolomaei  quam  astrolabitm  vet  astro- 
lapsum^  »itfe  Walzachnram  i.  e.  planam  speram  appelamus. 

**  tn^aci  ßtfiUos*  —  In  der  Vorrede  des  Uebersetzers  des  Planisphaerium,  ed. 
1536  8.229:  ,, Almagesti  quidem  Aibeten  {Alheithnl)  commodissime  attringit,  Telrastde 
\Alarba]  vero  Albumazar  non  minus  commodissime  ampliaotV, 

***  Wahrscbeinlicb  darch  Confusion  der  beiden  §§  501  und  502  bei  Heilbronner 
8.  491  entstand  die  Notiz  Bahr 's  in  PauIj's  Reaoencykl.VI,  240  (bei  Boncompagni, 
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Wenrich  S.  235,  ygl.  meinen  Catal.  Codd.  h.  Lugd.  S.  309)  gedruckt, 
enthält  zwei  Texte,  der  erste  (anch  hinter  Firmicas  ed.  1551)  be- 
ginnt: Herum  jesure  [g,  oben  zu  a,  6]  in  quibus  est  prognoslicabüis 
scientiae  sielUtrum ;  der  zweite :  Res  quibus  perfidunt  prognosiicationes 
^  missori  [fär  m»  Syre?].  Henr.  Bates  (l28l)  spricht  von  drei  Ueber- 
setzungen,  deren  eine  aus  dem  Griechischen  (D,  M.  Ztschr.  XXIV, 
337,  379).  Eine  Uebersetzung  des  PlatoTiburtinusin  Cod.  Paris 
7320  weist  Boncompagni  {Delle  versioni  etc.  di  Plaione  p.  40)  nach.  Sie 
findet  sich  auch  in  der  Univers. -.Biblioth.  zu  Cambridge  Cod.  1767,'^ 
f.  240  (Catal.  III,  405) ,  wo  der  Name  verstümmelt  Auburtino  Pdalone^ 
aber  das  genaue,  bisher  unbekannte  Datum  die  Veneris  hora  tertia 
2®  [lies  22**]  die  mensis  Octobris  A,  D,  1138,  decima  quinla  die  mensis 
Saphar  A,  Arabum  533  in  civiiate  Barchmona  [lies  Barckinona]  etc, 
zuletzt  Explic  üb,  ...  dictus  Arabice  Alarba;  ich  vermuthe  daher, 
dass  auch  die  Handschrift  Parker  in  Catal.  MS.  Angl.  I.  III,  171, 
Nr.  2404,  wo  arabice  dictus  alarba,  diese  Uebersetzung  enthalte.  Die 
Verfasser  des  Cambr.  -  Catalogs  (Hr.  Glover)  bemerken,  dass  diese 
,,anonjme**(l)  Uebersetzung  gedruckt  sei  in  der  Ausg.  1551  des  Fir- 
micus  (so  in  den  Corrig.  zu  Anfang  des  Bandes).  Ich  habe  bereits 
bemerkt,  dass  diese  Ausgabe  nur  den  ersten  Text  der  obigen  wie- 
derhole.  Hat  Albert  etwa  einen  Prolog  des  Plato  vor  Augen  gehabt? 

e)  Et  est  alius  qui  simili  modo  incipit.     Et  est  [lies  ei  est j  s.  unter  Zabel] 

Hher  ad  Aristonem^  %%^^  A^.  —  „Sacratissimus  aslronomie  Pt,  üb, ... 
quem  scripsit  ad  Herislhonem  filium  suum'^  etc.  4.  Venet.  1509  (s. 
Lalande  S.  84,  Arislonem  in  Cod.  Sorb.  980,  s.  Zeitschr.  f.  Math.  X, 
478,  A.  40:  £rathostenes;*vergl.,XII,  19),  beginnt  ^t^jmort^m  alias 
utrum  [lies  alia  sunt]  mascülini  generis,  Alia  feminini.  Dabei  f.  13  Sen- 
tentia  Aristotelis  de  Uina  14  continens  capiUda  de  imaginibus  fabrican- 
dis  pro  diver sis  rebus.  An  f.  Arist.  plenior  artibus  dixit;  Selim  vr  clare 
Kre  astra  28  per  quas  terras  gradüur  elc,  (die  28  Mondstationen, 
bricht  aber  mit  der  14.  ab  und  folgt  ein  Stück  de  mutatüme  aeris).  In 
Cod.  Wien  II,  54,  JJ^r.  2311,*  heisst  unser  Schriftchen:  Liher  signo- 
rum  i,e,  slellarum,  Montucla(S.  314)  konnte  kein  Exemplar  auftreiben. 

f)  Lib.  centum  verborum,  anfangend:  Mundanorum ,  §  ^  \  verbo  quinto^ 

S89;  ociavoy  S  90;  nonOy  §  114.  —  Wir  besitzen  die  Uebersetzung 
Plato' 8   aus  Tivoli    (1136—1138)   vom   sogenannten  Kaqnog  oder 


.  .  .  Gherardo  S.  20),  welche  den  Aegidiu»  Tebtädi  (so)  den  Almagest  auf  Befehl 
Friedrich's  i^bersetzen  iSsst.  Eine  umgekehrte  falsche  Conjectur  bei  Coxe  unter  Cod. 
Coli.  Novi  282  (8.  98)  macht  Gerard  zum  Uehersetzer  des  Quadripartitum ,  s.  dagegen 
unter  Cod.  Coli.  Corp.  Chr.  101  (S.  35),  wo  ,yCum  Baly,  Johannis  [fehlt  im  Index] 
tdiorumque  comneniaräs".  -*  Zu  der  in  Zeitschr.  f.  Math.  X,  470,  A.  32  herangezogenen 
Schrift  Ho  nein*«  über  Cometcn  vergl.  die  Fragmente  aus  Ptolemäus  über  Coine- 
tcn  in  den  hebr.  Handschriften  Paris  1054,^  1055,'? 
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Centiloquiam  (Heilbronner  S.  344,  350}  in  den  Ausgaben  desQuadrip. 
Fol.  Yen.  14^  und  1519,  mit  dem  Commentar,  welcher  fälschlich  dem 
„Haly*'   (Ibn   Kidhwan)    beigelegt   ist,   aber    dem  Abu  Dscha'afer 
Ahmed  ben  Jusuf  gehört*.    Dort  lautet  der  Anfang  von  Nr.  1: 
Scientia  aslrorum  ex  le  el  Ulis.    Diese  Uebersetzung  hat  Albert  §icbt 
benutzt,  denn  er  citirt  Nr.  5 :  Polest  aslrologus  plurima  mala  avertere 
de  operationibus  stellarum  cum  fuerit  sdens  niUuram  elc. :  dort  liest  man  : 
Oplimus  aslrologus  mullum  prokihere  poteril  quod  secundum  Stellas  venlu- 
rum  est  etc. 
g)  Opus  im  ag  in  um  Ptolomaei,  mit  diesen  Worten  anfangend,  nekroman- 
tisch,  S  70.  —  Handschrift  bei  Bandini  II,  85,  Cod.  29,":  de  imagini- 
bus  seu  faciebus  signorum^  anfangend:   Opus  Ptolomaei  s,  (?)  est  Om- 
nibus modis  proprior,  Ende :  quod  animus  suus  desiderat,  in  Cod.  Hart. 
80,^  (I,  20):   Opus  omagarum  secundum  CL  Ptol,  mit  Planetensiegeln. 
Vergl.  de  sigülis  Hermeiis  et  Ptol,  bei  E.  Narducci,  Libro  de  le  pietre 
(Bologna  1865  8.26);  ferner  Cod.  Ashmol.  1471,*:  Ptol.  de  lapidibus 
preciosis  el  sigülis  eorum.    Regi  PlhoL  rex  Acatingi ...scripsit  et  in 
templo  Apollinis  scripsit  et  apposuit  (Black  S.  1281);  Epist.  de  lapid. 
preciosis  eorumque  sigülis y  anfangend:  Regi  Ptol,  Rex  Azarius,   Wien 
IV,  . . .  Nr.  5311,*  (s.  Nachtrag). 
41.  Rasiel  oder  Raciel,  lib.  institutionum  od, inslitutionis,  ein  grosses 
Buch,  anf. :  In  prima  huius  prooemii  parte  de  anulisp]  characteribus  tractemus^ 
über  Namen  u.  s.  w,,   SS  54,  62.  —  Raziel   („mein  Oeheimniss  ist  Gott") 
heisst  bei  den  Juden  des  Mittelalters  ein  Enge),  welcher  u.  A.  dem  Adam 
oder  Salomo  (s.  unten  Nr.  42)  mysteriöse  Mittheilungen   oder  Bücher  ge- 
bracht haben  soll.    Eine  nähere  Erörterung  würde  die  Grenzen  dieser  Ab- 
handlung weit  überschreiten,  obwohl  die  Frage,  in  welchem  Kreise  der  orien- 
talischen,  christlichen,   byzantinischen,  muhamedanischen  oder  jüdischen 
Literatur  diese  snperstitiösen  Schriften  ihren  Anfang  und  ihre  grösste  Ver 
breitung  gefunden,  von  allgemeinem  culturhistorischem  Interesse  ist.     Ich 
beschränke  mich  hier  auf  eine  allgemeine  Bemerkung  als  das  Resultat  fünf- 


*  Zeitschr.  f.  Math.  X ,  493 ,  XII,  37  (wozu  ich  anderswo  Ergänzungen  gebe)  ; 
den  richtigen  Autor  nennen  folgende  Handschriften  mit  entstelltem  Namen :  Albuga- 
San,  Cod.  Libri  646  (S.  141) ;  Abiufar  fil.  Joseph  Abrae,  Wien  IV,  59,  Nr.  5209,«;  . . . 
^Axfi^v  vlov  Tov  'ItoOTjcp  xov  yqanfjMTinov  xov  *aQ%riyov  aiyvtttov  tov  xaovlovvx  (Tu- 
luii),  Cod.  266  bei  Coxe,  Cata).  Codd.  Bodl.  I,  811.  —  Im  Catal.  der  Univ.-Bibl.  Cam- 
bridge  III,  325  Cod.  1705,'*  wird  diese  Uebersetzung  für  unedirt  gehalten.  Im  Anfang 
des  Comm.  daselbst:  Dixit  Ptol,  scripsi  tibi  Jesue,  lies  Jesvre,  d.  h.  „o  Syrus**,  wie 
oben  unter  a,  b,  d  —  Cod.  Wien  III,  386,  Nr.  4782  soll  einen  anonymen,  König  Al- 
fons  von  Castilien  gewidmeten  Commentar  enthalten;  IV,  138,  Nr.  5603,*  eine  Ueber- 
setzung des  GeorgTrapezuntius  [starb  1484!]  mit  einem  Brief  an  Alfons  von  Ar- 
ragonienl  Catal.  MS8.  Angl.  I,  166,  Nr.  3466  verzeichnet  Ceniü.  ex  Arabico,  1250, 
cum  Comment,;  das  Jahr  bezieht  sich  wohl  nicht  auf  die  latein.  Uebersetzung? 
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undzwaDzigjähriger  Forschnng.  Die  inAgisch«  Wirkung  von  Namen  ist 
altjüdisch,  vielleicht  ans  Persien  stammend;  die  Verbindung  mit  der 
astrologischen  Scheinwissenschaft  datirt  erst  aus  der  arabischen  Pe- 
riode*; die  Anwendung  von  Bildern,  Zeichen,  Siegeln**  u.  dergl. 
ist  antijtidisch  und  verpönt;  das  Wenige,  was  die  hebräische  Literatur  auf- 
zuweisen hat,  stammt  aus  arabischen  und  christlichen  Schriften,  welche 
ihre  superstitiösen  Werke  mit  biblischen  Namen  ausstatteten  (vergL  mein 
Jervish  Literaturen  London  1867,  S.  201,  vergl.  107,  371).  Es  kommt  dabei  auf 
eine  Consequenz  nicht  an,  die  Namen  Hermes  (Henoch,  Idris***,  Mercur), 
Aristoteles,  Salomo  wechseln  mit  einander,  und  ich  vermuthe  einen 
Zusammenhang  zwischen  den  Kiranniden  (Nr.  34)  und  dem  Quadriparti- 
tum  des  Hermes  über  L  15  Sterne,  II.  ebenso  viele  Kräuter,  HL  Steine 
und  IV.  Figuren  (zur  pseud.  Lit.  S.  49  A.  36),  an  ,,Haydimon"  oder  „Aydi- 
mon"  (d.  i.  Agathodämon,  s.  das.  S.  40,  89,  geograph.  Tafeln  nach  Ptole- 
mäus  von  Agath.  bei  Fabricins  V,  272,  Harless)  in  Cod.  A6hmol.41,^'  (Black 
S.  238),  1471,«»  (S.  1281),  Coli.  Corp.  Chr.  127,"  (Coxe  S.  45),  Harleian  80,^*> 
(I,  20  des  Catalogs);  bei  Labbeus  {Bibl.  nova  4.  Paris  1653,  S.  117);  in  Cod. 
München  667  f.  66  wird  £noch  genannt f;  Bertelli  (in  Boncompagni^s  Bulle- 
tino I,  105)  hat  aus  einer  Handschrift  in  Parma  eine  interessante  Stelle  (des 
IIL  Theiles)  über  den  Magnet  mitgetheilt.  Den  IV.  Theil  giebt  Cam. 
Leonardi  {Speculum  lapiäum  4.  Aug.  Vind.  1533,  lib.  III  f.  62^)  als  sigilla  seu 
imagines  Hermetis,  Auch  unter  dem  Namen  des  Albertus  Magnus  ist  ein 
Schriftchen  über  16  Pflanzen,  Steine  und  Thiere  edirtft»  doch  ist  mir  die 
seltene  Ausgabe  nicht  zugänglich;  in  Cod.  München  444  f.  197  wird  als 
Quelle  Ub.tyranmdis  (Kyrann.)  und  lib,  alcharai(?)  genannt;  Anfang;  Sicut 
dicuni  philosophi. 

Eine  hebräische  Handschrift  der  Bodleiana  (s.  meinen  Catal.  1.  h. 
S.  2297)  von  junger  Hand  lässt  den  Engel  Rasiel  dem  Adam  Mittheilungen 
über  24  [wie  in  den  Kjranniden]  Steine,  Kräuter,  Wörter  [wofür  später 
die  Buchstaben]  und  Thiere  machen.    Schon  Renchlin  vermuthet,  dass  hier 


*  8.  zur  p«eudepigr.  Lit.  S.  36  und  Hebr.  Bibliographie  1869  S.  137,  150. 
**  Ueber  Planetensiegel  s.  die  Anführungen  bei  Chwolsohn  ,  Die  Ssabier  II, 
141  ,  842,  wo  aus  der  trüben  Quelle  des  Ibn  Wahschijja  ein  Siorianu8(?)  an- 
geführt wird.     Eine  Anweisung  zur  Anfertigung  der  Planetensiegel  für  den  Verkauf 
enthält  Cod.  Wien  IV,  71 ,  Nr.  5239,». 

***  Scientia  edita  ah  Edri  (*ir)  philosopko,  astrologo  et  medico  in  Cod.  Canon.  517,*® 
(bei'Coxe  S.  829),  ist  Edris  (=  Idris),  d.  h.  Hermes  „trismegistos" ;  vergl.  zur  pseud. 
Lit.  S.  50. 

t  Hermes  de  15  stellis  et  15  lapidibus,  Wien  IV,  98,  Nr.  5311,*®;  daselbst  S.  61 
Nr.  5216,®  über  15  Sterne  ex  tractatu  Heremeth  et{\)  Enoch, 

ft  Siehe  Choulant  im  Janus  I,  1846,  S.  142.  —  Vier  Ausgaben  verzeichnet 
der  Bodleinuische  Catalog  I,  34.  —  16  Steine  zählt  die  anonyme  italienische  Hand- 
schrift bei  £.  Narducci,  Libro  de  lepietre,  Bologna  1869  S.  II. 
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Raziel  für  Henoch-  Hermes  substitnirt  sei.  In  Cod.  hebr.  München  240  f«  18 
(311  f.  43)  lehrt  Kasiel  den  Adam  in  einem  Bache  5  Dinge,  insbesondere  die 
mystischen  Namen;  dasselbe  wurde  erst  wieder  zur  Zeit  Salomon's  ent- 
deckt ,  der  es  erläuterte ;  es  fand  sich  aber  nur  in  C  a  s  t  i  1  i  e  n  und  wurde 
dort  auf  Befehl  des  Königs  [ist  Alfons  gemeint?]  aus  dem  Buche  [Exem- 
plare] eines  Juden  übersetzt  n.  s.  w.  Die  Hauptsachen  sind  wieder  Engel- 
namen und  Geheimnisse  der  Buchstaben. 

Hierher  gehören  demnach  die  spanischen  Auszüge  ans  „Ragiel** 
(zur  pseud.  Lit.  83,  Rico  y  Sinobas  1.  c.  V,  22  hat  Oagiel  und  giebt  keine 
Quelle  an);  ferner  der  über  alarum  des  Ragiel,  aus  dessen  prima  äla  Cam. 
Leonardi  (Speculum  lapidum  Hb,  II  C.  14  f.  54)  22  magische  Bilder  excerpirt 
aus  dem  Abschnitt  der  24  Steine  des  ,^Lapidarius  Salomonis  excerpt,  ex 
libro  Rasielis  angeW^  (Jtb,  III  f.  64),  vergl.  f.  64*:  Salomon  in  Hb,  $uo  qui  dici- 
iur  Cephar  [IBO  Buch]  Rasielis^  und  „2>fVri7  Salomon,  Scias  quod  in  isla  ala  sunt 
viginä  quatuor  lapides  preciosi^\  entsprechend  den  24  Stunden.  Im  Serapeam 
1870  S.  206  habe  ich  auch  auf  Über  Rugielis  regis  el  phiios,  in  Cod«  München 
405  hingewiesen.    (S.  Nachtrag.) 

Ein  magisches  Buch  Rasiel,  worin  auch  von  den  Kräften  der  Kräuter, 
Gemmen,  Fische  u.  s.  w.  die  Rede  ist,  besass  Daniel  Swenter,  s.  Buxtorf, 
Bibl.  rabb,  p.  184  ed.  1708  (Hottinger,  ßibl.  or.  p.  33,  bei  Wolf,  Bibl.  hebr,  I 
p.  111). 

42.  Salomo,  der  weise  König;  unter  dessen  Namen  sind  in  meinem 
Catal.  Bodl.  S.  2280— 2303  beinähe  50  Titel  superstitiöser  Schriften  behan- 
delt und  noch  andere  hinzuzufügen,  darunter  fast  keine  einzige  jüdischen 
Ursprungs  (s.  vorige  Nummer);  aber  gerade  über  vier  von  Albert  citirte 
(S.  2302  Nr.  35— 38)  konnte  nichts  Näheres  herangebracht  werden.  —  Ich 
halte  mich  hier  an  die,  meist  genaueren  Angaben  in  $  61  und  beachte  nur 
wichtigere  Varianten  in  S  53. 

a)  de  qualuor  anuliSj  nach  4  Schülern  benannt,  anfangend:   de  arte 

Eutoniea  (^Eutontica^  ydeica)\  vielleicht  noloria? 

b)  de  novem  candariis  [VieB  candelariis.^]^  anfangend:    Locus  ad  (jqui) 

movet  ul  dicamus, 

c)  de  tri b US  figuris  spirituum^  qui  dicuntur  principes  in  quatuor  pla- 

gis  mundi,  anfangend  :  Sunt  de  coelestibus  (vergl.  zur  pseudepigr.  Lit. 
S.  30,  Geiger  in  D.  M.  ZUchr.  XVII,  404). 

d)  de  figuris  almandal  (almendef),  anfangend:    Caput  in  figura  äl- 

mandal.  —  Siehe  Cat.  Bodl.  8.  2208  Nr.  25.  Wird  u.  A.  erwähnt  im 
BuchRasiel,  Handschrift  Swenter*s  (oben  Ende  Nr.  41).  Vielleicht  in 
Wien  II,  278,  Nr.  3400,":  Almadel ,  Liber  inteiligentiarum ,  anfangend: 
Rerum  opifex  Dens,  Ende:  neglexeris  tociens  repetas, 

e)  Lib,  parvus  de  sigillis  ad  daemoniacos,  anfangend:   Capit.  stgilli  gandal 

et  tarchil  (tanchil).  —  Leonardi  1.  c.  f.  50  giebt  einen  libellus,  quem  filii 
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Israelüici  in  deserio  fecerunt,  nnter  der  Ueberechrift :  Sculpturae  seu 
imagines  Salomoriis^  weil  in  demselben  Codex  viele  Schriften  Salo- 
mon^s  warön!  —  Dass  der  angebliche  Chaely  Chehel  u.  s.  w.  bei  Leo- 
nardi  und  in  Handschriften  aus  Bezalel  fingirt  sei,  habe  ich  im 
Serapeum  1S70  S.  806  bemerkt;  s.  Nachtrag. 

43.  Thehii  fil.  Chorae  (eben  Chor atk).  —  Der  bekannte  Polyhistor 
Abu'l  Hasan  (p'ater  Äsen  u.  dergl.)  Thabit,  ein  Sabier  (833—891).  Ich 
habe  bereits  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  X,  458,  Anm.  7,  auf  die  in  lateinischer 
Uebersetzung  erhaltenen  Schriften  desselben  hingewiesen.  Da  ich  ein  ge- 
naues Verzeichniss  derselben  für  einen  kleinen  Specialartikel  vorbehalte, 
so  werde  ich  mich  hier  auf  das  Nothwendigste  beschränken. 

a)  Eine  Schrift  über  die  Bewegung  der  Fixsternsphäre  [die  sogenannte 

Trepidationstheorie],  anfangend:  Imaginahor  sphaeranif  §  10.  —  Ist 
u.  d.  T.  de  motu  octavae  sphaerae  gedruckt  mit  Sacrobosco^s  Sphäre 
n.  s.  w.  Bologna  1480,  Vened«1521;  beide  Ausgaben  sehr  selten,  so 
dass  Delanibre  bei  seiner  Analyse  (S.  73)  nur  eine  Pariser  Handschr« 
benutzte.  Ich  finde  das  Schriftchen  soeben  u.  d.  T.  Verba  Thebit 
acutissimi  Astronomi  de  i  mag  ine  totius  mundi  atque  corporis  sperici 
composiiione  (wofür  f.  2  de  imag,  corporis  sperici  seu  ioiius  mündig  a  Con- 
rado  Norico  arc.  Hb,  acad.Lips,  magistro  nuper  revisa  ei  aucta,  am 
Anfang  einer,  wie  es  scheint,  sehr  seltenen  Ausgabe  des  Sacro- 
bosco,  mit  dem  Epigraph :  A.  1503  per  Martin,  Herbipolensem,  In  hemi- 
sperio  Lipsensi  nuper  impressa,  El  ibidem  publice  lecla.  Anno  quoque 
Chr.  Milles,  quingenU  nono  (also  1509)  renovata,  —  Manche  Handschr. 
haben  den  Titel  de  {in)  motu  accessionis  et  recessionis :  der  Uebersetzer 
ist  ohne  Zweifel  Oerard  von  Cremen a. 

b)  De  definitionibuSj  anfangend:  aequalor^  §12  —  identisch  mit  dem 

von  Gerard  von  Cremona  übersetzten:  De  expositione  nominum 
Almagesli,  oder  De  expositione  vocabulorum  Almagesli,  oder  auch:  De 
his  quae  indigenl  expositione  anlequam  legatur  Almagestum  (s.  Zeitschr. 
f.  Mathem.  X ,  457) ,  und  noch  andere  Titel  im  Index  der  Wiener 
Tabulae  IV,  400.  * 

c)  Eine  Schrift  über  imagines,  anfangend :  Dixil  Thebitk,  dixii Aristoteles  qui 

philosophiam',  §  69  —  in  Handschriften  als  Hb,  imaginum  oder  de  imag, 
astron.,  und  wohl  identisch  mit  dem  (4.  Francof.  1559)  gedruckten: 
De  tribus  figuris  magicis  (vergl.  D.  M.  Ztschr.  XVIII,  135).  —  Wel- 
cher Schrift  das  unbestimmte  Citat  S  IB  angehöre,  kann  ich  nicht 
entscheiden. 

d)  s.  unter  Anonym a  Nr.  47. 

44.  Toz  (Tor)  Gr accus,  mir  unbekannt,  etwa  Thot,  dessen  Ge- 
spräche mit  Hermes  (s.  d.)  schon  den  Syrern  bekannt  waren? 
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n)  Im  ag  in  es,  oder  de  imaginibus  Veneris,  anfangend:  OhservaVene- 
rem  cum  inirahii  taunm,  SS^l^  60.  —  Lih.  Toc.  [lies  Tor?]  i.  e.  Lib. 
Veneris j  auf  12  Lapidum  Veneris  enthält  ein  Bodl.  Cod.,  s.  Cat  MSS. 
Angl.  I,  127,  Nr.  2456  f.  78. 

b)  De  staiionibus  ad  cultum  Veneris,   anfangend:   Commemoratio  hi- 

sloriarium,  SS  51 ,  60. 

c)  De  quatuor  speculis,  anfangend:    Observa  Venerem  cum  pervenerit 

ad  Pleiades,  S60. 

Toz  graeci  philosophi  nominaiissimi  exposiiio  super  libros  Salomo- 
nis  de  secretis  secretorum  ad Roboam,  Handschr. XVII.  Jahrb.  in  Paris 
(Delille,  Inventaire  III  S.  74  Nr.  15.127).    (S.  Nachtrag.) 

45.  Zahel,  Zachel  {Zehel,  Zabel,  Zarchef)  Israelila  (unter  6). 
—  Der  Jude  Sahlben  Biscbr  (IX.  Jahrb.),  dessen  Schriften  unter  viel- 
facher Entstellung  des  Namens  vorkommen*;  in  den  Ausgaben  liest  man 
Ismaelila,  weshalb  ich  zuerst  (Catal.  Bodl.  8.  2258flgg.  und  Add.)  diesel- 
ben dem  richtigen  Autor  vindicirte  (Nachträge  sind  citirt  in  D.  M.  Ztschr. 
XVIII,  122,  XXIV,  338  und  Virchow's  Archiv  Bd.  52  8.367).  Ich  werde 
mich  auch  hier  auf  kurze  Verweisungen  beschränken ,  bis  auf  einige  noth- 
wendige  Ergänzungen. 

a)  Introduclorius  [Über],  anfangend:  Scilo  quod  Signa  sunt  duodecim. 
Et  alius  Ares  [Var.  Bälyl]  qui  sie  incipit:  Signorum  alia  sunt  mascülini 
generis,  excepto  quod  in  secundo  tractatu  agitur  de  interrogationi- 
bus,  S  32.  —  Ich  vermuthe,   dass  Jres  eine  Abbreviatur  von^r- 


•  Vielleicht  auch  Hazatel  Hebraeus,  in  Cod.  Wien  IV,  60,  Nr.  5212,«  wahr- 
scheinlich nur  ein  Citat,  etwa  für  hec  habet  zatel?  —  „Aza  hei"  im  Serapeam  1870 
S  306  Anm.  10  aus  Baldi's  hiogr.  Werke  ist  Arzachel,  wie  ich  nachträglich  aus  Mit- 
th eilungen  Boncompagni^s  ersehe.  Ebenso  dürfte  die  Introductio  in  Zaelis  Cafendarium 
in  Cod.  St.  John's  Coli  Cambridge  f.  25  (hei  Cowin,  Catal  Cambr.  1846  8.60)  sich  auf 
Arsachcl  heziehen  ?  —  Zu  keiner  der  gedruckten  Schriften  ist  der  lateinische  U  e  b  e  r- 
8  etzer  genannt.  Um  so  wichtiger  sind  die  Nachrichten  über  ein  Buch  de  revolu- 
tionibus  (Cod.  Norfolk  in  CataL  MSS.  Angl.  11,  1  ,  S.  80  Nr.  3158)  oder  prognos- 
iica  oder  fatidiea  von  Zabel  „Iben  od.  Ben  Bixir**  (oder  Vixei,  für  Bischr)  Caldeus, 
in  Cod.  Caio-  Gonv.  110,*°  (bei  Smith  S.  40)  cum  prologo  Caldei  (!)  ff  ermannt  tranäiado; 
in  der  Universit-Bibl.  Cambridge  Nr.  2022,*  (III,  647)  ist  der  Titel  Atahuuil  Maletn 
(lies  Tdhwil  el-  Aiem,  d.  h.  revoltäio  mundi,  vergl.  Serap.  1.  c.  S.  300),  und  zwar  Her- 
mannt  secundi  translatio  —  H.  sec.  heisst  der  Uebersetzer  von  Ptolem.  Planisph.  in 
Cod.  Paris  7377  B ,  bei  Jourdain  S.  105 ,  s.  oben  Nr.  40  6  —  Sextus  Astronomiae, 
Anfang :  Secundus  post  condiiorent  orbis  moderator  Sol;  Ende :  noxiarum  g/ltia  vi  oppreste 
minus  fiunt  efficaces.  Zu  allgemein  sind  die  Titel  in  Astronomia  et  Judidis  und  dejttd, 
Astrorum  in  Cambr.  Univ.  III,  215,  Nr.  1572  und  S.  318  Nr.  1ÖÖ3,«.  —  TV.  de  judiciig 
astrorum  in  Wien  IV,  119,  Nr.  54 14,^  anfangend:  Qu  um  Signa  sunt  duodecim,  endend 
eandem  domum  et  res  eius. 
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zackelis  (s.  unten  e)  ist.  ZaeJis  Inlroducforium*  de  principiis  judi- 
ciorum,  mit  Ptolemftus  Qaadripart.  Yen.  1403  und  1519  (Lalande, 
S.  41,  fehlt  im  Index  S.  914)  gedruckt,  beginnt  (Catal.  Bodl.  8.  2261): 
Dixit  fahel . . .  Scito  quod  signa  sunt  12 ,  ex  eis  6  sunt  masculina  etc, 
(vergl.  auch  unter  Ptolemäus). 
h)  De  inierrogaiionibus  quem  vocant  Judicia  Arabum,  anfangend: 
Cum  inierrogatus  fueris,  §47.  —  Ist  mit  a  gedruckt,  wie  es  scheint, 
als  ieriia  pars  (Cat.  Bodl.  8.  2262).  In  Cod.  Sorbonne  980  f.  33" 
Col.  2**  anonym,  betitelt:  Judiciorum  Arabum  liber  incipü  et pri- 
mum  de  domo  questionis;  s.  unten  e. 

c)  De  significatione  t empört s,  anfangend:  Ei  scito  excitat  (!  Var.  ex- 

ciianil)  moius,  §48.  —  De  iemporum  signif.  ad  judicia,  anfang.: 
Scito  quod  terra  excitat  motus,  ist  mit  a  und  b  gedruckt  (Cat.  Bodl. 
8.  2263). 

d)  Lib.  electionum,  anfangend:  Omnes  concordati  sunt,  §50.  —  Ist  mit 

Julius  Firmicus  1533  und  1551  (Lalande  8.51  und  72,  letztere  fehlt 
im  Index  8.915),  aber  auch  unter  dem  Namen  Maschallah's  (der     ^ 
darin  citirt  wird)  1509,  und  zwar  zuletzt  vollständiger  gedruckt  (Cat. 
Bodl.  2263).    In  Cod.  Harl.  267,"  (1, 101  bei  Forshall)  heisst  der  Verf. 
Zael  Hombschir  Israelita. 

e)  Liber  50  praeceptorum,    anfangend:    scito  quod  significatrix  luna, 

§50.  —  Die  f^  praecipua  judicia  sind  als  ein  Anhang  (oder  zwei- 
ter Theil?)  des  Introdnctorium  gedruckt  (Catal.  Bodl.  8.2261),  iiv 
Handschriften  haben  sie  den  einen  oder  den  andern  Titel,  z.  B* 
Catal.  MSS.  Angl.  I,  80,  Nr.  1673,  II,  I,  76,  Nr.  2986;  Canonic.  Mise. 
517  (Coxe  8.828),  Arurfdel  88,«"-«  (ForshalPs  Catal.  8.  23),  „Descrip- 
iio  50  praeceptorum  que  in  omtiibus  notanda  occurrunt  negotiis  et  questio- 
nibus,  jfael^^  (Cod.  Boncompagni  312  f.  33—35,  Narducci's  Catalog 
S.  136;  früher  Libri  845)**'*';  auch  die  letztgenannten  Cataloge  geben 
keine  Hinweisung  auf  die  Ausgaben.  Im  Catal.  MSS.  Angl.  I,  79, 
Nr.  1648  (Digby  47)  erscheint  Algazelis  (vgl.  oben  unter  Arzachel 
8.  369)  Iniroductio  ad  lib.  judiciorum  Arabum,  in  demselben  Cod.  Lib. 
iniroductorius  Zaelis  ad  libr um  judiciorum  quem  ipse  compilavit,  und  un- 
mittelbar darauf  lib,  judiciorum  Zaelis  (und  seplem  judices ,  vgl.  unten 
Nr.  50).     Ein  Lib.  introductorius  Arzachelis  ad  lib.  jud.  Arabum  in 


*  ...in  astronomam  in  Cod.  St.  Severin  in  Neapel,  bei  Montfaacon  S.  237,  bei 
Heilbronner  S.  548  §  35  Nr.  37. 

**  Diese  and  alle  ferneren  Mittheilnngen  über  denselben  eigenthümlichen  und 
interessanten  Codex  verdanke  ich  Herrn  £.  Jan  in  in  Paris  im  Auftrage  des  Fürsten 
Boncompagni  (Mai  1865). 

***  Vielleicht  auch  de  50  rebus  astronomiae  in  Cod.  Univ.  Cambr.  1705,"  (II,  326 
Catal.)? 
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der  Bibl.  San  Maroo  in  Florenz,  Arm.  4  Nr.  27,  verzeichnet  Moni- 
fancon  S.  428.  Einigen,  wenn  aach  nicht  ^anz  genügenden  Anf- 
schlass  giebt  Cod.  Sorb.  080,  wo  f.  26  dieses  Werk  beginnt:  Omnibus 
planelis  erralicis  gut  feruntur  in  signis  noti  guod  sini  in  eis,  und  bald 
darauf  die  Planeten  mit  arabischen  Namen  bezeichnet  werden.  Ich 
finde  in  den  Ausgaben  Nichts  von  den  mir  mitgetheilten  Stacken, 
bis  auf  die  letzten  Stücke  f.  28r  Col.  2,  Ueberschrift:  de  Planetarum 
provectu  (diese  Ueberschrift  fehlt  in  der  Ausgabe):  Si  fueril  planeld 
in  domo  sua  (Ausg.  1519  f.  114)  und  de  Phnetarvm  gaudiis  bis  Ende: 
eorum  domorum ,  Et  hec  sunt  initia  (!)  precipuorum  iudiciorum  et 
sunt  L  Capitula.  ExpUcit  primus  Hb  er.  Jncipit  secundus  quo  distin- 
guunt[ur.^]  cap.  L  de  principalitate  Lune  significationis  ad  ceteros  plane - 
tas.  Primum  [cap.]  Scito  quod  Significatrix  n.  s.  w.  Das  Nachfolgende 
scheint  nur  in  den,  nicht  gezählten,  Ueberschriften  von  unseren  50 
Vorschriften  abzuweichen ;  die  letzte  ist :  De  luna  [lune]  coniunctione 
expuliunt  [lies  expliciunt]  cap.  L,  endend:  Scito  Jioc  totum,  wie  die  Aus- 
gabe. Dann  folgt :  De  planetarum  obsidionibuSj  entsprechend  dem  Pa- 
ragraphen de  planetis  obsessis  im  gedr.  Introdnct.  f.  114  Col.  1  unten, 
während  die  hierauf  folgenden,  mir  mitgetheilten  Ueberschriften  bis 
f.  31  dem  Inhalte  nach  denjenigen  entsprechen ,  welche  in  der  Aus- 
gabe auf  112  — 113  vorangehen;  hingegen  sind  die  Stücke  von  f.  33r 
Col.  l :  De  ratione  eclipseos  solis  et  lune  —  de  allitudine  turrium  u.  s.  w. 
bis  33 17  Col.  2  Capit,  sciendum  altitudinis  loci  etc.  (Ende:  omnibus  C  cu- 
bitis  ex  longitudine),  woraus  mir  grössere  Excerpte  vorliegen,  rein 
mathematisch;  die  letzten  Stücke  scheinen  einem  Werke  über 
das  Astrolab  entnommen I  Dann '  folgt  Judiciorum  Arabum  etc., 
s.  oben  b. 

A  n  0  n  y  m  a. 

46.  Ein  Werk  nach  der  Methode  Euclid's  u.  s.  w.  s.  oben  unter  Alba- 
tegnius  S.  359.  * 

47.  Et  apud  guemdam  alium  amplialur  illud,  guod  est  super  figuram  la- 
tam{\)  conjunctam  atque  disjunctam  in  libello  gut  sie  incipil:  ,Jntellexi^''.  Ich  lese 
Ca  tarn  für  latam  und  beziehe  es  auf  das  Werkchen  des  Thabit  ben  Eorra 
über  die  figura  sector,  arabisch  Kalta,  welches  in  der  hebräischen  Ueber- 
setzung  (D.  M.  Ztschr.  VIII,  495)  ebenfalls  mit  demselben  Worte  ('T\*0'»an) 
beginnt,  so  dass  Albert  die  lateinische  Uebersetzung  Gerard ^s  von  Cre- 
mona  ohne  die  ersten  Worte :  „Es  spricht  Thabit  ben  Korra"  vor  sich  ge- 
habt hätte,  da  er  den  Autor  nicht  nennt,  obwohl  ich  noch  nicht  recht  ein- 
sehe, wie  dieses  Schriftchen  in  Albert's  Aufzählung  astronomischer  Werke 
passt.  Wenn  ich  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  X,  495  (vergl.  S.  496)  die  Identi- 
tät von  Thabit's  Abhandlung  mit  der  lateinischen  gedruckten  „sehr  frag- 

Digitized  by  V^OOQIC:: 


Von  M,  Steinschneider.  39  t 

lieh**  erklärte,  so  geschah  es  zunächst,  weil  letztere  nicht  mit  der  hebr. 
Uebersetznng  stimmt,  und  nicht  „mit  Hinblick  auf  die  Handschrift  in 
Thorn^',  welche  Camp  an  n  8  als  Aatornennt,  wie  Gart  ze  (Analyse  n.  s.w., 
Supplem.  zu  Ztschr.  f.  Math.  Bd.  XIII ,  Sonderabdr.  S.  20,  vgl.  S.  56)  meint, 
da  ich  am  20.  August  1865  (wo  meine  Abhandlung  bereits  in  Händen  der 
Redaction  war)  Cnrtze's  erste  briefiiche  Nachriaht  Über  jene  Handschrift 
erhielt  (vergl.  meine  Letiere  a  D.  B.  Boncompagni  p.  93).  Ich  kannte  das 
lateinische  Schriftchen  gar  nicht,  ehe  es  Fürst  Boncompagni  meinem  Briefe 
beigab.  Beginnt  die  Baseler  Handschrift  des  Thabit  Intellexi?  ' —  Bei  Ban- 
dinus  II,  44  liest  man  in  der  That:  de  ftgura  sectore-.  letzteres  Wort  fehlt 
bei  Montfaucon  S.  299  (Heilbr.  S.  533  %  44,'*  bei  Curtze  1.  c.  S.  21  Anm.).  In 
der  Laurent.  Handschrift  wird  aber  nicht  blos  diese  Abhandlung  de  fig>  sec- 
tore, sondern  auch  das  YortLngehende  de  proportione  et  proportionalitate  dem 
Campanus  beigelegt.  Dieselben  beiden  Schriften  scheint 'Coxe  unter 
Cod.  Coli.  Corp.  Chr.  41."  zusammengenommen  zu  haben,  und  zwar  beginnt 
lihellus  de  proportionibus  mit  den  Worten:  Proportio  est  duarum  quantitatum 
eiusdem  generis,  ist  also  identisch  mit  dem  anonymen  Opuscülum  de  tribus 
proportionibus  in  Wien  5277,**  (IV,  83),  endend :  quod  est  propositum.  Dieses 
Schriftchen  wird  aber  in  Cod.  Boncompagni  265  (s.  Zeitschr.  f.  Math.X,  492) 
und  in  einem  Cod.  der  Ambrosiana  (Montfaucon  S.  506^  bei  Heilbr.  S.  563 
§87,*)  dem  al-Kindi  beigelegtl  Zu  untersuchen  wäre  auch  de  prop.  et 
proportionalitate  in  Cod.  Paris  11247  (bei  Delille,  Im^efitaire')*.  Das  Ende  in 
Cod.  Coli.  C.  C.  41  soll  nun  sein:  ad  cordam  dupliarchus  [für  du^li  arcus]  c  e^ 
und  dann:  Explidi  traci.  de  prop,  et  proportionalitate  de  Kata  coniuncta  et 
disiuncta.  Da  aber  die  Worte :  ad  cordam  ,..  c  e  die  Endworte  des  lateini- 
schen gedruckten  de  figura  sectore  sind ,  so  ist  das  Epigraph  offenbar  auf 
zwei  verschiedene  Schriften  zu  beziehen ,  Kata  conjuncta  et  disjuncta  eine 
Bezeichnung  für  die  figura  sector.  Vergl.  Rata  conjuncta  et  disjuncta  im  Cat. 
MSS.  Angl.  I.  III,  119,  Nr.  1026,"  (auch  bei  J.  F.  Smith,  CÄtalogue  ...  of 
Gonville  and  Cajus  Coli.  S.66  Nr.  141  ohne  nähere  Angabe).  Tract,  de  Catis 
conjunctis  et  disjunctis  in  Cod.  Harl.  I,  13  zwischen  Schriften  von  Thabit; 
über  y,Catka^^  conjuncta  und  C.  diaconjuncta  in  Cod.  Univ.  Cambridge  1572 
(III,  215).  Ein  anonymer  Tract.  quadripartitus  de  corda  recta  et  versa  etc»,  an- 
fangend: Quia  canones  non  perfecte  tradunt  noticiam  sinus,  endend:  ratio  et 
sokrtia  in  Cathis,  daselbst  1705,*'  (III,  324). 

48.  Viele  haben  Canones  für  ihre  Städte  und  nach  christlicher  Zeit- 
rechnung verfasst,  wie  z.  B.  ad  mediam  noctem  für  Marseille,  ein  Anderer 
für  den  Meridian  von  London  (?  der  Name  variirt),  ein  Anderer  für  den 
Meridian  von  Tolosa,  welcher  derselbe  von  Paris,  nämlich  Längenentfer- 


*  Derselbe  Cod.  enthält  auch  de  arcubus  similibtts  von  Abmaear  [lies  Abttiafar] 
A  Dl  e  t  etc. ,  s.  Zeitschr.  f.  Math.  X ,  490. 


^92  Zun  Sp#m!*xn)  aftronomtcinB  des  Albertos  Msi^m  etc. 

nncjr  rom  W'^t'^  ¥f  47'.  Breite  40= ',, ,  5  1«.  —  Cod.  A«hnioL  351,'  f.  19  CoL4 
(Hlack  8.  277 J:  Int ipH pars  mlUrm  kums  operis,  f;uf  rid.  md  mtoidiem  igitr  Lbm- 
doniarum  juala  Allnü,  ^Black  Terbescert  Ab^tis!]  Barecensis  y=:  JrBden- 
sis,  d.  b.  ans  Kakka^  tfnUniiam  per  Roh  er  tum  Cestren$em  c^mtexümr, 
Black  bemerkt  dazu,  das»  dieser  Antor  nicht  in  Tanner's  BibL  Briit  Tor- 
komme.  Es  beisst  hier  nnd  f.  24 ^  dass  der  frühere  Theil  calcnlirt  «ei  naeb 
d^'n  Toletanischen  Tafeln,  beginnend  1169,  die  in  diesem  Theil  erwähnten 
Tafeln  A.  1150.  Nach  Catal.  HSS.  Angl.  I,  »0  entbäh  Nr.  «567  (SaTil.2l) 
hinter  den  Cananes  des  Arzacbel  (Heilbr.  S.  618  $  317,^  noch  Canones  mag. 
Roberti  de  Northaropton  'd.  i  Holcot,  nm  13yr  nnd  Canones  in  moiUms  coc 
lesflium  corporum.  eomm  pars  altera  ad  meridiem  London  secundum  Alhattg- 
nium  per  EohJ>$tren$em,  Wer  ist  dieser  Robert?*  Nach  Fabricins  c Bibliotfa. 
lat.  med.  %,  v.)  soll  ein  englischer  Mathematiker  Robert  Castrensis,  Castrins, 
Cefttrensis,  nm  1390  gelebt  nnd  de  asirolabio  geschrieben  haben.  Ich  Ter- 
mnthe  hier  irgend  ein  Missversländniss,  ohne  die  Quellen  im  Augenblick 
Terfolgen  zn  können,  glaube  jedoch,  dass  alle  Ucbersetznngen  ans  dem 
Arabischen  auf  denselben  Robert,  den  Collegen  des  Hermann  Dalmata 
(vergl.  oben  8.  382)  zurückzuführen  sind,  der  auch  Roh.  Retinensis  oder 
Ketinensis  genannt  wird.  Joordain  (S.  103  ed.  II)  kennt  nur  dessen  üeber- 
setzung  des  Koran  vom  Jahre  1143  (nach  ejner  Handschrifl  Seidenes),  h2lt 
ihn  aber  ftir  identisch  mit  Roh.  Cestrensis,  dem  Uebersetzer  des  alehe- 
mistischen  Werkes  von  „Morianus**,  mit  dem  Datum  11.  Febr.  1182  — 
welches  ich  (D.  M.  Ztschr.  XVIII,  168)  als  spanische  Aera  auffasse,  also 
1144  — ,  und  Tielleicht  der  alchemistischen  Schriften  des  Cs/^rf  (Khalid). 
Nun  sagt  aber  Robert  in  dem  Dedicationsschreiben  des  Koran  an  Petms 
venerabilis,  dass  letzterer  ihn  veranlasst  habe:  inierim  asbrünomiae geome- 
iriaeque  Studium  meum  principale  praetermitlere.  Um  so  eher  werden  wir  ihm 
auch  eine  Uebersetznng  der  Canones  des  Albategnius  beilegen  dürfen,  deren 
Verbältniss  a!b  dem  bekannten  Werke,  in  der  Uebersetzung  von  Plato  aua 
Tivoli  bekannt  (oben  Nr.5J,  freilich  noch  zu  untersncben  wäre^  Ich  habe 
ferner  (Nr.  36  8.  375  Anm.  t)  Auf  eine  Uebersetznng  der  Algebra  des  Mn- 
hammed  ben  Musa  al  •  Khowarezmi  hingewiesen,  welche  in  Se- 
govia  1183  (also  1145)  übersetzt  sein  soll.    Endlich  giebt  es  verschiedene. 


*  Im  Index  des  Cat.  MSS.  Angl.  T.  I  und  bei  Heilbronner  im  Index  fehlt  Rob. 
Castrennis. 

**  Den  Titel  Canones  hat  eine  spanische ,  auf  Alfons  X.  zurückgeführte  Ueber- 
setznng des  Albategnius  in  einer  Handschrift  des  Job.  Lucas  Cortes  (bei  Antonio  II, 
83,  §  205,  Rodriguez  de  Castro  II,  649)  und  in  einer  Pariser,  bei  Ochoa  S.  663,  vergl. 
Rico  y  8inobas,  Libros  del  Saber  V,  19,  36,  auf  dessen  Urtheil  ich  anderswo  au- 
rilckkomme.  Hingegen  sind  die  angeblichen  Canones  des  Albategnius  in  Cod.  Ottob. 
309  f.  28  (bei  Boncompagni,  Alti  deWAcademia  XVI,  754),  wie  ans  dem  Anfange:  Quo- 
niam  emusque  etc.  hervorgeht,  die  des  Arzachel  (Zarkalt)  zu  den  toletaniscbeo 
Tafeln, 
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leider  sehr  unvollständige  Nachrichten  ühor  ein  von  Roh.  Castrensis  her- 
rührendes Schriftchen  üher  das  Astrolah,  mit  denen  wohl  der  Artikel  hei 
Fabricius  ztisammenhängt.  Die  Handschrift  Wien  5311,^  (IV,  98)  enthält: 
De  composUione  asirolahii  universalis  liber  a  Roberto  Castrensi  translaliis,  an- 
fangend: Quoniam  in  mundi  spera,  Ende:  ad  alliludines  accipiendas.  Cod. 
Canonic.  Mise.  61,'  (Coxe  III,  473):  Liber  de  officio  aslrolabii  secundum  mag, 
Rob.  Cestrensem  in  35  Capiteln :  1.  De  gradus  solis  per  dient  et  diei  per  gradum 
invencione,  Si  gradum  solis  in  singulis  diebus  anni  per  astrolabium  nosse  deside- 
ras;  quoi  dies  mensis,  Ende:  et  cetere  celeris  per  diametrum  utjam  dictum  est 
opponuntur.  Coxe  verweist  auf  Muratori,  Antiqu.  Ital.  III,  043,  wo  eine 
Handschrift  der  Ambrosiana  erwähnt  sei,  in  welcher  Kob.  Ostiensis  heisst. 
In  der  erwähnten  Handschrift  Ashmol.  361,'  findet  sich  eine  Abhandlung 
über  das  Astrolab,  beginnend:  Quaelibet  ars  suum  habet  arteficem:  dieser  Anr 
fang  scheint  einem  Prolog  an^sugehören,  welcher  in  der  Canon.  HS.  fehlt. 
Die  Handschrift  Caio-Gonville  College  (Cambridge)  35,^^  (bei  J.  J.  Smith, 
Catal.  S..I2)  enthält  Ptholomaei  de  compositione  aslrolabii,  translalus  a  Rob. 
Cestiensi  in  civitate  London  de  Arabico  in  Latinum:  leider  ist  nichts  Nähe- 
res angegeben.  Identisch  scheint  de  compositione  aslrolabii  des  Ftol.  aus  dem 
Arabischen  „Aera''  1185  [also  1147]  in  civitate  London  in  Cat.  MSS.  Angl. 
I,  78,  Nr.  1641  (Digby  40,  bei  Heilbr.  S.  600  S  256,»*),  vielleicht  auch  die  Re- 
gulae  Ptolemaei  regis  de  compositione  astrolapsus  in  Paris  14065  (Delille  S.  126)  ? 
Ein  hebräisches  Schriftchen  über  Astrolab  (,,nach  den  sieben  Klimateu^^  in 
einigen  Handschriften),  welches  meistens  dem  Ptolemäus  beigelegt  wird 
findet  sich  ohne  Namen  des  Uebersetzers  in  zwei  abweichenden  Recensio- 
Den  in  München,  Cod.  240  f.  123,  Cod.  280  f.  105  (Anfang  defect),  im  British 
Museum  (Almanzi  06,  s.  Hebr.  Bibliographie  1861  S.  155),  in  Oxford  (Cod. 
Reggio  47,  Ende  defect?),  Florenz  (Plut.  88  Cod.  28,  X,  s.  D.  M.  Zeitschr. 
XVIII,  170  und  Nachtrag),  meine  eigene  (wahrscheinlich  geschrieben  von 
Mordechai  Finzi,  einem  fleissigen  Mathematiker  in  Mantua  um  1445—- 1473), 
Anfang  defect.  Diese  Abhandlung  beginnt:  „Wir  wollen  eine  runde  ein- 
fache Fläche  machen,  um  dadurch  die  Kugel,  ihre  Kreise  und  Punkte  ab 
zubildcn  nach  dem  Bedürfniss  der  Operation^^  u.  s.  w.  Die  Handschrift 
Orat.  171  (H.  B.  1864  S.  17)  ist  nach  dem  neuen  Catalog  der  Pariser  hebr. 
Handschriften  Nr.  1047,^  aus  dem  Oriechischen  übersetzt  von  Salomon 
ben  Elia  Scharbit  ha-Sahab  (=:  Chrysococca) ^  welcher  1374  —  1386  in  Ephe- 
sus  lebte  (s.  H.  B.  1865  S.  25,  75,  Zunz,  Literaturgeschichte  S.  372,  Nachtrag 
601).  —  Ob  Robert  im  Jahre  1 147  nach  England  zurückgekehrt  sei  oder  die 
Breite  von  London  substituirte,  wie  Gerard  von  Cremona  in  der  lieber- 
Setzung  der  toletanischen  Tafeln  mit  den  Canones  des  Arzachel  die  seiner 
Vaterstadt,  lasse  ich  dahingestellt.  Jedenfalls  würden  obige  Nachweisungeu 
ihm  einen  Platz  neben  seinem  Landsmann  Adelard  von  Bath  in  der  Ge- 
schichte der  mathematischen  Wissenschaften  vindicirou,  und  dürfte  die 
Uebersetznng  der  Algebra  eine  Herausgabe  verdienen. 
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Canones  ei  iabulae  Tolosanae,  anfangend:  Quoniam  concentris  medüs 
et  mediis  argumeniis  inveniuntur  aequaiiones  planetarum^  enthält  Cod.  Land.  594,** 
(Coxe  II,  1,  S.  425).  Tabulae  medii  motus  planetarum  ad  meridiem  civitatis  To- 
losae  ab  anno  1008  ad  1454,  Cat.  MSS.  Angl.  I,  127,  Nr.  2458  (jetzt  Bodl. 
464)  f.  756. 

49.  Lib.  [de  mulalione]  (emporum  Indoritm,  anfangend:  Sapienles 
indi  (jnundü),  S  41.  —  Die  eingeklammerten  Wörter  habe  icb  ergänzt  ans 
dem  Abdruck  bei  Libri,  Eist,  des  sciences  mathem.  /,  372.  In  D.  M.  Ztschr. 
XVIII,  127,  129,  189,  habe  ich  nachgewiesen,  dass  dieses  Schriftchen  nnr 
eine  andere  Bearbeitung  des  Gaphar  (s.  Nr.  20)  sei. 

50.  Lib.  novem  Judicum,  anfangend:  Coelestis  circuli,  §§33,48.  — 
Das  in  Ven.  1509  gedruckte  Buch  (Lalande  S.  34)  nennt:  M aschalla, 
Aomar,  Alkindus,  Zael,  Albenait  (s.  Nr.  25),  Dorotheus,  Jer- 
gis  (s.  Nr.  22),  Aristoteles,  Pto  lern  aus.  Ich  habe  diese  astrologisch^ 
Oompilation  in  der  Buchhandludl;  Asher  &  Comp,  verjähren  gesehen;  jetzt 
ist  sie  mir  nicht  zugänglich.  Handschriften  haben  mitunter  eine  andere 
Aufzählung,  z.  B.  Cod.  Colleg.  Reg.  389,*  (bei  Coxe  S.  90,  angebl.  sec.XIlI 
ineunte?)y  wo  für  Albenait  und  Ptol.  genannt  sind  Albumazar  und  Abe- 
nasban;  aber  der  Auf.,  wie  hier:  Coel.  circ.  forma  sperica.  In  Cod.  Wien 
IV,  117,  Nr.  5517:  Alkindis  (so),  Introduciorium  adjudicia  aslrologiae  sivelib. 
novem  jud.  Anfang  wie  oben.  In  Catal.  Arundel  I,  80,  Nr.  268,"  wird  ein 
angeblicher  Alkindus  de  judicüs  so  recensirt,  dass  das  Prooemium  beginne: 
Aslronomiae  Jiidiciorum,  das  Buch  selbst:  Celestis  circuli  forma  sperica!  — 
Nach  einer  andern  Handschrift  (s.  D.  M.  Ztschr,  XXIV,  387,  Nr.  107)  soll 
das  Buch  vom  Sultan  an  Kaiser  Friedrich  (II.)  gesendet  worden  sein. 

51.  Liber  trium  Judicum^  §  48  —  mir  unbekannt.  Ein  liber  Vll  Jii^ 
dicum  in  Catal.  MSS.  Angl.  I,  79,  Nr.  1648,  Digby  47. 

52.  De  Septem  anulis  septem  planetarum,  anfangend:  Divisio 
lunae  quando  semiplena  {impleta)  fuerit,  §  60.  —  De  1  figuris  7  planetarum, 
hinter  dem  Quadrip.  des  Hermes  (s.  oben  S.  885)  in  Cod.  Coli.  Corp.  Chr. 
125,^®  (Coxe  S.  45)  beginnt:  Incipiunt  figure  septem  planetarum  et  scias  quod 
in  istis, 

53.  Liber  15  nominum,  anfangend:  kaec  sunt  15  nomina  secreta,  §61. 
—  Hängt  vielleicht  mit  dem  Vierbuch  des  Hermes  (oben  S.385)  zusammen? 

54.  Liber  de  capite  saturniy  auf.:   Quicunque  hoc  secretissimum  opus. 

55.  Liber  Almathaim^  §64,  —  Der,  wie  es  scheint,  corrumpirte  ara- 
bische Böchertitel  bietet  zu  wenig  Anhaltspunkte  für  Conjecturen. 

56.  Liber  Sacratus,  potius  exsecrahilem  debuerat  nominare,  §64.  Ob  in 
Sacratus  etwa  ein  Autorname  zu  suchen  ist? 
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Nachtrag. 

Bei  der  Redaction  der  oben  gegebenen  Nachweisungen  stellte  es  sich 
als  zweckmässig  heraus ,  einige  Erörterangen  für  kleine  Specialartikel  za 
reserviren.  Inzwischen  sind  mir  Hilfsmittel  zugänglich  geworden ,  welche 
weiteres  Licht  verbreiten.  Ich  beabsichtige  daher,  noch  eine  Reihe  von 
Artikelchen  als  einen  zweiten  Beitrag  zum  Spec.  asiron»  zusammenzustellen, 
liier  folgen  nur  ganz  kurze  Ergänzungen  und  Berichtigungen ,  auf  welche 
schon  zum  Theil  während  der  Correctur  durch  „s.  Nachtrag"  hingewiesen 
worden. 

Zu  den  Quellen  überhaupt  durchblättere  ich  eben  Pelr.  Fried,  Arpe' 
De  prodigiosis  naturae  et  ariis  operibus  Talismanes  et  Amuleta  dictis  cum  recen- 
sione  scriplorum  huius  argumenli,  8.  Hamb.  1717  (184  S.  und  16  S.  Index),  ein 
sehr  fleissig  gesammeltes  Büchelchen.  Cap.  III  de  ohscuris  et  incertae  aetaiis 
Svriptoribus  giebt  zuerst  S.  91  aus  „de  duabus  sapientiis^^  unter  dem  Namen 
Albert's  fol.  s.  /.  e.  a.  gedruckt,  ein  Capitel  —  nämlich  das  X.  de  imagin. 
astr.  des  Spec.  —  dann  Notizen  über  42  Autoren,  zum  Theil  nach  Trithe- 
mius,  Antipal,  maleficor,  —  welches  Werk  ich  noch  für  das  Spec.  benutzen 
muss  — . 

Zu  S.  360  Nr.  18  Bei  Arpe  S.  103:  BelenuSy  de  imaginibus,  nach  Cat. 
MSS.  Angl.  II,  245,  Nr.  8460;  das.  S.  102:  Bdlemyne  (englisch)  de  sigiilis 
Planetarum  Cod.  Ashmol.  188  und  380  aus  demselben  Catal.  I,  317,  310,  Nr. 
6776,  6864  (Blifck  S.  150,  aber  nicht  S.  290  Cod.  380!).  —  Die  sogenannte 
„grosse  Einleitung"  des  Baiinus  als  Einleitung  zu  einer  Abhandlung  über 
die  Talismane,  nach  einer  arabischen  Uebersetzung  des  ^Hanan  (Honein) 
ben  Ishak^  hebräisch  von  einem  Anonymus,  enthält  der  mir  vorliegende 
Cod.  Ghirondi  78  f.  105  flgg. 

S.  370  Nr.  23.  Germotk^  s.  unten  zu  Nr.  44. 

S.  372  Anm. ,  385,886.  Ragtet,  in  anderen  Quellen  [den  angeblichen 
Trithemius  werde  ich  als  Plagiat  aus  Cam.  Leonardi  nachzuweisen 
versuchen]  Raphael  (dieser  erscheint  dem  Noah  i^  sogenannten  grossen 
Rasiel  f.  36)  oder  Bhagael,  s.  Arpe  S.  104,  108. 

S.378Aum.  Accursius,  vergl.  Acc.  Pistinensis,  als  lateinischer 
Uebersetzer  von  Galen's  lib.  regiminis  s.  de  cibariis  et  cibis  aus  dem  Arabi- 
schen bei  Feller,  Catal.  Codd.  MSS.  Bibl.  Paulinae  Lips.  (Leipzig  1687) 
8.254,  uqd  Accnrsus  als  Glossator  des  Rosarium  von  Arnald  de  Villanova, 
nach  Nasari  bei  Roth  •  Scholtz ,  Bibl,  chymica ,  ed.  II  S.  42.  —  Das  Schrift- 
cheh  de  spera  solida  beginnt  in  der  That  (wie  ich  eben  vom  Fürsten  Bon- 
compagni  erfahre) :  Totius  asir,  sp,  radix  et  fundam,  . . .  non  sine  sibi  congruis 
instrumentis  super  sil  exordium  (?).  Ende :  numerus  pedum  vel  palmarum  vel 
etc.  longitudinis  plant  mesurandi.  Et  quoniam  ...  de  mensuris  ,,,presentis  in- 
teniionis  ...  sub  laude  Bei  finicmus^  in  beiden  Ausgaben  1518  (s.  Boncomp« 
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. . .  Gherardo  S.  93 ,  wo  es  vor  Campaniis  de  sphera :  wie  verhält  sich  daza 
der  tractatulus  de  modo  fabricandi  spheram  solidam  in  der  Aasg.  1&31  bei  Bon- 
comp.  1.  c.  S.  96?). 

S.  384  Nr.  40^.  Piolemaeus,  de  imaginibus,  anfangend:  Pars  imaginum 
est  muliipleXy  ferner  de  angulis  [lies  annulis?\  et  sigillis  XII  signorum,  anfang. : 
Jncipiamus  tractare  de  compositiune ;  Trith.  bei  Arpe  S.  107.  De  signis  coelesL 
ei  imaginibus  aslron.  siellarum  fixar,  ans  dem  Lat.  französisch  von  Jo.  Hiriet, 
nach  Arpe  S.  108,  welcher  auch  eine  Handschrift  Digby  6357  citirt;  ich  finde 
nur  im  Cat.  MSS.  Angl.  I,  80,  Nr.  1658:  PtoL  imagines.  —  De  XII  annulis 
Veneris,  anfangend :  Accipe  Jaspidem  in  die  et  hora  ohne  Quelle  bei  Arpe  1.  c. 
—  Eine  Abhandlung  über  zehn  Figuren  hebräisch  in  Cod.  Ghirondi  78 
f.  117*. 

—  „Abu  Giafar"  Coram.  Ptolem.  bei  Stanley,  Phil.  Orient  S. 60, 
bei  Arpe  8. 107. 

8.386  Nr.  41.  Handschrift  Ghir.  78  enthält  das  Buch  Rasiel  und  als 
eine  Art  Fortsetzung  die  Clavicula  Salomonis,  mit  einem  Gemisch  von  Ita- 
lienisch, wahrscheinlich  nach  der  Bearbeitung  des  Abraha^n  Colorni 
(falsch  „Isak  Colorninutu^'  in  Geiger's  jtid.  Zeitschr.  IX,  134).  Rasiel  ist 
zum  Theil  das  hebräisch  edirte  Werk  f.  1  und  34  (wo  schon  Salomo  vor- 
kommt, Catal.  Bodl.  S.  2297).  Die  Clavicula,  auch  ,,Sefar  [Buch  des]  Ra- 
sieV^y  enthält  sieben  „untrennbare**  Tractate:  I.  von  den  Sternen,  II.  ge- 
nannt „AW*^  (in  der  Bodl.  HS.  nur  hebräisch  vpa)  über  24  Steine  (überein- 
stimmend mit  Leonard!  u.s.w.),  Pflanzen,  Thiereu.  s.w.,  IIL  über  Räuche- 
rungen u.  s.  w.  Ein  chaldäischer  König  soll  das  Buch  durch  zwei  Gesandte, 
Rajimasaii{?)  und  Zazoret,  an  Salomo  geschickt  und  Letzterer  es  erläutert 
haben.  Ueber  Ausgaben  des  Rasiel  oder  der  Clavicula  s.  d^ Arligny^  Noveaux 
Mem.d'IIisloireelc,  (1749)  /,  29  und  Freytag,  Analecia  IUI.  de  libris  variis  etc.  8. 
Lips.  1850  8.  802. 

8.  386  Nr.  42.  Salomo  (vergl.  zu  41);  a.  c,  und  noch  Hb.  IX  anntäonim^ 
werden  einem  Astrologen  Cauda(?)  beigelegt  von  Pastriegicus  beiGessner 
(Arpe  S.  104). 

8.387.  Chael  etc.  (Arpe  8.  104);  vergl.  Bexel  oder  Beyel  de  annulis 
Septem  planetarum,  anfangend:  Septem  sunt  stellae  erratici;  Picatrix  bei  Tri- 
tbemius  (Arpe  8.  103). 

8.  387  Nr.  44.  Toz,  Thocz  nach  Trithemius  (bei  Arpe  8.  109),  de  com- 
posil,  et  virluie  imaginum,  und  de  quatuor  annulis  et  imag,  Feneris.  Vielleicht 
auch  Thomas  über  praestigia  und  Ringe  nach  den  28  Mondst^Uionen  bei 
Arpe  1.  c.  ohne  Quelle.  —  Albert  de  mineral,  III,  3,  8.  240  citirt  Magot 
Graecus  et  Germa  Babylonicus  (oben  Nr.  23)  et  Hermes  Aegyptus,  Unter  den 
babylonischen  Philosophen,  von  welchen  die  an  Rehabeam  gerichtete 
Clavicula  Sahmonis  enthüllt  wird(!),  erscheint  ein  Zoe  graecus  (lateinische 
Einleitung  bei  Wolf,  Bibl.  hebr,  IV  8.  982). 


Digiti 


zedby  Google 


XVI. 
üeber  die  Senanigkeit  einfacher  geodätischer  Operationen. 


Von 

Professor  Wilhelm  Jordan 

in  Karlsruhe. 


(Hierzu  Tafel  IV  — VII,  Fig.  1  —  14.) 


L    Mittlerer  Fehler  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden. 

Wenn  ein  Punkt  einer  Ebene  durch  Messung  von  Längen  oder  Win- 
keln gegen  andere  Funkte  derselben  festgelegt  worden  ist,  so  kann  noch 
die  Frage  nach  der  mittleren  zu  fürchtenden  Unsicherheit  dieser  Fest- 
legung aufgeworfen  werden.  Wenn  zur  Beantwortung  dieser  Frage  die 
mittleren  Fehler  zweier  solcher  Functionen  der  gemessenen  Grössen  dienen 
sollen,  welche  den  Punkt  in  der  Ebene  möglichst  einfach  bestimmen,  etwa 
rechtwinkliger  Coordinaten ,  so  bietet  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
unter  allen  Umständen  die  Mittel  hierzu,  indem  bei  einer  einfachen  Be- 
stimmung des  Punktes  (ohne  überschüssige  Beobachtungen)  aus  bekannten 
mittleren  Fehlern  der  beobachteten  Grössen,  und  bei  mehrfacher  Be- 
stimmung (mit  überschüssigen  Beobachtungen)  aus  Messungswidersprüchen 
auf  die  zu  fürchtenden  Fehler  der  Functionen  geschlossen  werden  kann. 

Damit  hat  man  aber  nur  die  mittleren,  nach  zwei  gewissen  Rich- 
tungen zu  fürchtenden  Verschiebungen  des  Punktes,  und  wenn  man  die 
Verschiebungen  nach  allen  Richtungen  ins  Auge  fassen  will,  so  ist  die 
Frage  nach  dem  mittleren  Fehler  des  Punktes  überhaupt  aufzuwer- 
fen, indem  als  Fehler  des  Punktes  die  geradlinige  Entfernung  des  aus 
fehlerhaften  Beobachtungen  bestimmten  Punktes  von  demjenigen  Punkte, 
der  aus  fehlerfreien  Beobachtungen  erhalten  würde,  bezeichnet  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  den  einfachen  Fall  der  Bestimmung  eines  Punk- 
tes durch  den  Schnitt  zweier  Geraden,  deren  Richtungen  fehlerfrei  be- 
stimmt sind ,  die  aber  infolge  von  Beobachtungsfehlern  gewisse  Parallelver- 

Digitized  by  VjUOV  IC 


398        Upber  die  Genauigkeit  einfacher  geodätischer  Operationen. 


Schiebungen  furchten  lassen,  indem  umständlichere  Fälle  von  Punktbestim - 
ronngen  sich  leicht  auf  diesen  einfachen  zurückführen  lassen. 

Um  den  mittleren  Fehler  M  eines  Punktes  zu  finden ,  der  durch  zwei 
sich  unter  dem  Winkel  q>  schneidende  Gerade  bestimmt  wird,  deren  mitt- 
lere zu  fürchtende  ParalleWerschiebungen  m  und  n  sind,  betrachten  wir  den 
bestimmten  Fehler  J  des  Punktes,  welcher  zweien  bestimmten  Parallelver- 
schiebungen u  und  V  der  Geraden  entspricht,  und  finden 

/T  =  i-^—)  +  ( -A- )  +  2    .—  -T^    cosq>. 
\stHq>J        \stnq>/  SVKp  sintp 

Das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  M  findet  sich  nach  der  Gauss- 
schen  Definition  als  arithmetisches  Mittel  aller  überhaupt  vorkommenden 
Werthe  ^.    In  dem  deswegen  zu  rechnenden  Werlhe 

^^  -Ä-;  \stnq)/       ^^  \stnip/  ^  .^ml  sintp  stmp 

ist  das  letzte  Glied  =0,  weil  gleich  grosse  positive  und  negative  Werthe  u 
und  V  als  gleich  möglich  angenommen  sind,  und  es  wird  demzufolge 

sirr  q> 
Diese  Gleichung  wurde  zuerst  von  Uelmert  (Schlömilch^s  Zeit- 
schrift etc.,  Jahrgang  1868  S.  84)  veröffentlicht;  die  nachfolgenden  Anwen- 
dungen dieser  Gleichnng  wurden  indessen  unabhängig  hiervon  zum  Theil 
schon  im  Jahre  1807  gemacht. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  R  des  Punktes  wird  als  Function  der 

wahrscheinlichen  Parallclverschiebungen   r^  und  r^  der  Geraden  von 

Uelmert  (a*  a.  O.  S.  83)  gegeben  durch  die  Gleichung 

-  t  I   -  i 

Ä»  =  l,523C-'-Vl— . 
stfrq> 

wozu  uns  die  Bemerkung  gestattet  sein  möge,  dass,  sofern  an  der  Gauss- 
sehen  Definition  des  wahrscheinlichen  Fehlers  (error  probabilis),  wie  sie  in 
der  Abhandlung:  „Bestimmung  der  Genauigkeit  der  Beobachtungen^^  in  der 
Zeitschrift  von  Lindenau  und  Bohnenberger,  181t5,  März  und  April, 
S.  186,  und  in  der  iheoria  combinaiionis y  art,9,  aufgestellt  ist,  festgehalten 
werden  soll,  obiger  Werth  R  nur  in  dem  Falle,  dass  r^=r^  ist,  den  „wahr- 
scheinlichen Fehler"  vorstellt.  Der  wahrscheinliche  Fehler  lässt  sich 
nach  unserer  Ansicht  wegen  Unausführbarkeit  der  nöthigen  Integration 
nicht  aligemein  angeben,  weshalb  es  uns  geboten  erscheint,  die  folgenden 
Betrachtungen  lediglich  auf  den  Begriff  des  mittleren  Fehlers  zu  stützen, 
um  so  mehr,  als  dieser  in  seiner  Eigenschaft  als  Mass  des  Schadens  (jac- 
Iura),  nach  der  von  Gauss  in  der  theoria  combinationis  (Art.  6)  dargelegten 
Auffassung,  in  unserem  Falle  der  Verschiebungen  nach  verschiedenen 
Kichtungen  aufzutreten  geeignet  erscheint. 
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Der  mittlere  Fehler  M  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden  ist  eine 
Function  des  Schnittwinkels  q>  und  der  mittleren  Parallel^erschiebnngen 
m  ^nd  n  der  Geraden;  lässt  man  nun  letztere  in  ihrer  Ebene  sich  stetig  nach 
irgendwelchem  Gesetz  anabhängig  von  einander  bewegen,  wobei  auch  m 
und  n  sich  stetig  ändern  sollen,  so  wird  jedem  Punkte  der  Ebene,  welcher 
überhaupt  Schnittpunkt  werden  kann,  ein  gewisser  AYerth  M  zukommen, 
und  »die  Aufeinanderfolge  der  Punkte,  in  welchen  M  einen  und  denselben 
Werth  hat,  giebt  stetige  Curven,  welche  ,,Curven  gleicher  Genaulg- 
keit**  oder  einfach  „Genauigkeitscnrven^^  genannt  werden  können. 
Die  Auffindung  und  Untersuchung  solcher  Curven  für  einzelne  einfache  Ge- 
setze der  Aenderung  von  g>,  m  und  n  (d.  h.  für  einzelne  Arten  der  Bestim- 
mung von  P)  soll  hier  unsere  Aufgabe  sein. 

II.    Mittlerer  Fehler  eines  durch  Polarcoordinaten  bestimmten  Punktes. 

Wenn  ein  Punkt  P  in  Bezug  auf  ein  Polarcoordinatensystem,  dessen 
Axe  OX  und  dessen  Pol  0  ist,  festgelegt  wird  dnroh  Messung  des  Winkels 
XOP=q>  mit  dem  mittleren  Fehler  d  und  der  Entfernung  r  mit  dem  mittle- 
ren Fehler  ^,  so  erscheint  P  als  Schnitt  einer  Geraden  mit  einem  Kreis- 
bogen, und  wenn  man  letzterem  seine  Tangente  im  Schnittpunkt  substituirt, 
kann  P  betrachtet  werden  als  bestimmt  durch  den  Schnitt  zweier  Geradeu, 
wobei  die  Grössen  m,  n,  9  der  Gleichung  1)  sind: 

m=^r6^     n  =  J^     qp  =  90°, 
also 

ilf  ist  jedenfalls  unabhängig  von  97,  daher  sind  die  Genauigkeitscurven 
Kreise  um  den  Mittelpunkt  0, 

A  ist  eine  Function  von  r,  deren  Gestalt  von  der  Art  und  Weise  der 
Messung  von  r  abhängt: 

1.  Wenn  r  durch  Latten-  oder  Kettenmessung  bestimmt  wird,  so  ist 
A  proportional  der  Quadratwurzel  aus  r,  etwa  A-s^k^r^  womit 

2.  Wenn  r  mittels  eines  Distanzmessers  mit  constantem  Faden- 
abstand bestimmt  wird  (Reichenbach 'scher  Distanzmesser),  so  ist  A 
proportional  r,  A==kr^  womit 

3.  Wenn  r  mittels  eines  Distanzmessers  mit  veränderlichem  Faden- 
abstand und  constantem  Lattenabschnitt,  oder  durch  Messen  des  Win- 
kels, unter  welchem  ein  constanter  Lattenabschnitt  erscheint  (Stam- 
pfer's  Distanzmesser)  bestimmt  wird,  so  ist  r  proportional  r*,  A  =  kr*^ 
womit 
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Die  Zunabme  von  M  kann  man  dadurcb  veranscbanlichen,  dass  man 
die  \Vertbe  M  als  Ordinalen  za  den  Wertben  r  als  Abscissen  aufträgt,  wo- 
darcb  im  ersten  Falle  eine  Hyperbel,  im  zweiten  eine  gerade  Linie,  im  drit- 
ten eine  Cnrve  vierten  Grades  entstebt. 

m.    Mittlerer  Fehler  eines  durch  rechtwinklige  Coordinaten 
bestimmten  Punktes. 

Wenn  die  Lage  eines  Punktes  P  in  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  dadurch  festgelegt  wird,  dass  von  ibm  ein  Lotb  PP^  auf 
die  Abscissenaxe  gefällt  und  die  Länge  y  desselben,  sowie  die  Entfernung  x 
des  Fusspunktes  P^  vom  Ursprung  gemessen  werden ,  so  sind  drei  Fehler- 
quellen vorbanden: 

1.  der  Fehler  des  rechten  Winkels,  als  Bogen  in  Theilen  des  Halb- 
messers ausgedrückt  =/;• 

2.  der  Fehler  in  der  Messung  der  Abscisse  =^6x\ 

3.  der  Fehler  in  der  Messung  der  Ordinate  ^=Sy\ 
der  Gesammtfehler  der  Abscisse  wird  Jx=iöx  +  ltj\ 
der  GesammtfebJ^r  der  Ordinate  wird  Jy  =  öy. 

Versteht  man  unter  diesen  Bezeichnungen  die  einzelnen  mittleren 
Fehler,  so  ist  der  mittlere  Fehler  des  Punktes  P: 


M=  yjx^  +  Jy"  =  yöx*  +  dt^  +  /"y*. 
Wäre  die  Festlegung  von  P  ausgeführt  worden  durch  Fällen  eines  Lo- 
tbes  auf  die  Ordinate ,  so  hätte  man  erhalten 

M^^j/öx^  +  öy'  +  fx*, 
was  vom  Vorigen  wesentlich  verschieden  ist. 

Die  Fehler  öx  und  öy  sind  gewisse,  aus  der  Art  und  Weise  der  Mes- 
sung sich  ergebende  Functionen  von  x  und  y-j  wir  werden  hier  nur  den 
praktisch  wichtigsten  Fall  der  unmittelbaren  Messung  mit  Latten  oder  Kette 
betrachten,  so  dass 

8x  =  kj/x,       öy==kj/y, 
und  hiermit  wird 

M=yk'{x+y)+~py, 

wobei  für  X  und  y  nur  die  absoluten  Werthe  zu  nehmen  sind. 

Betrachtet  man  x  und  y  als  veränderlich,  so  stellt  die  letzte  Gleichung 
die  Genauigkeitscurve  vor,  welche  ein  Kegelschnitt  ist,  und  zwar  eine  Pa- 

rabel   mit  dem   Parameter  p  =  — ,    deren  Axe   im  Abstand  p   von  der 

a;-Axe  dieser  parallel  ist  (auf  der  Seite  der  — y),  und  deren  Scheitel  den 

Abstand  -r» +—  von  der  y- Axe  hat,  wie  sich  zeigt,  wenn  man  die  Gleich- 

ung  in  die  Form 
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bringt.  Diese  Parabel  gilt  übrigena  nur  zwischen  der  +x-  und  +y-Axe 
als  Genauigkeitscarve;  in  den  drei  anderen  Qnadranteu  gilt  je  ein  ent- 
sprechendes Parabelstück  als  solche. 

Um  Zahlenwerthe  einzuführen,  nehmen  wir  an,  es  seien  x  und  y  mit  ge- 
wöhnlichen Messplatten  mit  einem  mittleren  Fehler  von  2 Zoll  auf  100  Ruthen, 
und  der  rechte  Winkel  mittels  der  Kreuzscheibe  mit  einem  mittleren  Fehler 
von  1  Zoll  auf  10  Ruthen  (Winkelfehler  =3,4  Minuten)  bestimmt,  so  dass, 
wenn  x  und  y  in  Ruthen,  M  in  Zollen  verstanden  wird,  zu  setzen  ist: 

Ä  =  0,2,     /  =  0,l, 
und  hiermit  wird  die  Gleichung  der  Genauigkeitscurve: 
y  =  —  2  +  2/1— a?+25^*. 

Für  ^=1,2  und  3  sind  die  entsprechenden  Curven  in  Fig.  1  gezeich- 
net; sie  bestätigen  die  Thatsacho,  dass  das  mit  Messlatten  und  Kreuz- 
Scheibe  aufnehmbare  Gebiet  eine  ziemlich  bedeutende  Länge,  aber  geringe 
Breite  hat. 

Bestimmung  der  Coordinaten  mit  Hilfe  von  Parallelen 
zur  Abscissenaxe. 

Um  den  Hauptfehler  der  vorigen  Methode,  nämlich  den  der  Kreuz- 
scheibenmessung (/)  zu  vermindern  und  dadurch  das  Vermessungsgebiet 
nach  der  Breite  auszudehnen,  kann  man  eine  Anzahl  Parallelen  zur  Abscis- 
senaxe legen,  und  zwar  so,  dass  jede  auf  die  vorhergehende  mit  Hilfe 
zweier  gleichlanger  Lothe  gegründet  wird ,  und  dass  die  Fnsspunkte  aller 
dieser  Lothe  in  der  Richtung  der  Abscissenaxe  gegen  einander  festgelegt 
werden;  dann  wird  zur  Bestimmung  eines  Punktes  P  von  ihm  eine  Senk- 
rechte PP^  auf  die  nächstliegende  Parallele  gefällt  und  der  Fusspunkt 
Pq  auf  dieser  Parallelen  gegen  den  Endpunkt  des  sie  auf  die  nächstvorher- 
gehende Parallele  stützenden  Lothes  durch  Messung  festgelegt.  Wir  setzen 
der  Einfachheit  wegen  voraus,  dass  alle  Parallelen  den  gleichen  Abstand  h 
unter  sich  haben,  und  machen  die  in  Wirklichkeit  nicht  erfüllte,  aber  das 
Wesen  der  Methode  bei  einer  grösseren  Anzahl  von  Parallelen  nicht  an- 
greifende Annahme,  dass  y  ein  ganzes  Vielfaches  von  h  sei  (y  =  wÄ);  dann 
hat  man  an  der  Abscisse  x  folgende  Fehler:  L  den  Fehler  der  Längenmes- 
sung: k}/xy  2.  den  Fehler  der  w  fachen  Kreuzscheibenmessnng:  IhyTizzzlj/liy* 
Die  Ordinate  y  hat  den  Fehler  der  Längenmessung  kj/y^  und  hieraus  er- 
giebt  sich  der  mittlere  Fehler  3f  des  Punktes  P: 
M'  =  /ä^  Ix+yf+Th^. 

Die  verschiedenen  Werthen  ßl  entsprechenden  Genauigkeitscurven  be- 
stehen aus  einem  System  von  parallelen  Geraden;  mit  Ä==0,2  und  /==0,1, 
wie  oben,  wird  die  Gleichung 
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welche  mit  Ä=10  die  in  Fig.l  gezeichneten  Geraden  für  ^'=2  und  ^'=3 
giebt.  Diese  Geraden  schneiden  die  Abscissenaxe  in  denselben  Punkten, 
wie  die  entsprechenden  Parabeln  der  einfachen  Coordinatenmessung,  da- 
gegen die  Ordinatenaxe  in  bedeutend  entfernteren  Punkten,  und  begrenzen 
daher  ein  viel  grösseres  Gebiet,  als  die  Parabeln,  woraus  die  Zweckmäs- 
sigkeit dieser  „Parallelenmethode"  (bei  der  Württembergischen  Lan- 
desvermessung allgemein  angewendet)  sich  klar  ergiebt.  Nur  in  der  unmit- 
telbaren Nähe  der  Abscissenaxe  sind  die  Parabelordinaten  grösser,  als  die 
der  Geraden,  weshalb  dort  die  Parallelenmethode  ungenauer  erscheint;  in- 
dessen ist  dort  die  Annahme,  dass  die  Ordinate  ein  ganzes  Vielfaches  des 
Parallelenabstands  h  sei,  durchaus  nicht  erfüllt,  und  es  haben  die  Geraden 
an  jenen  Stellen  keine  Berechtigung,  sondern  nur  die  Parabeln.  Aus  die- 
sem Grunde  ist  auch  die  dem  Wertbe  M=^l  entsprechende  Gerade  nicht 
gezeichnet. 

17.    Mittlerer  Fehler  eines  durch  „Yorwftrtseinsohneiden"  bestimmten 

Punktes.    (Fig.  2.) 

Wenn  ein  Punkt  P  gegen  zwei  feste  Punkte  A  und  B  festgelegt  wird 
durch  Messen  *dcr  zwei  Winkel  BAP  und  ABPy  mit  den  mittleren  Fehlern 
ö  und  ö\  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  P  die  zwei  geometrischen  Oerter 
AP  und  BPy  denen  mit  Vernachlässigung  der  kleinen  Convergenz  der  den 
Winkeln  BAP  und  BAP+ö  entsprechenden  Strahlen  etc.  die  mittleren 
Parallel  Verschiebungen  APd  und  BP,S'  zugeschrieben  werden  können, 
und  die  sich  unter  dem  Winkel  APB  =  <p  schneiten.  Es  ist  daher  der  mitt- 
lere Fehler  M  des  Punktes  P  nach  Massgabe  von  1): 


und  speciell  mit  d'=  d: 


M^-T—  l/{AP,6y  +  (BP,d')^ 


2)  M^-r—VÄP^BP\ 

'  stnq>^ 

Um  die  Gleichung  der  Genauigkeitscurve  in  Beziehung  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  zu  erhalten,  legen  wir  den  Ursprung  eines 
solchen  in  die  Mitte  von  AB  und  die  a;-Axe  in  die  Richtung  A B^  bezeich- 
nen AB  =  a^  —-=:  u  und  erhalten  zunächst  folgende  Gleichung  sechsten 
Grades : 

8)  «VV*  =  2  (a'*  +  y*  +  i«')  t  (a^  +  y*  +  i«')*  -  a'aj«}, 

welche  zu  erkennen  giebt,  dass  die  Curve  nach  x  und  t/  symmetrisch  ist, 
und  dass  die  Punkte  A  und  B,  in  welchen  y  =  0  und  a:*=  ^a^  der  Curve 
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doppelt  angohöreD,  'walirend  kein  anderer  Punkt  der  Geraden  AB  auf  der 
Curve  liegt. 

Die  Gleichung  3)  lässt  sich  in  folgende  Gestalt  bringen : 

(^  +  y*  -  i  «')  (x'  +  2^V  +  y*  -  tV«'  +  «'y')  +  ia*y'  (J  -ft*)  =  o, 

worans  ersichtlich  ist,  dass  in  dem  speciellen  Falle  f*=l  die  Curve  zerfällt 
in  einen  Kreis  nm  den  Durchmesser  AB  und  eine  Curve  vierten  Grades, 
deren  Gleichung  ist 

Dass  der  erwähnte  Kreis  die  Bedingung 

sin'yiPB    ""^"^ 
erfüllt,  lässt  sich  unmittelbar  einsehen.   Die  Cnrve  vierten  Grades  hat  Aehn- 
lichkeit  mit  einer  Ellipse,  deren  grosse  Axe=j4B  =  a  und  deren  kleine 
Halbaxe  y^  sich  ans  der  Gleichung  3)  findet  mit  ar^aO: 

y„  =  ^f^^— 2  =  0,2429a. 

Der  Kreis  und  die  ellipsenartige  Curve  sind  in  Fig.  2  construirt  (mit  1 
bezeichnet). 

In  Beziehung  auf  Maxima  oder  Minima  von  M  (oder  ^=  — j  zeigt 

Gleichung  3),  dass  dei  constantem  y  das  Minimum  von  fi  eintritt  mit  x  =  0; 
es  wird  deshalb  ein  absolutes  Minimum  nur  auf  der  ^- Axe  zu  suchen  sein. 
Setzt  man  zu  diesem  Zweck  in  der  Curvengleichung  3)  a:  =  0,  so  erhält  man 

2  y«  ' 

woraus  sich  durch  DifTerentiirnug  findet,  dass  das  Minimum  von  fi  erreicht 
wird  mit 

y= +  4«  j/2=  + 0,3536(1, 
und  hiermit  wird 

ftm.«  =  ZU  =  0.9185. 

Wenn  II  diesen  Werth  hat,  so  besteht  die  Genanigkeitscurve  lediglich 
aus  den  zwei  in  Fig.  2  mit  Min  bezeichneten  Punkten  der  y- Axe,  und  wenn 
^  <f  mtni  so  existirt  die  Curve  nicht  mehr. 

Der  günstigste  Schnitt  findet  also  nicht  statt,  wie  vielleicht  vermuthet 
wurde,  unter  dem  Winkel  90",  sondern  dem  Winkel  2arctewö^ j/2=  109°28', 
was  auch  bei  näherer  Betrachtung  ganz  dem  praktischen  Gefühl  entspricht, 
indem,  so  lange  der  Winkel  noch  nahe  an  90^  bei  einer  Vergrösserung  des- 
selben, die  Verkürzung  der  Strahlen  ^Pund  ^Pdie  in  der  Verschlimme- 
rung des  Schnittwinkels  liegende  Ungunst  überwiegt. 

Die  Tangenten  der  Genauigkeitscurven  in  den  Punkten  A  und  B 
lassen  sich  leicht  construiren;  denn  wenn  BT  eine  Tangeute  in  B^  so  geht 
für  den  Punkt  B  als  Curvenpunkt  der  Winkel  tp  in  i^^J  über,  daher 
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.  ,      a'  +  o»         .  l 

'Stnrq>  fi 

Wenn  f4>l,  so  hat  man  zwei  supplementäre  Werthe  g>]  sie  entspre- 
chen zwei  Tangenten  in  jedem  der  Punkte  A  und  B, 

Wenn  fi=  1,  so  fallen  sie  zusammen  in  eine  Senkrechte  zu  AB ^  und 
wenn  ft  <  1  ,  so  existirt  keine  Tangente  und  kein  Curvenpunkt  A  oder  B. 
g  Was  die  Construction  von  Curven  für  verschiedene  Werthe  ja  be- 

trifft,  so  bietet  die  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten  wenig  Vor- 
theile;  bequemer  ist  das  Bildungsgesetz  der  Gleichung  2): 

j/ap^+  Bpy 

aii  =  ^ : . 

^  stmp 

Für  alle  Punkte  eines  durch  A  und  B  gehenden  Kreises  ist  sintp  con- 
stant,  und  da  sich  yAP^^+BP*  sehr  einfach  construiren  lässt,  so  wird  man 
für  verschiedene  Punkte  solcher  Kreise  die  Werthe  a^i  bestimmen  und 
durch  Interpolation  die  Punkte  auffinden,  in  welchen  jia  gewisse  Werthe, 
etwa  1,  3,  6,  12  annimmt,  so  dass  die  stetige  Verbindung  dieser  Punkte  die 
Genauigkeitscurven  ergiebt.  Diese  Construction  ist  ganz  analog  der  Con- 
struction von  Horizontalcurven  aus  zerstreuten  Höhenpunktbestimmungen, 
wie  denn  überhaupt  der  Verlauf  der  Curven  am  leichtesten  zur  Anschauung 
kommt,  wenn  man  sie  als  Schnitte  von  Parallelebenen  zur  o;^- Ebene  mit 
einer  krummen  Fläche,  deren  Gleichung  die  Form  ^  =  /*(a:,y)  hat,  be- 
trachtet.   In  dieser  Art  wurden  die  Curven  der  Fig.  2  construirt. 

Verfolgen  wir  die  Gestalt  der  Curven  für  verschiedene  Werthe  fi^  so 
erinnern  wir  uns  zuerst,  dass  für  fi<C 0,9185  keine  Curven  existiren  und  dass 
mit  fi =0,9185  die  zwei  Minimumspunkte  eine  solche  repräsentiren.  Wenn 
sodann  fi  zwischen  0,9185  und  1 ,  so  besteht  die  Cnrve  *aus  zwei  getrennten, 
die  Minimumspunkte  umschliessenden  Zweigen,  wie  z.  B.  die  Curve  0,95  in 
Fig.  2.  Für  ft=l  zerfällt  sie,  wie  schon  erwähnt,  in  einen  Kreis  um  AB 
und  eine  ellipsenartige,  den  Kreis  in  A  und  B  berührende  Curve.  Wenn 
lLi  >  1 ,  so  besteht  die  Cuvve  wieder  aus  zwei  getrennten ,  sich  in  A  und  B 
schneidenden  symmetrischen  Theilen,  wie  die  Zeichnung  für  fi  =  l,  1^,  3,  6, 
12  darstellt.  Wenn  fi  =  oo,  so  ist  die  Gleichung  3)  erfüllt  mit  y*  =  0  oder 
(.T*  +  y')*  =  '^;  die  Cnrve  besteht  also  aus  der  doppelt  gedachten  Geraden 
AB  und  einem  ebenfalls  doppelt  gedachten,  unendlich  grossen  Kreis  um 
den  Halbirungspunkt  von  AB ^  was  ganz  der  Anschauung  entspricht. 

Anmerkung.  Der  Ausdruck  2)  kann  ausser  dem  mittleren  Fehler 
eines  durch  Vorwärtseinschneiden  bestimmten  Punktes  auch  darstellen  den 
mittleren  Fehler  eines  dnrch  Messung  der  zwei  Entfernungen  AP  und  BP 
bestimmten  Punktes,  unfer  der  Voraussetzung,  dass  der  mittlere  Fehler  der 
Längenmessung  der  Länge  selbst  proportional  ist,  was  bei  der  Bestimmung 
durch  einen  Distanzmesser  mit  constantem  Fadenabstand  der  Fall  ist;  denn 
ist  der  Fehler  JJ  einer  Länge  /:   JI  =  l,ö^   so  sind  die  Werthe  m,  n  und 
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(p  des  allgemeinen  Ausdrucks  .1)  beziehungsweise  tn  =  d.AP,  n  =  ö.BPy 
q)===  AFB  (Schnitt winkel  der  zwei  um  A  und  B  mit  AP  und  BP  gezogenen 
Kreise),  daher 

M=- —  i/aP  +  BP* 
stnq>  ' 

wie  oben  2). 

Wenn,  wie  bei  Latten-  und  Kettenmessung,   der  Fehler  der  Länge 
proportional  der  Wurzel  der  Länge  ist:  z//=Ar]f//,  so  wird 


M==-r—}/AP  +  BP 

stncp  ^ 

und  die  Genauigkeitscurven ,  auf  die  wir  hier  nicht  eingehen,  werden  ziem- 
lich complicirter. 

Y.    Mittlerer  Fehler  eines  durch  Btlckwärtseinschneideh  bestimmten 

Punktes.     (Fig.  3.) 

Wenn  ein  Punkt  P  gegen  zwei  feste  Punkte  A  und  B  festgelegt  wird 
durch  Messen  der  zwei  Winkel  BAP  und  APB  mit  den  mittleren  Fehlern 
ö  und  ö\  so  sind  zur  Bestimmung  von  P  zwei  geometrische  Oerter  vorhan- 
den: 1.  die  Gerade  AP  mit  einer  in  der  Gegend  von  P  zu  AP.ö  anzuneh- 
menden mittleren  Parallel  Verschiebung,  2.  ein  Kreis  um  AB^  welcher  den 
Winkel  APB  fasst;  statt  dieses  Kreises  kann  seine  Tangente  in  i^  in  Be- 
tracht gezogen  werden,  sofern  ihre  Parallelverschiebuug  als  Function ^er 
Aenderung  6'  des  Winkels  APB  angegeben  werden  kann. 

Wenn  M  (Fig.  4)  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ABP,  welcher  den  Win- 
kel 9  fasst,  und  Af'  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ABP\  welcher  den  Winkel 

(p  +  dq)  fasst,  so  ist  MM'  die  Aenderung  von  A/C,  und  da  M C z=  —  coig q), 

so  ist  der  absolute  Werth 

MM'==^^dq>. 
^stfvq> 

M'  P'  ist  der  geänderte  Kreishalbmesser  r  +  dr^  und  da  r  =  i , 

^  strifp 


so  ist 


acosqi 
$ifvq> 


Als  Parallel  Verschiebung  der  Tangente  in  P  kann  PP'  genommen 
werden,  indem  die  Convergenz  MPM'  zweier  Tangenten  mit  demselben 
Rechte  vernachlässigt  wird ,  wie  die  Convergenz  zweier  Strahlen  AP  und 
AP'  b<»im  Vorwärtseinschneiden.    (IV.) 

Ff  findet  sich  durch  Betrachtung  des  Dreiecks  MM*  P^  in  welchem 
der  Winkel  MPM'  sehr  klein,  und  der  Winkel  PM' M=z  180—  (9?+2a)  an- 
genomni^u  werden  darf,  so  dass 

M'P^r^dr  +  PP:=^r-'  MM'  cos{(p  +  2«), 
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woraus 

^  strrq)  *  stnrq)  ^ 

'  strrq>  ^      stn<p     ^ 

Der  Winkel,  unter  dem  sich  AP  und  der  Kreis  um  J B  schneiden ,  ist 
JB P=:ß^  somit  der  mittlere  Fehler  M  des  Punktes  P,  mit  dq)  =  ö': 

]  SttVfp 

oder  speciell  mit  d's=  ö: 


was  sich  so  umformen  läset: 


5)  M=z-^i/AB*  +  PB^ 
^  stnfp^ 

oder,  wie  oben,  mit  -^=10.1 
ao 

j/aW+bT^ 

lia  =  ^ : . 

sm  q) 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  vergleichen  mit  dem  ganz  ähnlich  gebauten 
2)  für  Vorwärtseinschneiden,  und  es  fällt  sofort  in  die  Augen,  dass  Kück- 
wärtseinschneiden  den  Vorzug  verdient,  wenn  der  Punkt  weit  von  A  und  B 
entfernt  ist.  Ist  dieses  in  so  bedeutendem  Masse  der  Fall ,  dass  man  nähe- 
rungsweise AB*  gegen  BP*  vernachlässigen  kann,  was  zugleich  in  sich 
schliesst,  dass  AP  und  BP  verwechselt  werden  dürfen,  so  wird 

für  Vorwärtseinschneiden     J„  =  -; —  1/2  AP', 

stmp  '^ 

„   Rückwärtseinschneiden  ^^r  =  -: — }/AP*t 

stnq>  '^ 

also  giebt  Vorwärtseinschneiden  einen  ^mal  grösseren  Fehler,  als  Rück- 
wärtseinschneiden. 

Um  die  Gleichung  der  Genauigkeitscurven  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  zu  erhalten ,  ist  es  am  besten ,   den  Ursprung  nach  B  und  die  +  ^'' 

JLT 

Axe  nach  B  A  zn  legen;  die  Curvengleichung  ist  dann  mit  jLt  =  — -: 

ÜO 

6)  fi*a'y*  =  a*  [(a-a:)'  +  y'J  {x*+y*)  +  [(fl-;r)'  +  y«J  {x*+y*)\ 

Die  Punkte  A  und  B  sind,  wie  beim  Vorwärtseinschneiden,  Doppel- 
punkte der  Curve,  und  keia  anderer  Punkt  der  Geraden  AB  kaj^n  der 
Curve  angehören,  so  lange  fi  endlich  ist  Die  (D-Axe,  aber  nicht  die  y-Axe, 
ist  Symmetralaxe  der  Curve. 

Die  Untersuchung  auf  Minima  geschieht  am  bequemsten  mit  der  ur- 
sprünglichen Gleichung  5). 
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Da  B  P  and  9  unabhängige  Veränderliche  sind,  sö^st  ersichtlich,  dass 
das  Minimum  von  f&  erreicht  wird  mit  BP=iO  und  <p  =  90",  also  im  Punkte 
Bf  und  es  ist  daselbst 

Die  Tangenten  der  Curven  in  A  und  B  finden  sich  folgendermassen : 
In  B  ist 


wobei  (p  der  Winkel  der  Tangente  mit  AB^  also 

1 

stn  gp  =  — . 

Je  nachdem  (i^ly  hat  man  zwei  supplementäre,  einen,  oder  keinen  Werth  9), 

und  entsprechend  zwei  symmetrisch  gegen  AB  liegende,  eine  rechtwinklig 
zu  AB  liegende,  oder  keine  Tangente.  Die  Tangenten  in  B  sind  somit  die- 
selben wie  beim  Vorwärtseinschneiden.    In  A  ist 

2  2        2«*         ,  V'^ 

11  a  =    .  o     ,    also  stn  w  =  - — . 
^  stn^g>  ^        fi 

Je  nachdem  (i'^j/2^  hat  man  1  Tangenten. 
^  0 

Um  die  Curven  znconstruiren,  kann  man  zuerst  ihre  Schnitte  mit 
der  y-Axe  rechnen,  denn  die  Cur\Lengleichung  6)  giebt  mit  07  =  0 

woraus  sich  die  genannten  Schnitte  leicht  finden. 

Ebenso  lassen  sich  die  Schnitte  der  Curven  mit  der  in  A  rechtwinklig 
zu  AB  gezogenen  Geraden  rechnen,  denn  mit  .T  =  +  a  giebt  die  Curven- 
gleichung  6) 

Sonstige  Punkte  lassen  sich  leichter  mit  Benutzung  des  in  Gleichung  5) 
ausgesprochenen  Bildnngsgesetzes ,  als  mit  Hilfe  der  Coordinatengleichung 
constrniren,  und  zwar  wird  man  ähnlich  verfahren,  wie  bei  den  Curven  für 
Vorwärtseinschneiden,  und  dabei  beachten,  dass  je  zwei  Punkten,  welche 
auf  einem  durch  A  und  B  gehenden  Kreis  liegen  {cp  constant)  und  gleiche 
Abstände  von  B  haben,  gleiche  Werthe  von  ^  angehören.  Die  auf  diese 
Art  construirten  Curven  für  fi=]}2,  1,5,  3,  6,  12  zeigt  Fig.  3.  So  lange 
^2>  jLt>  1,  hat  die  Curve  ungefähr  die  Gestalt  der  für  jLt=  1^2  giltigöli; 
wenn  fi^^2,  so  hat  man  die  aus  zwei  getrennten  Aesten  bestehende  Form 
wie  1J5,  3,  6,  12. 

Die  Vergleichung  der  bei  Vor-  und  Rückwärtseinschnei- 
den  zu  befürchtenden  Fehler  findet  am  einfachsten  statt  durch  Auf- 
einanderlegen der  betreffenden- Curven ;  beobachtet  man  hierbei  die  Schnitte 
je  zweier  entsprechender  Curven  für  gleiche  Genauigkeit,  so  giebt  deren 
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•tetige  Verbindoog  eine  neue  Corre:  die  „Grenscnrve"  swisehen  den 
swei  Gebieten  f  in  welchen  die  eine  oder  andere  Operation  gnnstiger  ist. 
Da  ein  Punkt  dann  aof  der  Grenzenire  liegt ,  wenn  für  ihn  die  beiden  Ans- 
drHcke  2)  und  5)  gleich  »ind,  so  folgt,  dass  die  Grenzcorre  ein  mit  dem 
UalbmeBser  AB  um  A  gezogener  Kreis  ist  (s.  Fig.  3),  nnd  zwar  ist  im  In- 
nern des  Kreises  Vorwärtseinschneiden  gfinstiger  als  Backwirtseinschnei- 
den,  nnd  umgekehrt.  Betrachtet  man  die  Genanigkeitscnrren  als  Horizon- 
talcnrven  kmmmer  Flächen,  wie  oben  znr  Veransehanlichnng  des  Con- 
stmctionsprincips  geschah,  so  hat  man  die  Grenzcnrve  aufzufassen  als 
Horizontalprojection  der  Schnittlinie  zweier  solcher  Flächen. 

VL    Mittlerer  Fehler  eines  „pothenotiseh''  bestimmten  Pnnktes. 

Ein  Punkt  P  wird  gegen  drei  gegebene  Punkte  ABC  festgelegt  durch 
Messen  der  zwei  Winkel  APB=a  und  BP€=ß^  mit' den  mittleren  Fehlern 
i  nnd  6' ;  dann  hat  man  zur  Bestimmung  von  P  zwei  geometrische  Oerter, 
nämlich  die  zwei  Kreise,  welche  um  AB  und  BC  beschrieben  werden  und  be- 
ziehungsweise die  Winkel  a  und  ß  fassen.  Um  den  mittleren  Fehler  M  von 
P  zu  bestimmen,  hat  man  die  Tangenten  der  Kreise  im  Schnittpunkte  P  zu 
betrachten ,  und  wenn  m  und  n  deren  mittlere  Qnerverschiebungen ,  und  ip 
ihr  Schnittwinkel  ist,  so  hat  man 

sing) 
Die  Werthc  m  und  n  sind  nach  Massgabe  von  Gleichung  4). 

w  =  — : — ,6,    w  = -7— 5 .  6  , 
stna  stnß 

wenn  p  nnd  q  die  Abstände  des  Punktes  P  von  AB  und  BC,  Um  (p  all- 
gemein anzugeben,  muss  man  zwei  yerscliiedene  Fälle  der  Lage  von  ABC 
gegen  P  betrachten,  welche  in  Fig.  5  und  6  gezeichnet  sind.  Wenn  eine 
sich  um  P  drehende  Gerade  die  drei  Punkte  in  der  Aufeinanderfolge  ABC 
oder  CBA  trifft,  so  hat  man  im  Wesentlichen  die  Fig.  5,  in  jedem  andern 
Falle  die  Fig.  6.  Bezeichnet  man  nun  conseqnent  ^i^P=M  und  PCB  =sv 
(wobei  z,B.  PCB^zeo  —  BCP),  so  findet  man  allgemein  giltig,  jedoch 
ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen 

7)  (p  =  BAP  +  PCB=^u  +  v 

und  hiermit  wird 

sin*{u  +  v)  \sin*a      sin*  ß/ 
und  speciell  mit  6's=ö: 

^  sin*{u+t>)  \sin*a      sin^ßj' 

Da  sich  zwischen  drei  Punkten  AB  C  drei  Winkel  messen  lassen,  so 
kann  die  Bestimmung  von  P,  welche  nur  zwei  Winkel  erfordert,  auf  drei 
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verschiedene  Arten  vorgeDommen  werden,  welchen  im  Allgemeinen  auch 
verschieden  genaue  Resulte  (verschiedene  M)  entsprechen  werden.  Den 
Fall,  dass  alle  drei  Winkel  oder  reine  Richtungen  beobachtet  sind,  lassen 
wir  vorläufig  ausser  Betracht. 

Die  Gleichung  8)  zeigt  zuerst  die  bekannte  Thatsache,  dass  M  =  <x>^' 
wenn  sin  (u+v)  =  0,  d.  h,  wenn  P  auf  dem  nm  ABC  gehenden  Kreise  liegt; 
sie  zeigt  ferner,  was  ebenfalls  klar,  dass  ^/  =  oo,  wenn  p  und  9  =  00,  d.  h. 
wenn  alle  drei  Punkte  sehr  weit  entfernt  liegen.  Wenn  nur  einer  oder 
zwei  Punkte  sehr  weit  entfernt  sind,  so  kann  dennoch  p  und  q  klein  und 
damit  die  Bestimmung  gut  sein. 

Mit  Hilfe  des  Ausdrucks  8)  kann  man  unter  verschiedenen  Winkeln, 
welche  zur  Bestimmung  eines  Punktes  P  gemessen  werden  können,  die- 
jenigen, welche  die  beste  Bestimmung  versprechen,  auswählen. 

Die  beste  Uebersicht  tiber  die  auf  verschiedenen  Standpunkten  bei 
gegebenen  A  B  C  zu.  fürchtenden  Fehler  liefern  Genauigkeitscurven,  welche 
wir  in  zwei  speciellen  Fällen  construiren  wollen,  nämlich  1.  wenn  ABC  in 
einer  Geraden  liegen  und  AB=BC,  2.  wenn  Winkel  ABC  =  QO^  und 
AB  =  BC. 

Pothenotische  Bestimmung.     Erster  specieller  Fall.    (Fig.  7.) 

Ein  Punkt  P  wird  pothenotisch  bestimmt  aus  drei  Punkten  ABC^ 
welche  in  gleichen  Abständen  auf  einer  Geraden  liegen,  durch  Messen  der- 
jenigen zwei  Winkel,  unter  welchen  die  gleichen  Strecken  AB  und  ^C  er- 
scheinen.   Die  Gleichung  8)  gebt  in  diesem  Falle  über  in 

ö 


M  =  -T— 7 — r-^  y  ycosec*a+  coset^ß. 
sin  (a  +  ß)  "  ' 

wenn  y  der  Abstand  von  P  von  der  Geraden  ABC. 

Um  die  Gleichung  der  Genauigkeitscurve  in  rechtwinkligen  Coordina- 
ten  zu  erhalten,  sei  B  der  Ursprung  und  BA  die  a:-Axe  eines  rechtwink- 
ligen Systems;  dann  findet  sich  mit  AB  =  a 

1  ^  (gt^a;'+y«)-~4g'a:« 

si/i*(a+/3)""  4«»y»  • 

und  damit  die  Cnrveugleichung 

9)  2aVY  =  (ö'+^'+y*)  {^'+y'){{a*+^'+y'y - 4rt«a:«} , 

wobei,  wie  früher,  u  =  —.. 

Die  Gleichung  zeigt,  dass  ABC  Doppelpunkte  der  Curve  sind  und 
dass  ausser  ihnen  kein  Punkt  der  Geraden  ABC  auf  der  Curve  liegt.  Um 
die  Curvenschnitte  mit  der  y-Axe  zu  untersuchen,  giebt  die  Gleichung  0) 
mitaresO: 
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k  »^^•^^^^•^^-'— ^-'- 


Ausser  der  scbon  bekannten  Doppelwurzel  ^  =  0  bat  man  hieraus 
10)  y'  =  a'(-l  +  f?'V), 

2  ,  >    1 

woraus  sieb  i  Wertbe  y  ergeben ,  je  nachdem  yi  ■-  —^. 
0  ^y2 

Das  Minimum  von  fi  in  Beziehung  auf  x  tritt  ein  mit  j:==0,   wie  die 

Differentiirung  von  9)  zeigt,  und  sodann  findet  sich  mit  y  =  0  das  absolute 

Minimum 

i^mln  =  -T-  =  0,707. 

Die  Curvengleichung  9)  lässt  sich  folgendermassen  umformen : 
(ir«+y«-a»){(a:*+y')"  +  aV(4y'  +  7fl»)-a«x«(a»-4i^}-2aV(ft*-4)=0, 
woraus  hervorgebt,  das»  mit  ^-=2  die  Curve  zerfällt  in  einen  Kreis  um  B 
mit  dem  Halbmesser  a  (wie  sich  unmittelbar  einsehen  lässt)  und  eine  Curve 
sechsten  Grades,  deren  Gleichung 

(a;«+y*)»  =  a'a:«  (a*-4y')  -  «V  (7a*+4y«) 
die  Construction  durch  Probiren  gestattet,  wodurch  die  oo artige  Curve  2) 
in  Fig.  7  erhalten  wird. 

Um  mehrere  Curven  für  verschiedene  Wertbe  fi  zu  construiren ,  rech- 
net man  zuerst  nach  Gleichung  10)  die  Schnitte  mit  der  y-Axe,  dann 
schreibt  man  mit  a  =  1  und  ar*  +  y'  =  r*  die  Curvengleichung  in  die  Form 

2fi'»«-=(l+r«)rM(l+r*)*-(2a:)'j, 
berechnet  einzelne  Wertbe  (l  +  r*)r*  und  (l  +  r*)*  und  zeichnet  die  diese 
Functionen  darstellenden  Curven,  mit  deren  Hilfe  sich  die  Genauigkeitscur- 
ven  empirisch  construiren  lassen.  Die  so  entstandenen  Curven  für^  =  l, 
1^,  2,  3,  8  sind  in  Fig.  7  zusammengestellt.  So  lange  fi  zwischen  0,707  und 
2  Hegt,  besteht  die  Curve  aus  einer  hochstehenden  8„  welche  mit  fi  =  2  in 
die  schon  erwähnte  liegende  od  und  einen  Kreis  übergeht,  während  für 
jeden  Werth  ^  ^  2  eine  bretzelartige  Curve ,  ähnlich  der  für  /ia  =  S  und  8 
gezeichneten  entsteht. 

In  praktischer  Beziehung  ist  zu  bemerken ,  dass  die  Bestimmungen  in 
unmittelbarer  Nähe  eines  der  drei  gegebenen  Punkte  sehr  gut  sjnd,  sofern 
man  sich  vor  bedeutender  Annäherung  an  die  Gerade  ABC  hütet,  welche 
hier  an  Stelle  des  in  anderen  Fällen  pothenotischer  Bestimmung  gefähr- 
liehen  Kreises  tritt.  Wenn  die  Wahl  des  Standpunktes  in  der  Nähe  eines 
der  drei  Punkte  einigermassen  willkürlich  ist,  so  hat  man  sich  möglichst' 
dem  durch  den  Punkt  gezogenen  Loth  zu  ABC  zu  nähern. 

Um  eine  Vergleichnng  mit  Vor-  und  Rückwärtseinschneiden  zu  machen, 
kann  man  etwa  AG  (also  2a)  als  Basis  der  letzteren  Operationen  ansehen; 
dann  ist  der  Kreis  um  den  Durchmesser  ^CGenauigkeitscurve  mit  M^=2a6^ 
sowohl  für  Vorwärtseinschneiden ,  als  auch  für  potbenotische  Bestimmung. 
Zur  Vergleichnng  innerhalb  dieses  Kreises  dienen  unsere  Curven.  Ausser- 
balb des  Kreises^ ist  potbenotische  Bestimmung  ungenauer,  als  die  beiden 
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anderen  Methoden,  was  sich  am  klarsten  zeigt,  wenn  man  einen  Punkt  P 
in  so  grosser  Entfernung  r  vom  Kreise  betrachtet,  dass  dagegen  dessen 
Durchmesser  2  a  vernachlässigt  werden  kann;  dann  läset  sich  annehmen, 
daas 

AP^CP=^r  und  sinAPB  =  sinBPC=\sin(p 

i 

1.  für  Vorwärtseinschneiden  -^  =  --,—  , 

er       stn*q> 

2.  „    Rückwärtseinschneiden         -  *  — 


und  es  ist 


sin'  9 
Bestimmung  -jt  = 
Mit  B AP^=Uy  wie  oben,  ist 


pothenotische  Bestimmung  -—  =  —  , r,— - 

^  ö*       s%n^q>  sttrtp 


r'  sin  m 
fi  ?=  r  smu  = —  , 

iHf,'^   2r'    r» 

d*       sin*  g)  a*  ' 

Da  nach  unserer  Annahme  r  viel  grösser  als  a,  so  ist  die  pothenotische 
Bestimmung  in  diesem  Falle  die  ungünstigste  der  drei  Operationen. 

Pothenotische  Bestimmung.    Zweiter  specieller  Fall.    (Fig.  8.) 

Ein  Punkt  P  wird  bestimmt  aus  drei  Punkten  ABC,  welche  ein  bei  P 
rechtwinkliges  gleichschenkliges  Dreieck  bilden,  durch  Messen  der  zwei 
Winkel  APB  und  BPC^  unter  welchen  die  zwei  Katheten  erscheinen. 

Um  vermittelst  des  in  Gleichung  8)  ausgesprochenen  Bildungsgesetzes 
der  Oenauigkeitffcurven  die  Gleichung  derselben  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  zu  erhalten,  legen  wir  die  j;- Axe  eines  rechtwinkligen  Systems  in  die 
Hypotenuse  des  gegebenen  Dreiecks  und  die  +y-Axe  so,  dass  sie  durch  den 
Scheitel  des  rechten  Winkels  geht.   Wenn  die  halbe  Hypotenuse  ^^a,  so  ist 

tin'a         ^\     a'-a(j?+y)      /' 

sin^ß         "^V      a«  — a(x+y)      /' 
1 (a«-f.ar'+y')«  — 4o'a:* 

2  '      ^  2 

und  die  Curvengleichung  mit  ^  =  — - 

ao 

>0     «>•  =  (-,  ^^y,y,K+a:'+y'-2ay){(«*+^ 


Digiti 


zedby  Google 


y-4  t-^±^.^^^-_  1,7808a. 


412         Ueb«r  die  Genauigkeit  eiofacher  geodätischer  Operationen. 

Der  Nenner  (a*— a* — y*)*  zeigt,  dass  ^=00,  wenn  der  zu  bestimmende 
Punkt  P  auf  dem  Kreise  ABC  liegt;  ferner  zeigt  der  Bau  der  Gleichung, 
dass  die  drei  Punkte  ABO  Doppelpunkte  der  Curve  sind. 

In  Beziehung  auf  o;  hat  man  das  Minimum  von  fi  mit  a;  =  0,  womit 

Differentiirung  zeigt,  dass  zwei  Minima  stattfinden,  nämlich  bei 

Die  entsprechenden  Minima  selbst  sind 

__  I    0,875, 

Das  absolute  Minimum  0,875  liegt  im  Innern  des  Dreiecks  nahe  an  sei* 
nem  Schwerpunkt. 

Um  die'Curven  zu  construiren,  kann  man  zuerst  ihre  Schnitte  mit  der 
y-Axe  berechnen,  indem  man  nach  Gleichung  11)  für  verschiedene  Werthe  y 
die  zugehörigen  \k  rechnet  und  durch  (graphische)  Interpolation  die  bestimm- 
ten \jL  entsprechenden  y  ermittelt.  Sodann  findet  man  in  ähnlicher  Weise 
die  Curvenschnitte  mit  einer  unter  45°  gegen  die  Axe  geneigten  Geraden, 
indem  man  in  der  Gleichung  11)  y  =  a;  setzt,  und  erhält 

''*'''  =  (^f^^'  («H-2a:'-2ax)  («^  +  4^ 

Ebenso  lassen  sich  die  Schnitte  mit  anderen  durch  den  Ursprung 
gehenden  Strahlen  construiren,  von  denen  z.  B.  die  durch  a:  =  3y  und 
y  ^i^x  bezeichneten  besondere  Bequemlichkeit  der  Rechnung  gewähren. 
Auf  diese  Weise  sind  die  in  Fig.  8  gezeichneten  Curven  erhalten  worden. 

Verfolgt  man  die  Curven  in  den  Veränderungen,  die  sie  erleiden, 
wenn  \k  von  0  bis  oo  wächst,  so  sieht  man,  dass,  wenn  fi<^ 0,875,  keine 
Curve  existirt;  mit  fi  =  0,875  tritt  der  Punkt  y  =  + 0,2808  auf,  und  wenn  ^ 
grösser  als  0,875  und  kleiner  als  J^i,  so  hat  man  eine  ganz  im  Innern  des 
Kreises  liegende,  den  Minimumspunkt  umschliessende  Curve.  Wenn  fb 
grösser  als  ^2  wird,  so  tritt  die  Curve  in  B  mit  einer  Schleife  aus  dem 
Kreise  heraus,  was  auch  bei  A  und  C  der  Fall  wird,  sobald  ft  grösser  als  2 
wird.  Wenn  f4  bis  zu  einem  gewissen,  zwischen  4  und  5  liegenden  Betrage 
gewachsen  ist,  so  schlagen  die  drei  an  A^  Fund  C  heraustretenden  Schlei- 
fen zwischen  A  und  B ^  sowie  B  und  C  zusammen,  so  dass  z.  B.  für  ^  =  7 
die  mit  7  bezeichnete  Curve  entsteht.  Mit  weiter  wachsendem  fi  nähern  sich 
die  unteren  Enden  der  Curve  immer  mehr,  bis  sie  mit  |li  =  10,911  (zweites 
Minimum)  im  Punkte  y = — 1,7808  zusammenschlagen.  Für  weiter  wachsende 
\K  besteht  dann  die  Curve  aus  zwei  getrennten  Theilen,  wie  z.  B.  die  Curve 
12,  und  behält  diese  Form  bei  bis  fi  =  oo,  womit  der  innere  Zweig  mit  dem 
Kreis  ABC  zusammenfällt,  während  der  äussere  ins  Unendliche  rückt. 
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Als  wichtigstes  praktisches  liesnltat  finden  wir,  dass  alle  Bestim- 
mungen im  Innern  des  Dreiecks  ABC  sehr  gut  und  einer  Triangulirung 
aus  zweien  der  drei  Punkte  vorzuziehen  sind,  während  ausserhalb  des  Drei* 
ccks  nur  die  Bestimmungen  in  der  Nähe  der  drei  Punkte  gut  sind  und  im 
Allgemeinen  einer  Triangulirung  nachstehen. 

Es  scheint  noch  geboten ,  den  oben  schon  berührten  Fall  dreier  gemes- 
sener Winkel  ins  Auge  zu  fassen.  Wenn  ausser  APC^a  und  BPC  =  ß 
auch  noch  CPA^=iy  gemessen  ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  7^  drei 
geometrische  Oerter,  welche  sich  wegen  der  Messungsfehler  im  Allgemei- 
nen nicht  in  einem  Punkte  schneiden  werden.  Zur  Auffindung  des  wahr- 
scheinlichsten Schnittpunktes  können  zwei  Wege  eingeschlagen  werden:  ' 
1.  man  vertheilt  den  Widerspruch  360®— (a+/5  +  y)  auf  die  drei  Winkel 
gleich  (oder  bei  ungleichen  Gewichten  diesen  entsprechend),  was  mit  Hück* 
sieht  auf  die  einzige  vorhandene  Bedingungsgleichung  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  gemäss  ist;  2.  man  geht  von  Näherungswerthen  x^y^  der 
Goordinaten  von  P  aus,  und  hat  als  Beziehung  zwischen  den  wahrschein- 
lichsten Gorrectionen  xy  dieser  Näherungswerthe  drei  (wegen  der  Kleinheit 
von  X  und  y  lineare)  Gleichungen  von  der  Form 

!a,a;  +  6,y  +  n;,  =  0, 
atX  +  b^y  +  tv^  =  0, 
—  («,+«,)  a?  —  (6|  +  M  y  +  w,=  0, 
welche ,  nach  den  Vorschriften  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  weiter 
behandelt,  sowohl  x  und  y,  als  auch  deren  mittlere  Fehler  Jx  und  Jy  lie- 
fern.    Beide  Methoden  geben  denselben  wahrscheinlichsten  Schnittpunkt, 
und  wenn  man  nur  diesen  selbst  will,  so  ist  offenbar  die  erste  der  Einfach- 
heit wegen  weit  vorzuziehen.     Die  zweite  Methode  liefert  aber  auch  noch 
den  mittleren  Fehler  j/Jx^  +  Jy^  des  Punktes  P^  welcher  sich  auf  dem 
andern  Wege  nicht  ermitteln  lässt. 

Um   endlich   den  Fall  reiner  Richtungsbeobachtungen  zu  betrachten, 
machen  wir,  an  das  Vorhergehende  anknüpfend,  die  Annahme,  es  sei  zu- 
fälligerweise bei  der  Winkelm essung  obiger  Werth 
w=:360  — («+j3-hy)=0 
geworden,  dann  wird  zwischen  den  Absolutgliedern  der  drei  Bedingungs- 
gleichungen 13)  die  Beziehung  bestehen 

«'l+Wt  +  «'8  =  0, 

und  wenn  man  unbekümmert  darum  weiter  rechnet,  so  findet  man  (mit  den 
üblichen  Bezeichnungen) 

{dd)==[ww.2]=0 
und  damit  auch  Jx  und  /iy=iO. 

Wenn  infoige  abbolnt  genauer  Winkelmessung  ft;  =  0  geworden  ist,  so 
war  dieses  Resultat  zu  erwarten;  wenn  aber  die  gemessenen  Winkel,  ehe 
s»ie   in  die  Rechnung   eingeführt  wurden,   zuvor  „auf  der   Station^*    aus- 

Digitized  by  VjUOV  IC 


414        lieber  die  Genauigkeit  einfacher  geodätischer  Operationen. 

geglichen  wnrden,  oder  wenn  Bichtungsbeobachtungen  vorliegen,  deren 
Fehler  auf  der  Station  gar  nicht  zu  Tage  treten,  so  hat  man  fär  [n^itr.2], 
welches  =[dd]  sein  soll,  statt  0  denjenigen  Werth  zu  nehmen,  weicher  der 
Ansgleichang  auf  der  Station,  oder  bei  {bichtungsbeobachtungen  einer  aus 
anderweitigen  Anhaltspunkten  hervorgehenden  Schätzung  gemäss  ist,  und 
damit  bekommt  man  die  richtigen  Werthe  von  Ax  und  Ay. 

Wenn  diese  etwas  weitläufige  Rechnung  nicht  angestellt  werden  will, 
so  bekommt  man  einen  immerhin  für  praktische  Zwecke  genügenden  Nähe- 
rungswerth  für  den  mittleren  Fehler  des  bestimmten  Punktes,  wenn  man 
bei  drei  gemessenen  Winkeln  den  mittleren  Fehler  jedes  nicht  aus- 
geglichenen Winkels  ermittelt  oder  bei  Richtungsbeobachtungen  sich  an- 
derweitig eine  Schätzung  des  Fehlers  einer  Richtungsdiflferenz  verschafft, 
und  dann  drei  Werthe  M  durch  dreifache  Auswahl  je  zweier  Winkel  nach 
Gleichung  8)  bestimmt,  deren  kleinster  eine  obere  Grenze  des  gesuchten 
mittleren  Fehlers  ist,  weil  der  aus  drei  Winkeln  bestimmte  Punkt  jedenfalls 
genauer  sein  muss,  als  der  aus  nur  zweien  bestimmte,  wie  das  auch  bei  der 
Triangulirung  mit  drei  Winkeln  oben  bemerkt  wurde.  Wenn  man  diese 
obere  Grenze  mit  vermindernder  Abrundung  als  Resultat  selbst  nimmt,  so 
wird  der  Anforderung  der  Praxis  Gentige  geleistet  sein. 

Es  dürfte  nicht  unzweckmässig  sein,  dieses  Verfahren  durch  ein  Zah- 
lenbeispiel zu  erläutern: 

Der  Punkt  P  (olytechnikum)  wurde  bestimmt  aus  ^/(ichael) ,  ^(arte) 
und  J)  (axlanden)  (Fig.  0).    Die  gegebenen  Coordinaten  sind 

M  —  34,623,  +27,630, 
W  —107,306,  —27,930, 
ü     +  98,868,     —   6,708. 


Gemessen  wurde 


M 
W 
D 
M 


53« 

U' 

41" 

,03 

161« 

32' 

16" 

,82 

145» 

17' 

2" 

,15 

Summe    360«^    l'    0,00*. 

Vermindert  man  zum  Zwecke  der  Ausgleichung  auf  der  Station  jeden 
Winkel  um  20''  und  rechnet  dann  die  Coordinaten  von  P^  so  findet  man 
y  =  +  1169,416 ,     ar  =  +  17682,198. 
Geht  man  andererseits  aus  von  den  Näherungswerthen 
yo  =  +  1169,460 ,     a?o  =  +  17682,140 , 
so  wird  man  zur  Bestimmung  der  hieran  anzubringenden  Correctionen  y 
und  X  folgende  drei  (durch  Differentiirung  der  transcendenten  Gleichungen 
zwischen  Xg-l-x,  ^o  +  ^v  ^^^  Coordinaten  der  gegebenen  Punkte  und  den 
beobachteten  Winkeln ,  nach  x  und  y  erhaltenen)  Gleichungen  aufstellen : 
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—  72,ö8^a:  —  55,569  y— 18,19  =  0, 
+  206,l74.r  +  2l,222y  —  31,08  =  0, 

—  133>I91  X  +  34,347^  —  10,73  =  0, 
deren  weitere  Behandlung  auf  die  Normalgleicbungen 

65625  X  +  3822  y  —  3660  =  0 , 
3822jr  +  4723y—      15  =  0 
führt,  deren  Auflösung  giebt 

a;  = +  0,058,     y  =  — 0,044, 
was  zu  a?o  und  y^  zugefügt,  dieselben  Coordinaten  giebt,  wie  die  unmittel- 
bare Rechnung.    Ferner  ergiebt  sich  mit  Zuhilfenahme  von  (ww)^=12fM\ 

(aa)  =  (ww.2)  =  1200, 
wie  zu  erwarten: 

(1200  =  3.20*) 
und  die  Gewichte 

p*  =  62ö32,     /?y  =  4500, 
und  damit  die  mittleren  Fehler 

dx  =  0,139 ,     Jy  =  0,516 
und  endlich 

M  =  j/Jx*  +  /ly^  =  0,585. 
Wenn  andererseits  die  Winkel  auf  der  Station  ausgeglichen  wurden, 
so  hat  man  den  mittlem  Fehler  6  eines  Winkels  vor  der  Ausgleichung: 

^=-^  =  34,6 

und  nach  der  Ausgleichung: 

d'=  1/2.«;  =  28,3. 
Unter  Zugrundelegung  von  6  giebt  Gleichung  8) 

1.  aus  MW  und  WD  ilf=  0.785, 

2.  „     WD  und' DM    71/ =  0.870, 

3.  „    DM  mid  MW  M=Ofin. 

Der  mittlere  Fehler  des  ausgeglichenen  Punktes  muss  also  kleiner  sein 
als  0^576,  und  man  kann  ihn  für  praktische  Zwecke  genähert  =  0,6  anneh- 
men ,  was  mit  dem  genauen  Werth  0,535  nahezu  übereinstimmt. 

Vn.    Mittlerer  Fehler  eines  durch  mehr  als  zwei  geometri«che  Oerter 

bestimmten  Punktes. 

Die  letzten  Betrachtungen  führen  unmittelbar  noch  zu  der  allgemeinen 
Auflösung  der  wichtigen  Aufgabe :  den  mittleren  Fehler  eines  Punktes  zu 
bestimmen  y  dessen  Lage  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  be- 
stimmt wurde  aus  mehr  als  zwei  Beobachtungen,  deren  jede  einen  geome- 
trischen Ort  des  Punktes  liefert.  Ganz  wie  in  dem  speciellen  Falle  des 
vorigen  Abschnitts  führen  wir  diese  Aufgabe  zurück  auf  diejenige  der  Be- 
stimmung der  mittleren  Fehler  M,  und  My  der  rechtwinkligen  Coordinaten 
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des  Punktes,  indem  diese  sofort  nach  Gleichung  1)  den  mittleren  Fehler  M 
des  Punktes  geben: 

14)  M=j/mJ+M^\   . 

Ma  und  My  lassen  eich  aber  in  bekannter  Weise  gleichzeitig  mit  den 
wahrscheinlichsten  Werthen  x  und  y  ermitteln,  sobald  zwischen  den  wahr- 
scheinlichsten Verbesserungen  öfö^.,,  der  beobachteten  Grössen,  welche 
die  genannten  geometrischen  Oerter  geliefert  haben ,  und  den  wahrschein- 
lichsten Verbesserungen  xy  irgendwelcher  Näberiingswerthe  der  gesuchten 
Coordinaten,  lineare  Gleichungen  aufgestellt  worden  sind  von  der  Form 


denn  dann  verlangt  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bekanntlich ,  dass 
X  und  y  zu  bestimmen  sind  aus  den  zwei  Gleichungen 

,g>  I     (Poa)x  +  {pab)y  +  (paw)=-0, 

^  1     {pab)x  +  {pbb)y  +  {pbfv)  =  0 

(wobei  p  die  Gewichte  der  Beobachtungen  und  die  Klammern  Summen  be- 
zeichnen), und  bei  der  Auflösung  dieser  zwei  Gleichungen  findet  man  ge- 
legentlich die  Gewichte  von  y  und  x: 

p,=(/>")-[^(/>«»)-(".i), 

und  sodann,  wenn  ö  den  mittjeren  Fehler  einer  Beobachtung  vom  Ge- 
wicht 1  bezeichnet: 

Px                    Py 
n)  Jtf.=  a. (pa<i)  +  (pbb) 

Gewöhnh'ch  begnügt  man  sich  mit  der  numerischen  Berechnung  von 
Mjc  und  My  in  jedem  einzelnen  Falle  und  kann  dann  keine  allgemeinen  Re- 
sultate ziehen;  dieses  ist  blos  möglich,  wenn  die  algebraische  Substitu- 
tion der  Ausdrücke,  welche  a^a, ...,  6,  &, ...  als  Function  der  gegebenen 
und  gemessenen  Grössen  darstellen ,  in  die  Gleichung  17)  ausgeführt  wird, 
was  allerdings  im  Allgemeinen  äusserst  complicirte  Formeln  liefert.  Ver- 
hältnissmässig  sehr  einfach  wird  der  Ausdruck  für  itf  werden  in  dem  folgen- 
den, schon  am  En^e  des  Abschnitts  V  erwähnten,  praktisch  wichtigen 
Beispiele. 
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VIIL    Mittlerer  Fehler  eines  dnrch  einfache  Triangnlirnng  bestimmten 
,^  Punktes. 

Ein  Punkt /^  wird  als  einfach  triangalirt  bezeichnet,  wenn  er 
gegen  zwei  gegebene  Punktet  und  B  festgelegt  wurde  mit  Hilfe  eines  Drei- 
ecks ABP  durch  Messung  der  drei  Winkel  APB=^a,  PBA^ß,  BAP^y 
desselben.  Sind  p^  p^  Pt  beziehungsweise  dje  Gewichte  von  a  ß  y^  so  findet 
man  die  wahrscheinlichste  Lage  von  P  dadurch,  dass  man  den  Widerspruch 
«  +  i^  +  y  —  180°  (beziehungsweise  180°  +  Excess)  auf  die  drei  Winkel  um- 
gekehrt proportional  ihren  Gewichten  vertheilt  und  aus^ß==a  die  anderen 
Seiten  AP=b  und  BP^=c,  sowie  nöthigenfalls  die  Coordinaten  yon  P  in 
irgendwelchem  System  rechnet.  Da  aber  dieses  Verfahren  keinen  Auf- 
schluss  über  den  mittleren  Fehler  von  P  giebt,  so  wenden  wir  das  fol- 
gende an: 

Unter  Zugrundelegung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemd,  des- 
sen Ursprung  in  der  Mitte  von  AB  und  dessen  X-Axe  auf  AB  liegt,  seien 
Xq  Yq  Näherungswerthe  der  Coordinaten  XY  von  P\  dann  bestehen  zwischen 
den  wahrscheinlichsten  Verbesserungen  xy  der  letzteren  und  den  wahr- 
scheinlichsten Verbesserungen  6^  öf  d^  von  a  ß  y  die  Beziehungen 

n+yo 


y  +  3,  =  arclang 


§  +  6^  =  arctang -, 

a  —  JL|,  —  X 

^i  +  ^2  +  ^s  =  180-(«+i5+y)- 

Durch   Entwickelung  der  Werthe  arclang  nach  dem   Taylor 'sehen 

Satze   in  Potenzen  von  x  und  y  findet  mau  auf  Glieder  erster  Ordnung 

genau,  mit  Benutzung  geometrischer  Beziehungen: 

/     sinß  .  Wrty\  /cosß  .   cosy\ 

c  c 

siny  ,  cosy 

wobei  n\  Wf  tu^  gewisse  uns  nicht  weiter  interessirende  Constante  sind.  Diese 
Gleichungen  sind  Repräsentanten  der  allgemeinen  Form  15)  und  es  finden 
sich  daher  die  Summencoefficienten  der  Gleichung  16) : 
,         .       {siny      sinßV  fsinß\^  /sinyV 

/     ,  .^N       A0.9/S  ,  cosyV        .    fcosß\*        .    /cosyV 

(pbb)=[-^+  -f)  p.  +  [-/)  P.+  [-^)  p., 
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Ehe  wir  weiter  gehen,  dürfte  es  von  Interesse  sein,  zu  untersuchen, 
ob  Gleichung  17)  mit  ^1^=0  und  ^2=^3=1  den  schon  bekannten  Werth  für 
Vorwärtseinschneiden  (2)  und  mit  Pi  =  1 ,  Pt  =  1  ^^^  Ps  =  ^  denjenigen  für 
Kückwärtseinschneiden  (5)  liefert,  und  in  der  That  wird  im  ersten  Fall 

(pfl«)  +  (p66)  =  i+i, 

{paa)  (pbb)  -  {paby{pab)  =  [-^ Yc         ) 

und 

sttra 
wie  2),  und  im  zweiten  Falle 

ipaa)  (,66)  -  (paö)  ipaö)  =  (^-"ß^osy  +  cosßsinyj^ 

wie  5). 

Die  weitere  Rechnung  lässt  sich ,  wenn  man  ein  übersichtliches  Resul- 
tat haben  will,  nicht  mehr  allgemein  durchführen;  wir  betrachten  deswegen 
nur  den  wichtigsten  speciellen  Fall :  p,  =  p,  =p,  =  l ,  womit 

(paa)  +  (p&6)  =  -— r^~^, 

{paa)(^pbb)'-{pab){pab)=  -^^ 
und 

,8)  ^'  =  a«^+^. 

Dieser  durch  seine  Einfachheit  interessante  Ausdruck  fordert  zur  Ver- 
gleichnng  mit  2)  und  5)  auf.  Man  hat  für  die  Bestimmung  von  P 

aus  a  und  p:    MJ  =  — ;  ,—  , 

aus  a  und  y:    ^1//=    -  .-   , 
^         stnra 

fe*  +  c' 

aus  ß  und  y :    MJ  = ^ — , 

sttra 

somit 

3 
M*  ist  unter  allen  Umständen  kleiner  als  jede  der  Grössen,  deren  hal- 
bes arithmetisches  Mitte!  es  ist,  was  sich  aus  der  Beziehung  zwischen  den 
drei  Seiten  eines  Dreiecks  unmittelbar  folgern  lässt. 

Digitized  by  LjOOQ IC 


Von  Prof.  W.  Jordan.  419 


Ist  P  so  weit  von  A  and  B  entfernt,  dass  AB  gegen  AP^=^r  vernach- 
lässigt worden  kann,  so  hat  man 

1.  für  Yorwärtseinschneiden :     7l/'  =  --r-=-» 

stn^a 

r» 

2.  für  Kückwärtseinschneiden :  ^*  =  - 


sttr  a 
3.  für  Triangulirung: 

Diese  drei  Werthe  verhalten  sich  wie 

j/iiy^lfiil   oder  wie    1,732:1,225:1, 
genähert  wie  7:6:4. 

Zu  allgemeineren  Vergleichungen  sollen  Genauigkeitscarven  con- 
stniirt  werden.  Die  Gleichung  derselben  findet  sich  nach  Massgabe  des 
Bildnngsgesetzes  18): 

und  lässt  sich  so  umformen: 

0=(Ä»+y«-ia«)  [2x<  +  4a:V  +  fl*a:»+3aV+2y^-|a^  +aV(2-3A 
woraus  zu  ersehen  ist,  dass  mit  fr*^=  |  die  Curve  zerfällt  in  einen  Kreis  um 
AB  und  eine  ellipsenartige  Curve  vierten  Grades,  deren  Gleichung  sich  so 
schreiben  lässt: 

4y»  =  —  (3a»+4a'»)  +  2fl  j/iÖM-'S^ 
und  damit  die  Construction  ermöglicht. 

Die  Tangenten  in  A  und  B  lassen  sich  leicht  construiren;  denn  wenn 
B  T  eine  Tangente  in  By  so  ist  ABT:=g>  derjenige  Werth  a,  welcher  den 
Werthen  6  =  ä,  c  =  0  in  Gleichung  18)  entspricht,  also 

Man  hat   ||\  Tangenten,  wenn  fi:=y^. 

In  Betreff  ausgezeichneter  Werthe  von  fi  ist  klar,  dass  solche  nur  auf 
der  F-Axe.  zu  suchen  sind;  man  hat  daher  mit  a;  =  0  aus  der  Curven- 
gleichung 

9 

woraus  sich  durch  Differentiirung  findet,  dass  ein  Minimum  von  fi  eintritt, 
wenn 

y'  =  lV«'(-l+/V)>     y  =  0,4142a, 
und  es  ist 

^  f»m.n  =  0,7078. 

Die  Construction  der  Curven  kann  in  der  oben  (Abschn.  IV  und  V) 
beschriebenen  Weise  ausgeführt  werden  und  liefeil  die  Fig.  10,  welche  voll- 
kommen den  Charakter  der  für  Vorwärtseinschneiden  giltigen  hat. 
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IX.    Mittlerer  Fehler  eines  dorch  drei  Strahlen  vorwärts 
eingeschnittenen  Punktes. 

Als  weiteren  besonderen  Fall  der  im  Abschnitt  YII  behandelten  Auf- 
gabe betrachten  wir  die  Bestimmung  eines  Punktes  P  durch  Messung  dreier 
Winkel  in  den  Ecken  ABC  eines  gegebenen  Dreiecks,  wodurch  drei  Strah- 
len AP^  BP,  CP  festgelegt  werden.  Da  die  Richtungen  AB,  SC,  CA  feh- 
lerfrei  sind,  so  sind  die  wahrscheinlichsten  Winke  Werbesserungen  gleich 
den  wahrscheinlichsten  Richtungs Verbesserungen.  Bezeicihnet  man  mit 
JT^r,,  A'.r,,  X^Yj^  die  Coordinaten  der  Punkte  ABC,  mit  X^  F«  Näherungs- 
werthe  der  Coordinaten  von  P,  mit  x  y  deren  wahrscheinlichste  Verbesse- 
rungen, mit  g?, ,  9)t>  9^8  ^^^  Richtungen  AP^,  B P^,  CP^,  und  endlich  mit 
^n  ^ti  ^8  deren  wahrscheinlichste  Verbesserungen,  so  erhält  man  drei  Be- 
ziehungen zwischen  6,,  d,,  d,  und  x,  y,  von  denen  die  erste  ist: 

g),  +  d|  =  arctang 


ro+y-yi 


Die  zwei  anderen  Oleichnngen  unterscheiden  sich  hiervon  nur  durch  die 
Zeiger  2  und  3  an  q>,  d,  X,  V.  Durch  Kntwickelung  von  arctang  nach  Po- 
tenzen von  X  und  y  bekommt  man  auf  Glieder  erster  Ordnung  genaa  drei 
Gleichungen  von  der  Form 

6=zax  '\'by  -]rn>, 
wobei 

sintp^                 co8q>^ 
^t ~ —  f 


^'-         r. 


20)  \       «.  = f-,      *.  =  — ^* 


«8  =  -—-,      ^  =  — — , 

'^t  ^^8 

wenn  r^,r^^  r,  die  drei  Strahlenlängen  AP,  BP,  Ci> bedeuten. 
Nach  Anleitung  der  Gleichung  17)  bildet  man 

^\  ^%  ^8 

{paa)  (pbb)  -  (pab)  ipab)  =  ^,s,>,«(,,,_y,)  +  tl^»^sü,*(^,-q,,) 

^1    ^1  ~1    ^^8 

Die  Differenzen  (9^1  — 9>f) ...  sind  die  Winkel  an  P  und  mögen  mit  a,,  a^i  «1 
bezeichnet  werden,  und  dann  ist  ^ 


Pt    ,     P3 


21) 


An 


(-i-u  — -u  tu 


rj 


^1    ^t  ^1    ^8  ^2   ^^8 
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Dieser  Ansdrnck  gebt  in  den  für  Vorwärtseinachneiden  mit  zwei  Strah- 
len giltigen  2)  über,  wenn  Pi=^0  und  p,  =p,  gesetzt  werden. 

In  der  Folge  beschränken  wir  die  Allgemeinheit  der  Aufgabe  dadurch^ 
dass  alle  Gewichte  gleich  (=1)  und  das  Dreieck  ^^(7  gleichseitig  mit  der 

Seite  1  angenommen   wird.     Setzt  man  dann  noch  — -==  fi^   so  geht  21) 

über  in 

22)  a'=  r^r.^  +  r.^r^  +  r.'r," 

'  ,  r,*  sin*  eil  +  V  sin^aj^  +  V  sin*a^ 

Für  einzelne  Punkte  in  der  Ebene  des  Dreiecks  lässt  sich  nun  f«  sofort 
angeben: 

1.  In  der  Dreiecks  mitte  wird 

Tj  =  Tg  =  r,  =  J  ^3 ,      a,  =  ffj  =  «3  =  120° 
und  hiermit 

*»*=$.  t^=i- 

2.  In  der  Mitte  einer  Seite  wird 

^«=|,     ^  =  0,935. 

3.  In  der  Ecke  des  Dreiecks  wird  ^  unbestimmt,  wie  bei  allen  bis- 
her betrachteten  Fällen;  es  lässt  sich  jedoch  angeben,  wenn  gesagt  wird, 
dass  die  Dreiecksecke  als  Punkt  einer  bestimmten,  durch  sie  gehenden  Ge- 
raden aufgefasst  werden  soll ,  uYid  demnach  ist 

a)  In  der  Ecke  auf  der  Winkelhalbirungslinie 

r,  =0,     r2  =  r3  =  l,     «1=60,     er,  =  aj  =  150, 
|it«  =  2,     |ii=  1,414. 

b)  In  der  Ecke  auf  einer  Dreiecksseite 

r,  =  0,     r,  =  r8  =  l,     cf,=60S     «,  =  180,     a,  =  120, 
f*'  =  t,     fi  =  1,155. 

Zu  weiteren  Untersuchungen  eignen  sich  am  besten  Genauigkeits* 
curven,  welche  deshalb  in  Fig.  11  gezeichnet  sind.  (Die  eingezeichnete 
„Grenzcurve*'  bleibt  vorläufig  ausser  Betracht.)  Die  Construction  geschah 
durch  Ermittelung  von  ^  für  eine  grössere  Anzahl  von  Punkten  mit  Hilfe 
der  Gleichung  22)  und  graphische  Interpolation,  also  ohne  Benutzung  der 
Curvengleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten,  weil  diese  nach  den  bisher 
gemachten  Erfahrungen  die  Construction  nicht  wesentlich  fördert. 

Ausgezeichnete  Werthe  von  ^  können  offenbar  nur  auf  der  Winkelhal- 
birungslinie des  Dreiecks  vorkommen  nnd  zeigen  sich  am  deutlichsten  in 
der  Curve,  nach  der  die  Fläche,  als  deren  Horizontalschnitte  die  Genauig- 
keitscurven  betrachtet  werden  können,  geschnitten  wird  von  der  durch  die 
Winkelhalbirungslinie  gelegten  verticalen  Ebene.  Diese  Curve  ist  in  Fig.  11 
gezeichnet  (durch  den  Zusatz  „Vorwärtseinschneiden"  kenntlich  gemacht). 
Sie   zeigt,  dass  das  absolute  Minimum  von  yL  stattfindet  in  der  Dreiecks- 

ZeiUchrifl  f.  Mathematik  a.  Physik.  XVI,  6.  ^    ^     '^O    .       ,  „  ,.,,.> 

'  Digitizea  Dy  V^VJvJvlC 


422        lieber  die  Genauigkeit  einfacher  geodätischer  Operationen. 


mitte.  Ein  zweites  Minimum  zeigt  sich  ausserhalb  des  Dreiecks^  ungefähr 
an  der  Stelle,  wo  die  Winkelhalbirnngslinie  den  um  das  Dreieck  beschrie- 
benen Kreis  schneidet;  ein  relatives  Maximum  findet  statt  beim  Ueber- 
gchreiten  der  Dreiecksseite  und  erklärt  sich  sehr  einfach  durch  das  Werth- 
loswerden  derjenigen  zwei  Strahlen,  welche  sich  dort  unter  180°  schneiden. 
Die  sonstigen  Genanigkcitsverhältnisse  erklärt  der  blose  Anblick  der 
Curven. 

X.    Mittlerer  Fehler  eines  aus  drei  Winkeln  pothenotisch  bestimmten 

Punktes. 

Als  letzten  und  interessantesten  Fall  betrachten  wir  die  Bestimmfung 
eines  Punktes  F  durch  Messung  der  drei  Winkel,  unter  welchen  die  drei 
Verbindungslinien  der  gegebenen  Punkte  ABC  in  ihm  erscheinen.  Wir  be* 
halten  die  Bezeichnungen  des  vorigen  Abschnittes  bei  und  erhalten  auf 
demselben  Wege,  wie  dort,  drei  lineare  Gleichungen  zwischen  den  wahr- 
scheinlichsten Winkel  Verbesserungen  öi  diÖ^  und  den  wahrscheinlichsten 
Coordinatenverbesserungen  x  y  von  der  Form 

d  =  ax  +  by  +  w^ 
wobei 

sin  cjpj      sin  cpj  cos  g?2  _,  f"os  qp, 

sinq>^      sinq>i  costp^      costp^ 

sin(p^       sing)^  cosfpi       cosg)^ 

r/g  — —  «8  = h • 

Rechnet  man  nun  geradezu  nach  Anleitung  von  Gleichung  17),  so  er- 
hält man  sehr  verwickelte  Ausdrücke,  denen  schwer  ein  geometrischer  Sinn 
abzugewinnen  ist.  Besser  ist  es,  die  geometrische  Bedeutung  der  a  und  b 
aufzusuchen ,  welche  in  einfacher  Beziehung  zu  den  Tangenten  der  drei 
Kreise  stehen,  die  sich  um  j^BP,  ACP  und  ßCP  beschreiben  lassen. 

Wenn  man  alle  Richtungen  tp  von  der  Dreiecksseite  CB  als  Anfangs- 
richtung zählt  (d.  h.  wenn  man  CB  parallel  der  A'-Axe  des  Coordinaten- 
sjstems  legt),  so  zeigt  Fig.  12: 

r^sin^^-r^sinq>^  5, 


23) 


r.  cos  cpt  -4-  r,  cosw*        s* 
bi  = ■^ — - — = zi=— i_  cos^iy 


wobei  g)|  die  Richtung  der  Tangente  des  Kreises  BCP  in  P  ist.  Dass  CB 
als  Anfangsrichtung  gewählt  wur^e,  schadet  der  allgemeinen  Giltigkeit  der 
Gleichungen  23)  nicht;  denn  wenn  die  Richtung  CB  nicht  =^0,  sondern  etwa 
=  X  ist,  so  erhält  man  durch  Multiplication  der  Gleichungen  23)  mit  cosX  und 
sink  oder  umgekehrt,   und  Addition   oder  Subtraction  zwei  Gleichungen, 
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welcbe  genau  so  gebaut  sind,  wie  23),  jedocb  statt  g),  und  <p,  die  Winkel 
(^1  —  ^)  wod  {q>  —  ,A)  enthalten.    Man  kann  daher  allgemeingiltig  schreiben: 

s  s 

«r,=  — -^  51717/;,,       62  =  —^  C05t/;,, 

s  s 

ö,  = —  sin  !(;,,     &j=  — ^  cos ^,, 

Es  haben  also  die  Coefficienten  a,  6  der  Bedingnngsgleichungen  genau 
die  Form  20)  und  man  findet  daher  auch  den  Werth  M  für  gleiche  Gewichte, 
wenn  in  Gleichung  21) 

r,  durch  -^ ,     r,  durch   -^ ,     r.  durch   -^— ^ 
^1  ^»  s, 

ersetzt  wird  und  statt  cf,  er,  «,  die  Schnittwinkel  <;,  <r,  a,  der  drei  Kreistan- 
genten gesetzt  werden.    Hierdurch  erhält  man 


24) 


"°Cf)"-».+Cf)*""»-+(^-)''"*'.' 


Die  Schnittwiukel  der  drei  Kreistangenten  in  F  sind   nach  Gleich- 
ung 7) : 

Ci  =  ACP+PBJy     G^  =  BAP+PCB,     a,==CBP+PAC, 
wobei  jedoch  immer  in  demselben  Sinne  zu  zählen  ist,  so  dass  z.  B. 

ACP^ZQQP^PCA. 
Bei  der  numerischen  Berechnung  des  Ausdrucks  24)  fiel  auf,  dass  die 
drei  Grössen  im  Nenner  gleich  wurden ,  was  zur  Auffindung  einer  geome- 
trischen Bedeutung  derselben  führte.    Dass  diese  Ausdrücke  -^-^  sinCt  etc. 

und  die  in  der  Gleichung  8)  vorkommenden  — —  und  -e-;;  identisch  sind. 
°  sttia  sinp  ' 

lässt  sich  sofort  mit  Hilfe  des  Sinusgesetzes  einsehen,  und  die  geometrische 

Bedeutung  kommt  also  auch  den  letzteren  zu.    Der  Winkel  di ,  unter  dem 

sich  die  Kreise  ABP  und  ^(7P  schneiden,  ist,  wie  oben  bemerkt: 

at::=^ACP+PBA, 

oder  auch,  da  es  sich  blos  um  {sinCiY  handelt,  mit  Beziehung  auf  Fig.  13: 

^  .    r,r,    .  PB.PB" 

01  =  8  —  a  und    -r-  sm  <y,  = — . 

Si  Si  coseca 

Das  Product  PB  .PB  ist  aber  bekanntlich  constant  gleich  dem  Product 
QQ  der  zwei  Abschnitte,  in  welche  der  durch  P  gehende  Kreisdurchmesser 
im  Punkte  Fgetheilt  wird,  und  s^coseca  ist  der  Durchmesser  D  des  um  das 
Dreieck  ^^^C  beschriebenen  Kreises,  daher 
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25)  ±.'s,nc,=^?ß-. 

Dieser  Beweis  ändert  sich  nicht  wesentlich,  wenn  P  ausserhalb  des 
Kreises  liegt.    Die  Gleichung  24)  geht  demnach  Über  in 

f-4CT)'---*'-KÄ)"+fe)'+fe)l' 

wonach  sich  die  numerische  Eechnung  am  Schlüsse  des  Abschnitts  VI  sehr 
einfach  controliren  und  bestätigen  lässt. 

Wenn  P  auf  den  Kreis  der  drei  gegebenen  Punkte  selbst  fällt,  so  wird 
p  =  0,  also  ^  =  00,  wie  es  sein  muss,  ausgenommen,  wenn  zugleich  einer 
der  Werthe  r  =  0  wird ,  d.  h.  wenn  P  mit  einem  gegebenen  Punkte  zusam- 
menfällt; dann  wird  M  unbestimmt  und  lässt  sich  nur  angeben,  wenn  P  als 
ein  Punkt  einer  bestimmten,  durch  den  gegebenen  Punkt  gehenden  Linie 
betrachtet  wird.  Wenn  Z?  =  oo,  d.  h.  'wenn  die  drei  Punkte  auf  einer  Ge- 
raden liegen ,   so  wird  q  der  Abstand  h  des  Punktes  P  von  der  Geraden 

^ß  67,  und  p'=oo,  aber  oflFenbar  ^  =  1 ,  also — >=r»   wie   sich   auch  mit 

/>  QQ      n 

Hilfe  von  Gleichung  25)  nachweisen  Jässt. 

Um  eine  Vergleichnng  mit  der  früheren,  bei  zwei  gemessenen  Winkeln 
giltigen  Formel  8)  anzustellen ,  setzen  wir 

^•-^         ^'-r         ^-^ 

St  9m  A. 


Gemessen  CPA  und  APB  giebt  ^  =1—,)  (t>,*^,«+  ^O» 

APB   „    BPC    „  -^  =  (^^,j  (<.,««,« +e.'c,'), 

BPC  „    CPA     „  ^  =  (—)\e,'e*+e,W), 

CPA,  APB,,    BPC    „  ^'  =  i(^y(e,«e,«  +  .,«.3'  +  W), 

^  -^ 1 ' 

wodurch  eine  Beziehung  zwischen  den  Fehlern  M  gebildet  ist,  ganz  ent- 
sprechend der  Beziehung  zwischen  den  bei  Vorwärtseinschneiden,  Rück- 
wärtseinschneiden mit  zwei  Winkeln  und  Triangulirung  zu  fürchtenden 
Fehlern  19).  ^ 

Nunmehr  betrachten  wir  den  speciellen  Fall,  dass  ein  gleichseitiges 
Dreieck  ^i?C  gegeben  ist,  dessen  Seite  j  =  l,  womit  i>  =  f;^  und 
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Hiernach  lässt  sich  fi  rechnen  für  joden  beliebigen  Punkt,  z.  B.: 

1.  Dreiecksmitte  giebt  r,  =r,  =  r,  =  ^  =  ^'=^]f/3, 

f**=5\»     f4  =  0,3S5. 

2.  Seiteumitto:  r,  =  J^3,     r,  =  rj  =  |,     ^^'=J, 

3.  In  der  Ecke  des  Dreiecks  ist  jii  unbestimmt,  wenn  nicht  zugleich 
eine  durch  sie  gehende  Linie  angegeben  wird ,  auf  welcher  P  liegen  soll, 
daher : 

a)  auf  der  Winkelhalbirnngslinie:  r,  =  0,  r,  =  r8  =  ¥, 

9  =  0,     p'  =  Z),     ^  =  S  =  1, 

f^*  =  |»     fi  =  0,816; 
6^  auf  einer  Dreiecks  sei  te:  r,  =0,  r,  =  r3  =  l, 

9  =  0,     p  =  ß,      -i  =  ^ 


C05  30^      ^3* 
f**  =  f,     f*  =  0,943. 

Die  Vergleichung  mit  den  entsprechenden  Werthen  des  vorigen  Ab- 
schnittes zeigt,  dass  dieselben  durchaus  grösser  sind,  und  insbesondere  ist 
in  der  Mitte  des  Dreiecks  der  Fehler  des  Vorwärtseinschneidens  ^3  mal  so 
gross,  als  der  der  pothenotiaphen  Bestimmung. 

Zu  allgemeineren  Yergleichungen  dienen  die  in  Fig.  14  gezeichneten 
Genauigkeitscnrven,  welche  im  Wesentlichen  den  Charakter  der  für  potheno- 
tische  Bestimmung  mit  zwei  Winkeln  giltigen  (Fig.  8)  haben.  Die  Curve 
für  ^  =  2,3,  welche  den  Uebergang  zwischen  den  zwei  Hauptformen  bildet, 
ist  im  Innern  des  Kreises,  wo  sie  nichts  Besonderes  zeigt,  der  Uebersicht- 
lichkeit  wegen  weggelassen. 

Von  Interesse  ist  noch  eine  besondere  Vergleichung  der  pothenotischen 
Bestimmung  mit  Vorwärtseinschneiden  durch  Uebereinanderlegen  der  be~ 
treffenden  Curven,  ebenso,  wie  die  Vergleichung  des  Vor-  und  Rückwärts- 
eipschneidens  mit  je  zwei  Winkeln  (s.  o.),  wodurch  die  in  Fig.  11  gezeich- 
nete Grenzcurve  erhalten  wird,  welche  die  Gebiete  scheidet,  in  denen 
die  eine  oder  andere  der  betreffenden  Operationen  günstiger  ist.  Vorwärts- 
einschneiden ist  genauer  als  pothenotische  Bestimmung  innerhalb  der  drei 
beutelartig  gestalteten  Flächentheile,  welche  naturgemäss  den  für  potheno- 
tische Bestimmung  vollkommen  ungünstigen  Kreis  ABC  in  seiner  ganzen 
Ausdehnung  enthalten.  Der  ganze  Flächenraum  des  Dreiecks  selbst  gehört 
zum  Gebiete  der  pothenotischen  Bei^timmung.  Will  man  die  durch  die 
Grenzcurve  getrennten  Gebiete  ihrer  Grösse  nach  vergleichen,  so  hat 
dieses  nur  einen  Sinn^  wenn  man  nicht  die  ganze  unbegrenzte  Ebene  in 
Betracht  zieht,  weil  sonst  das  Gebiet  für  pothenotische  Bestimmung  un- 
begrenzt, das  andere  aber  begrenzt  wäre.  Setzt  man  aber  z.  B.  voraus, 
dass  keine  Bestimmung  gemacht  wird  ausserhalb  des  Kreises,   der  durch 
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die  drei  äussersten  Punkte  der  Grenzearve  geht,  so  zeigt  eine  planimetrische 
Bestimmung,  dass  sich  die  zwei  Gebiete  verhalten  wie  32  zu  68,  oder  ge- 
nähert wie  1  zu  2. 

Da  die  Grenzcurve  betrachtet  werden  kann  als  Horizontalprojection 
der  Scl)niUlinie  der  zwei  krmnmen  Flächen,  deren  Horizontalcurven  die 
Genauigkeitscurven  der  zwei  betrachteten  Operationen  sind,  so  sind  noch 
die  in  Fig.  11  gezeichneten  Schnittlinien  einer  durch  die  Winkelhalbirnngs- 
linie  des  Dreiecks  gelegten  Verticalebene  mit  beiden  in  einander  gelegt  ge- 
dachten Flächen  von  Interesse;  die  Schnittpunkte  dieser  zwei  Schnitt- 
linien unter  sich  liefern  Punkte  der  Grenzcurve,.  wie  durch  projicirende 
Lothe  angedeutet  ist. 

Die  Schnitdinie  der  Fläche  der  pothenotischen  Bestimmung  hat  eine 
dem  üebergang  über  den  Kreis  ABC  entsprechende  Asymptote,  an  welche 
sich  zwei  Curvenäste  anlegen,  die  beide  nicht  weit  entfernt  von  der  Asym- 
ptote je  ein  Minimum  zeigen.  Es  ist  jedoch  nur  das  dem  Dreiecksmittel- 
punkte entsprechende  ein  eigentliches  Minimum  der  Fläche;  das  andere 
entspricht  einem  Sattelpunkt  der  Fläche,  deren  diese  drei  hat  an  den 
Stellen,  wo  die  Curve  (2,3)  Doppelpunkte  hat. 


Nachwort. 


Mit  den  letzten  zwei  Abschnitten  IX  und  X  sind  die  vorstehenden  Un- 
tersuchungen in  so  nahe  Berührung  mit  den  „Studien  über  rationelle  Ver- 
messungen im  Gebiete  der  höheren  Geodäsie**  von  Friedrich  Robert  Hei - 
mert(Schlömilch,  Zeitschrift  etc.  XIII,  Jahrg.  1868,  S.  73flgg.)  gekom- 
men, dass  es  geboten  ist,  die  Beziehung,  welche  hierzu  stattfindet,  za 
erörtern : 

Den  Ausdruck  l)  M^=^—,^- — ,    welcher    den    mittleren    Fehler   des 

Schnittpunktes  zweier  unter  dem  Winkel  fp  geneigter  Geraden  als  Function 
der  mittleren  Parallel  Verschiebungen  m  und  n  der  Geraden  giebt,  benutzte 
ich  schon  im  J.  1867  und  wandte  ihn  damals  insbesondere  auf  die  potheno- 
tische  Aufgabe (Abschn.  VI]  an;  ich  betrachtete  denselben  als  eine  dem  prakti- 
schen Gefühl  entsprechende  Näherungsformel  für  mittlere  und  wahrschein- 
liche Fehler,  und  wurde  in  der  Folge  durch  meinen  Freund  und  Collegen 
Lüroth  auf  den  sehr  naheliegenden  Beweis  der  strengen  Giltigkeit  für 
mittlere  Fehler  aufmerksam  gemacht,  den  ich  nachher  auch  in  der  Hel- 
mer tischen  Abhandlung  (Abschn.  11)  fand. 

Ausser  den  diesen  Ausdruck  betrefPenden  ersten  Abschnitten,  welche  zn 
der  oben  Abschn.  I  nach  Gleich.  1)  gemachten  Bemerkung  über  die  Hel- 
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m  er  tische  Gl.  15)  veranlassten,  blieb  mir  diese  (nicht  rasch  zu  lesende) 
Abhandlung  fremd  bei  Bearbeitung  der  in  den  Abschn.I  bis  IX  mitgetheilten 
Gegenstände;  dagegen  wurde  ich  zu  ihrem  weiteren  Studium  geführt  durch 
die  Schwierigkeiten  des  Abschnitts  X  (pothenotische  Bestimmung  mit  drei 
Winkeln),  und  fand  dabei  die  interessante  Gleichung  37),  welche  vor  der 
von  mir  bis  dahin  allein  benutzten,  entsprechenden  Gleichung  17)  des  Ab- 
schnitts YII  den  Vorzug  geometrischer  Anschaulichkeit  hat;  zugleich  fand 
ich,  dass  ich  bereits  im  Besitz  eines  einfachen  Beweises  dieser  Gleichung 
37) ,  nämlich  in  der  Entwickelang  der  Gleichung  21)  des  Abschnitts  IX  war, 
welche  der  Helm  ort 'sehen  Auseinandersetzung  vorzuziehen  ist,  wenn  es 
sich  um  Anwendungen  wie  diejenige  des  Abschnitts  X  handelt. 

Demnach  ist  als  von  Helmert  entlehnt  zu  bezeichnen  der  in  dem  letz* 
ten  Abschnitt  benutzte  Gedanke,  die  linearen  Bedingungsgleichungen  statt 
in  der  gewöhnlichen  Form 

0=^ax  +  ^y  +  w, 
in  der  trigonometrischen  Form 

sinw,  cosw 

0  =  — -  X x  +  p 

m  n 

anzuwenden. 

In  den  Punkten ,  in  welchen  die  vorliegenden  Untersuchungen  sich  mit 
den  Helmer  tischen  „Studien^'  berühren,  glaube  ich  eine  Erweiterung 
der  betreffenden  Theorieen  geliefert  zu  haben. 

Ich  ergreife  diese  Gelegenheit,  Herrn  Helmert  für  die  durch  seine 
interessante  Abhandlung  erzielte  Förderung  meiner  Untersuchungen  den 
gebührenden  Dank  auszusprechen. 


Drnckfelilerbericlltigiuig«    Auf  S.  165  dieses  Bandes,  19. Zeile,  lies:  ^,Mul- 
tiplieation'*  statt  „Moditication^*.* 
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XVIL 
Integration  der  DiffSerenzengleichung 

Von 

Dr.  J.  Thomae, 

Docent  in  Halle. 


(FortsetzuDg  der  Abhandlung  in  Bd.  XVI  S.  146—  158  dieser  Zeitschrift.) 


Artikel  4. 

In  diesem  Artikel  stellen  wir  nan  einige  Betrachtungen  an  über  bjper- 
geometrische  Beihen  dritter  Ordnung  mit  einem  unendlich  grossen  Exponen- 
ten. Er  bildet  daher  eine  Ergänzung  meines  Aufsatzes  über  diese  Reihen 
in  den  Leipziger  Mathematischen  Annalen,  Bd.  II  S.  427.  Es  behält  die 
Reihe 


für  ein  über  alle  Grenzen  wachsendes  ß  dann  einen  Sinn ,  wenn  x  in  dem 
nämlichen  Verhältnisse  abnimmt,  als  ß  zunimmt.  Wir  führen  bei  Behand- 
lung dieses  Grenzfalles  zum  Gebrauch  in  diesem  Aufsatze  die  abkürzende 
Bezeichnung  ein : 

20)        =a«(l  +  |.  -^,4-7-^ 
\         *     ct  —  a  +  1 

+_L    «+<3\«  +  ^+i     g+r  «+/y>i    ^.  .   \ 

"^  1 . 2  '  a  —  a  +  1  •  a  --  «'  +  2 '  a—  « '  +  1 .  «  —  «"+  2  '  *"  /  ' 

woraus  durch  Vertauschung  von  a  mit  a  und  a"  die  Functionen 

''^  {'•;:/:-)•  •'-(:•/•/:  ^' . 
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hervorgehen.  Wo  keine  Verwechselung  möglich  ist,  werden  wir  diese  Aas- 
drücke mit  Wa{oc)^  We^{x)j  Wa"{x)  bezeichnen.  Es  sind  aber  Wa(x)^ 
Wa*{x)y  Wc^'{x)  drei  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung 


^,-(«+«'+«"+a;)- 


<f»y 


21)  dilgxY  'dilgxf 

+  [««'+  «'«"+«"„-  (^+  f)  X]  ^^.  -  («a'«"+  ^fx)  »  =  0, 

welche  man  ans  der  allgemeinen  Gleichnug  3)  der  Mathematischen  Annalen, 
II  S.  429,  leicht  herleitet.  An  derselben  Stelle  findet  sich  die  mit  4)  be- 
zeichnete Oleichung  vor: 

/«,  «,  «",     \ n{a^a').n{a-a').x' 

"V/J.  ?,  r.   )~n{a+§!~i).ii{a-vf-i).n(r<^'-§-).n{ra"-n 

22)  1  1 


"/"•/(T 


ö       ö 
aas  welcher  die  Gleicbung  folgt 

^  (^. J7(tt-«')il(«-«").a;'» 

,  '^•^^^-  7I(«+/J-1)  i7(«+r-l)  /ZC-a'-lT)  JK-a'-r) 
23)  1  1 


7  7 -CT 


.S)a'-|-/j'(l_ö)«"+r 


Durch  Vertauschnng  von  a  mit  «'und  u"  erhält  man  ebenso  Wa'{x)^ 
nnd  Wf^'{x)  durch  bestimmte  Doppelintegrale  dargestellt,  welche  wir  be- 
nutzen, nm  den  Grenzwerth  dieser  Functionen  für  ein  unendlich  grosses  x 
zu  finden. 

Dabei  setzen  wir  voraus,  dass  der  reelle  Theil  von  ^  grösser  als  der 
von  ^'  sei.    Ist  nnn  /  eine  positive,  ins  Unendliche  zunehmende  Zahl,  so  ist 

Um  {r¥"'  fVa{-'t).n(a+ß'^i)  n{a+ß"-\)  n{-a-ß^)  n{-a"-n 

'=»  i7(a-a')  /i («-«") 

1  1 

__.  Itm  rf\a-\-ß'    /  ^-     /  ^-  *^       '  .0^1  .e 


'ff-'^. 


welcher  Ausdruck  durch  Einführung  der  neuen  Variabein  u  für  0  mittels 
der  Gleichung 

w  =  0/ 
in  den  folgenden  übergeht: 

1  t 


0  0 
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Nun  ist  aber 

0  ^^  0 

und  unser  Grenzwerth  nimmt  daher  die  Gestalt  an : 

u 
(-1)«+'^'.  n{a+ß"-l)  J7(^-/J"-l)  nC-a'-jT) 
=  i7(-«'-/J") 

unter  der  Bedingung ,  dass  /J"  einen  grösseren  reellen  Tbeil  als  ß^'  hat.    Und 
80  finden  wir  das  Resultat 


^*^  _f_,^a       n(ß^-ß"-i)  7J(«-«)  J7 («-«") 

-  ^     '^  •  iZ(«+/f-l)  J7(-«'-n  TIC-«"-^)- 
Wir  nntersachen  auch  noch  den  Grenzwerth 

lim  WaO)  .  i7(a+/r^l)  77(«+r>-l)  nj^u^ß^)  nj^a^f) 

Er  ist  gleich 

1         1 
lim  ^-a'-a"-/r-, 


f=oo 


und  geht  durch  die  Substitution 


in  den  Ausdruck  über: 


•'s/"/ 


u  V 

1-,=-,   1-,=- 


„\«+/»'-l/         p\a+/»"-l 


-(-"r-'('-o' 


0  0 

=  jdu   idv  w-«'-/*' .  e— ' .  v-«"-/* ' .  e-" 

0        0 
==77(-«'-i3').77(-«''-r). 
und  man  gewinnt  so  das  Resultat 

(f      ff     \ 
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Vertauscht  man  in  24)  und  25)  j3'  mit  ß"  und  setzt  dann  /3"=  —  a'+l, 
80  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

^F^a^w,  a+^,  «-«'+1,  ^) 
Resultate,  welche  der  Theorie  der  Gauss 'sehen  Reihen  angehören. 


lim 
lim  ^-<^-V^-^-^^^—^^^rvJ  _    77(a-.0 


Artikel  5. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  suchen  wir  den  Zusammenhang  zwischen 
drei  Integralen  (Lösungen)  der  Differenzengleichung  3)  oder  der  Recur- 
sionsformel  2),  die  aus  den  unter  6)  und  7)  verzeichneten  beliebig  aus« 
gewählt  werden  können.  Wir  suchen  den  Zusammenhang  zwischen  den 
Functionen 

/a,    a\   a"\         jr7(-üf-n)  fn,   ß^,  ß"\ 

^"Vn,   ^',   ßV'      -JlTß^^n)-'^^'  V«,    «',   (."> 

-77 (^'-,,)  -Vi,«, «', «-; 

(in  denen  wir  das  siebente  Element  der  hypergeometrischen  Reihen ,  wel- 
ches 1  ist,  fortgelassen  haben,  was  fortan  immer  geschehen  soll). 

Zu  dem  Ende  denken  wir  una  die  zwischen  drei  Integralen  einer  Dif- 
ferenzengleichung noth wendig  vorhandene  Beziehung  in  die  Form  gebracht: 

26)     .      Fa    ^k[n)-j^—^.F^.    +k    (n)-jjj^r—y.F^^, 
worin  zur  Abkürzung 

l        a —  a  +  l    a  — a  +1 
«4-»    /yJ.tiJ.1       «-U/T       /y-i-/?'-Li       ivX/?"      iv-U/?"-i-^ 


1     •        2        ■«  — a'+r«— a'+2*a  — «"+1'«— a"+2 

/'^,       für    l  +  __.^,__^^.^___^,_^^+..., 

gesetzt  ist,  Ar'(«),  Ä"(n)  aber  noch  zu  bestimmende  periodische  Functionen 
bedeuten. 

Nun  setzen  wir  voraus ,  /3'  besitze  einen  grösseren  reellen  Theil  als  /3", 
und  ersetzen  in  der  unter  26)  aufgestellten  Gleichung  F^  durch  den  In- 
tegralausdruck 
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1 
i7(«~a") rF(a+n,  a+ß\  a>-a  +  l, 

ü 


s)  ds 


und  ersetzen  dann  noch  n  durch  n — m,  worin  m  eine  positive  ganze  Zahl 
bedeuten   soll.    Führt  man  in  dieses  Integral  für  s  die  neue  Variabele  a 

durch  die  Gleichung  ein:  5  =  — ,  so  gewinnt  dadurch  die  Gleichung  26)  die 

m 

Gestalt 


0 

""        i7(m+/?'-n)         ^    ^'        "^       77(m  +  ir'-fi)      '  ^Z^'       * 

In   dieser  Gleichung  gehen  wir  mit  der  ganzen  positiven  Zahl  m  zur 
Grenze  Unendlich  über  und  beachten,  dasd 

Um     Tpin-m) ,  lim     pin—m) - 

k'{n-m)=:k\n),     k"{n--m)  =  k"{n), 

Jim  m«+r.  J7(m~a~y»)^  /,•,„   m«+r.  77(w-a  -  ;i)  ^ 

«=«         i7(m+jS'-«)  •      »"=«>         iZ(m  +  /r'-;0 

ist,  so  kann  die  Gleichung  geschrieben  werden: 
m 
Pla+fi  —  m^  cf+/^»  «— cr'+l|  —jda 


=  Ä  (n)  7 
Die  linke  Seite  ist  aber  gleich 


0 

77  («-«") 


*  Vergl.  Anm.  2  S.  IbO  Bd.  XVI. 
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ßa+/J"— 1  tn  m  m 


(-0 


a"+r  •  1 


'a  — a'+l  *a  —  «'+2 '"      a-— a'+f* 


/         .^j  *  f(l  *«  —  o'+l'« — a'+2*"      a — tt'+ft 

Ü 


4.JL    _^^    «+^+^    _«  +  lt_     /'_>V 
'•"  1 .2 • «-«'+ 1  • «-  ft'+2 •  «  +  ^"+2  •  *-     "> 


+  • 


1         «+^'     «+/5'+l    a+jJ'+2      ff+r 


1.2.3  ■«-«'+1*  «-«'+2  ■  «-«'+8  ■«+jS"+2 


(-<»)'+...[ 


<'=-(-i)".(»+/j") 

was  nach  24)  gleich 

JJ(^-r-l)  £f(«-«')  /7(«+)r-l) 
i7(a+^- 1)77  (-«'-/?") 
ist.   So  finden  wir  also 

i7(«+/5'-l)iI(-«'-./3")  -'^  W         -     "n(a-«") 

Setzt  man  nun  dies  Hesultat  in  die  Gleichung  26)  ein  nnd  beachtet, 
dass  die  linke  Seite  sich  nicht  ändert,  wenn  ^  und  /3"  mit  einander  ver- 
tauscht werden,  die  rechte  Seite  also  dieselbe  Eigenschaft  haben  muss,  so 
findet  man,  dass  dies  nur  möglich  ist,  wenn  k\n)  aus  k'\n)  dadurch  hervor- 
geht, dass  man  darin  ^  mit  /5"  vertauscht,  so  dass  also  k\n)  nicht  beson- 
ders gesucht  zu  werden  braucht.  Die  Gleichung  26)  erhält  somit  die  Ge- 
stalt: 

^      17(^-/3^-1)  7I(«-o^)77(a-«")        7I(~a~rO  /«,/?',    f\ 

77(«+jS"-I)JZ(-o'-j3)77(-a"-j3')'   //(fT^«)    '    '*'  \«,  «,    a'7 
7I(i3^-~p"-l)  77(a-«)  77(a^O  7T(-a--/0  /;i,  ß\    f\* 

■^7I(«-f/r-l)7I(-a'-/S")77C-.«"~/3")'    n{ß"'-n)   '    '**  \«,  «',    «7' 


*  Macht  man  in  dieser  Gleichung  die  Substitation  nnd  den  Grenzübergang  der 
Anmerkung  von  8.  148  nnd  J49,  Bd.  XVI,  was  jedoch  nnr  möglich  ist,  wenn  x  ncga* 
tiv  während  dieser  Operation  gedacht  wird,  so  findet  man: 
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Vertauscht  man  hierin  a  mit  a  und  multiplicirt  nachher,  um  Integrale 
von  8)  zu  erhalten,  mit  UQ—a — n)  :  II{ — a — n),  so  erhält  man: 

^     n(ß"-ß'-l)  i7(a'-«)  nja-a")        JT(^«-«)  (n,    ^,    /T'X 

n(_a+ß"-l)n(-a-ß')n(-a"-ß')'    ilC/r-«)         '''Va,    a',    «"/ 

"^JZ(.a'+|S"-l)  m-a-t)  i7(-a"-j3")'  -ÖC^'-»)       '^'V«.  «,  «"/ 
und  ähnlich 

n(-a  -n)  \n,   ß,  ß  y 

n(ß'- ß'~  1)  j7(«"- «) n da"- «')     J7 (-«-«)   „/«,/»',  /r'\ 

J2(o"-/S"-))  iT(-«-/S')  n^-a'-fy  n{ß-n)    '    P'\a,   «',  «'7 
JT(^- )3"- 1)  J7(a"- «)  n(a"- a  )        J7 (-«-»)         /n,    jj-,    r\ 
■^iT(a"+/S'-l)n(-o-jS")Ji(-a'-|3")*  HC/S"-«)    '    <*' \«,   «',   o'V' 

Vertauscht  man  in  27)  ß'  und  n  mit  einander,  so  erhält  man 

->  < ;;  r) 

JI(«-a  )  nja^a")  Hj-a-ß')      (-1)»  J7(/3'->.-l)  n(|3"-«-l)         /«,  r,  ß"\ 
II{a+ß"-l).(-l)''co.iec{^-n)n'      «. JI(-a'-M)  J7{-o"-n)      '    "V«,  o',  «"/ 
n{a-a)nit,-cc"} n(-a-ß').svt{tt+n) n       n[-a~n}  /«,  /J',  /S"\ 

■*■  JI(|S"-|S') J7(-a-/S") n(-a"-ß") .sin («-/?'') n * i7(/3"-n)  *    '^  \«,  a,  «'7' 

Eliminirt  man  ans  27),  28),  29)  die  Functionen  Fp\  Pp,  so  erhält  man 
als  Bedingung  das  Verschwinden  der  Determinante 

Fi"*  n(«  -  st)  JI(o  -  a")  n  (o  - « )  n(a  - «") 


JI(-«-n)'    J7(«+/S"-l)i7(-o'-j3)  J7(  «"->)'    n(«+/J'-l)  iI(-«'-D  JI(  «""D 
J-^"^  J7(«-a)n(a-a")  JT(tt^a)  n(a-a") 


77(-a'-«)'    J7(«'+/S"-l)J7{-o-/3')iI(-a"-/r)'    7I((.'+/3'^iyn(  ä-^")  JI^«"-/»"  )i 
F^^ n(ft'-c)JZ(tt"-a)  i7(«'-«»)J7(tt^'-«0       _  I 

i7(-a"-«)'  iT(«"+/s"-i) i2(-o(-/s') ni-a/y  n(«"+/3'-i) n(-«-/j'-)n(-«-/3")! 

Der  Coefficient  von  Fa^ :  n(— «— «)  ist  hierin 


/"(o+fc,  o+b',  a-o'+l,  as) 
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^  cosec  (a+  ß')  n  ,  cosec  {a'+  ß")  n  —  rosec  (a+  ß"")  n  ,  cosec  (a'+  ß')  n ) 
I cosec (a'+ 13' ) 7c  .  cosec (a'+  ß") k       cosec  («"+  ß') n  .  cosec («"+  ß")n) 

"~  n  .  sin  (a  — ff")7r  '  n{—a—ß')  JI(— a— /5") 

X  {  sin  («'+  /3")  ;c  .  5f »  (o"+  jS')  tc  —  «m  («'+  j3')  «  .  sm  (a '+  j3")  ti  j 

Der  Coefficieot  von  F^^:  JJ^^ci  —  n)  ist 

und  der  Coefficient  von  FJ?^^ :  Jl^—a'—n)  ist 


«  — « 


Der  Factor  sin(ß' — ß")  n  ist  den  Coefücieuten  gemeinsam  und  kann 
daher  fortgelassen  werden,  wenn  man  die  Determinante  gleich  Null  setzt. 
Ausserdem  mnitipliciren  wir  sie  mit 

7t.i7(— «— «), 
am  sie  zu  einer  Relation  zwischen  den  Integralen  6)  zu  machen,  und  divi- 
diren  mit  ,  ,      ,f^  ^  „      -^  f         /v 

und  erhalten  so  die  Gleichung 

^  J7C«-a-^l)J7(«"-«-l)      JI(-«->»)       .„) 

Es  findet  also  in  der  That  eine  lineare  homogene  Belation  mit  perio- 
dischen (sogar  mit  constanten)  Ooefficienten  statt  zwischen  den  drei  unter 
6)  aufgestellten  Integralen.  Vertauschen  wir  darin  a  mit»,  a  mit  ^^  tl' 
mit  ß*\  so  finden  wir  eine  Relation  zwischen  den  unter  7)  verzeichneten  In- 
tegralen, wenn  wir  die  Gleichung  mit  einem  passenden  Ooefficienten  multi- 
pliciren,  wie  folgt: 

,,.  (-i)"j7(^-,,-i)j7(iy'-«-o      /«,  |3',  n 

.      (-1):« i7(y-/?'-l) nj-u-n)     ,„) 

"^ sin{ß-n)  n  '  J7(-«-/S')  J7(^a'-|S')  n(-a"-ß)  '  J2(-«'_n)     »^ 

■      (-0"^ njf-f-}) n{-a-n)     ,„_ 

"^si>i(^"-»);r-J7(~o-/r')  J7(-«'-/S")"jI(-«''_/?")'n(-«"-«)    **         ' 
in  welcher  die  Coefficienteo  periodisch  sind. 
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Setzt   man  in  31)  /5"=--a"+l,  so  ftUt  das  letzte  Glied  fort  nnd  die 
Gleichung  verwandelt  sich  in  die  folgende: 
n(a'-a-l) 


F, 


C:  7.  ■) 


iT(-«-|3') 

oder  in  der  Gauss* sehen  Bezeichnung: 

,  n(a — a  —  1)     nC—a  —  fi)     ^,     ,  *  .  /i'      /         .  % 

+  n[-a-n-nl-a-ny''^''+"^  « +^  '  «-«+'..0  =  0. 

welche  Gleichnng  sich  durch  die  bekannten  Formeln 

i7/-„j.«       a.«'  'J..     n       n{a-a')  n(-a-a-ß'-n) 

„,'.«'./,..         .  N       n(tt  —  u)n(—a—a  —  ff—n'\ 

leicht  a  posteriori  verificiren  lässt- 

Artikel  6. 

Es  erübrigt  noch ,  Relationen  zwischen  den  nnter  6)  oder  7)  anfgestell- 
ten  Integralen  und  den  unter  14)  oder  15)  verzeichneten  herzuleiten.  Dies 
soll  hier  geschehen.  Vertauschen  wir  in  der  ersten  der  nnt«r  18)  sich  be- 
findenden Gleichungen  a  mit  n,  a  mit  j?,  a"  mit  jS",  so  erhalten  wir  die 
Gleichung : 


(n,  ß',  ß^\ 


Setzen  wir  dann  in  der  Function 

die  wir  zur  Abkürzung  mit  F^^J_^_f^,_ßi  bezeichnen,  7J+m  für  «,  so  i^t 

und  daher,  wenn  »i  positiv  ist. 

Um    y[nJ^m)  ^  Um        .   1  — «— ^    1  -»c  — /y 

in  =  00     l—o— «'—/?'         m=oo        '  j      ,      •  ^'' j^    I    1     *    "* 

=  i^(l_«-.(3',  1-«-^,  2-«-^-^,  1), 
welcher  Ausdruck  einen  Sinn  hat,  wenn  der  reelle  Thcil  von  jS"  kleiner  als 
der  von  jj'  ist  und  in  diesem  Falle  gleich' 
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n(ß'-^ß"^\),t]{a'^X) 


ist.    Daraus  leitet  man  die  unter  der  Bedingnng,  dass  der  reelle  Theil  von 

ß"  kleiner  als  der  von  /f  sei,  giltige  Gleichung  ab 

Q,^    ^im  m«+/^^  (-1)"  +  "»,  njß'-n^m^l)  n{ß^'-n^m^i)  (n^m,ß!,f\ 

_  Um       (-1)"+'"^         m«+/^-.  n(pr-n^m^\)  n{-n^m^k)  Fi^Jj^^.^^, 

ZlWI     (-  1 )".  W  .»'**  +  ^'  5f>?  («+«')  TT  ä/«  ( W  +  «")  ^ 

"• = *      Sf  n  (j3"-  «)  71        sin  (/3'-  w )  tc  sin  («  +  ^)  ^ 

^nCw  +  m-/?)  n(fi  +  m  +  X-l)  lT(a"-A)  JT(-a"-/5") 

__(-l)^7K_    5t>i(yi  +  a)?rgm(//  +  c  Jff    Hiß-ß'-^X) 

"  sin{n'^')n~sxn(n'^ß')nsin(nJ^k)n    JlC-a-jS")  JZ(^«'-jj")^(-«"-'/5'')' 

Da  nun  zwischen  je  drei  Integralen  der  Gleichung  3)  eine  lineare  ho- 
mogene Kelation  mit  periodischen  Coefficienten  stattfinden  muss,  so  kön- 
nen wir 

{^iyn{ß:^n^\Mi(ß:'^n^\)      (n,  ß\  r\ 

c\n)n{7i  +  a'-\)  /  2-»  ,  l+a  +  a'+jT,  l  +  a+a'+^'\ 

""J2{«  +  a  +  a  +  iS'-l)^^  +  "'*""'"^'^\-a-l,        -«'-1      ,       ~A-1        ) 

+j7(«+«+«'+r-i)'  ^*+"+"'+'^'  v^«-i,   -«-1  ,   -A-1   ; 

setzen,  worin  c  (/i),  c"(n)  periodische  Functionen  sind.  Für  die  beiden 
F-  Functionen  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  wollen  wir  zur  Abkür- 
zung beziehentlich  /W^  !„..-,/,  F^A.aXa'+fi"  ^^^^en.  Man  bemerkt  leicht, 
dass     . 

Um  /*("  +  »")  ,      ,  =  1         lim  P(n  +  m)  ,  -=  l 

sei.    Da  ferner 

c'  («  +  m)  =  c'  (n ) ,     c"  («  +  m)  =  c"  («) 

ist,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  folgt  aus  der  oben  aufgestellten 
Gleichnng  mit  Rücksicht  auf  32)  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  unter  den 
über  ß"  und  ß^  gemachten  Bedingungen 

Um   rnr-ß'  =  0 

m  =  oo 

ist,  die  Gleichung 

Um  i-ir^^  n{ß'-n^m^\)niß"-n^m^\)  /n  +  m,  ß\  ß'\ 

»"'=«  J7(-«-»i-a)iI(-n-m-a:')  '  .-^i.+«\^    ^     ,  «',   « 7 

__      (-1)"  «        sin  (n  +  a)  n  sin  (;i  +  «")  tc 


sin  {n  -  /5")  n'   sin{n'-ßt)7t  sin  (w  +  A)  tt 

r"(«). 
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Setzt  man  nun  diesen  Werth  für  c"(n)  in  die  Gleichung)  die  wir  zwi- 
sehen  drei  Integralen  oben  annahmen,  ein  und  bemerkt,  dass  die  linke 
Seite  derselben  in  Bezug  auf  ^,  ß"  symmetrisch  ist,  die  rechte  Seite  es 
also  auch  sein  muss,  so  fulgt  daraus 

(—  l)"  ;r   sin (;i  +  a'j  «  .  sin {n  +  a')  n 
sin  {n  —  ß^)n'   sin  (n  —  /3")  it .  sin  (w  +  Ä)  « 

n{ß"-ß'-\)  _ 

X j7(_„_|j)  j7(-«'-/j')  «(-„"=7) -    ^"'- 

Hieraus  fliesst  endlich  die  Gleichung,  durch  welche  der  an  der  Spitze 
dieses  Artikels  geforderte  Zusammenhang  zwischen  drei  Integralen  her- 
gestellt wird : 

(-l)nj7(P-»-l)n(r->— 1)  „  (r,,  ß-,  ß^'\ 
^*)  n(-«-a'Ji2(-«-a'0      "Va,  o',  a'7 

( —  1)"  3t    sin  (t)  +  ot')  n  sin  (n  +  a")  »t 
"~  sin  (ti  —  ^')  «  "  sin  (n  —  ß'")  n  sin  (n  +  X)  ä 

^ nrr-^-i)  J7(»+° -1)  ■  frU+a-^ß- 

n{,-tt-ß)  tH^-d-ß)  n{-a"-ß')  JI(„  +  a+«'+(S'-l) 

(—  1 )"  w    «H  (n  +  a)  n  sin  (n  +  «")  ä 
sin  (n—ß")it'  sin {n—ß')n  sin  (n  +  k)n 

ncß'^^'-l)  n(n  +  a'-\)  .  F('!)^^      1,^ 


X 


//(-«- /S")  TIC- «'- ^')  J/ (- o"- ß")  JJ ^n -i- « + o'+  /J"-I) ' 

welche  Oleicbnng  mit  Fortlassnog  periodischer  Factoren  anch  so  geschrie- 
ben werden  kann: 

sinin  +  XU.n(n  +  u"-l)         (n,  (?,  ß" 


*'^  «.THn-^)nVt^^rr'^' 


\a,  a\  et") 


IHß^-ß'^D.Fi^l^^.^^ 


"^  /7(-tt-iJ")77(-a'-i3")  f7(-a"-/?") /!(«  +  «+ a+i?"-l)" 

Setzt  man  darin  j5'=  — «'+! ,  so  fällt  das  erste  Glied  der  rechten  Seite 
fort  und  man  erhält 

77(w  +  a"— 1)  sin{n  +  a  +  a"+  ß")  n  ä' .  ,     ,x 


was  sich  leicht  a  posteriori  verificiren  lässt. 

Vertauscht  man  in  35)  a  mit  ti ,  a  mit  ß\  a    mit  ^",  fo  folgt  noch 
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m(A+")»t.n(«+p"-i)     /«,  «',  «"\ 

"^^  n  .  JI(«-«')  «(«-«")      "  V« ,  ß',  ß^'J 

TTf  '■      '     t^    p  (  '^-«    '  1+/»'+«'+«,        1  +  «"+^+«       \ 

ili-n-a)  n{—ß'—a)  Jr(-/3"-«')  n{n  +  (i  +  a+^-l) 
TlU     «"     X\F       ..        /  2-a,   1+«'+^+«,        1  +  «"+^+«       \ 

^  iI(_„_«'^)J7(_|3'_a'')J7(-|3"-«")i7(«  +  a+7'+/3'-l) 

Hiermit  ist  das  vorgesteckte  Ziel  erreicht. 
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XIX.    lieber  Normalen  an  Cnrven  zweiter  Ordnung. 

Theorem:    „Die  Fusspunkte  der  ans  den  einzelnen  Punkten 
einer   Geraden   auf  einen  Kegelschnitt  gefällten  Nor- 
malenquadrupel   bilden    eine    biquadratische    Involu- 
tion." 
Um  dieses  Theorem,  aus  welchem  eine  ganze  Menge  anderer  Lehrsätze 
fliesst,  nachzuweisen,  beziehen  wir  unsern  Kegelschnitte,  zunächst  auf  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem ,  dessen  Anfangspunkt  ein  Hauptseheitel 
und  dessen  Abscissenaxe  eine  Hauptaxe  des  Kegelschnittes  ist.   Die  Gleich- 
ung der  Curve  C^  hat  dann  bekanntlich  die  Form 
1)  y^=r2px  +  qa^. 

Andererseits  wollen  wir  jedoch  die  einzelnen  Punkte  des  Kegelschnit- 
tes dadurch  eindeutig  bestimmen,  dass  wir  das  Theilverhältniss  u  jenes 
Strahles  einführen,  welcher  den  betreflFenden  Punkt  (xy)  mit  dem  Coordi- 
natenanfangspunkt  verbindet,  wobei  das  Theilverhäitnisa  bezüglich  des 
Paares  der  Coordinatenaxen  bestimmt  werden  soll,  so  dass  also 

'  X 

ist.    Nun  können  wir  sehr  leicht  die  Coordinaten  eines  Punktes  durch  seinen 
Parameter  ausdrucken.    Aus  1)  und  2)  folgt  nämlich  sehr  leicht 

«\  2/?  Ipu 

3)  a:  =  V^»     y  =  -/— • 

Für  die  Richtungsconstante  der  Kegelschnittstangente  im  Punkte  (w)  er- 
hält man 

dy  ^u^-\'q 

dx         2m   ' 
Soll  nun  die  Verbindungslinie  des  Punktes  (t<)  mit  einem  Punkte  (|t;) 
der  Kegelschnittsebene  eine  Normale  des  Kegelschnittes  im  ersten  Punkte 
sein,  so  muss 
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y  —  v  ^y 


x  —  l'dx 


+  1  =  0, 


oder  wenn  man  für  j:,  y  und  --  die  u  enthaltenden  WertUe   einführt  und 

ax 

eine  einfache  Reduction  vornimmt: 

4)  1?  (m*—  ^»)  +  2|m  (u^—q)  —  2p  w  (m«+  ^r  +  2)  =  0. 

Bewegt  sich  nun  der  Punkt  ($17)  auf  einer  Geraden  G^  so  sind  |,  fj  an 

eine  Gleichung  von  der  Form 

ri  =  a'^  +  b 

gebunden.     Führt   man   diesen  Werth   von  ri  in  4)  ein,   so  nimmt  4)  die 

Form  an: 

Diese  Gleichung  ist  in  u  vom  vierten  und  in  §  vom  ersten  Grade;  jedem 
Werthe  von  £  entspricht  eine  vierwerthige  u- Gruppe,  während  ein  Werth 
von  u  unzweideutig  den  entsprechenden  £- Werth  und  damit  auch  die  übri< 
gen  drei  m -Werthe  tier  Gruppe  liefert.  Das  m- System  ist  demnach  wirklich 
eine  Involution  vierten  Grades »  wie  auch  schon  aus  der  Gleichung  5)  zur 
Genüge  ersichtlich  ist. 

Nun  habe  ich  dargethan,  dass,  wenn  auf  einem  Kegelschnitte  eine  In- 
volution n*®"*  Grades  sich  befindet  und  man  die  Punkte  jeder  ihrer  Gruppen 
unter  einander  durch  Gerade  verbindet,  die  Gesammtheit  dieser  Verbin- 
dungslinien eine  Curve  («  —  1)*«''  Classe  umhüllt.  (Siehe  Orelle,  Band  72: 
„üeber  Involutionen  höherer  Grade"  oder  das  vorige  Heft  dieser  Zeitschr.) 
Unser  Ergebyiss  bezüglich  des  Kegelschnittes  t?,  kann  man  daher  auch  in 
folgender  Weise  ausdrücken: 

,flst  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  C,  eine  Ge- 
rade G  gelegen  und  fällt  man  von  einem  variablen 
Punkte  p  der  Geraden  die  vier  Normalen  pa^^  pa^,  pa^^ 
pa^  auf  (7,,  so  umhüllen  die  sechs  Seiten  des  vollstän- 
digen Vierecks  («1  fl^t  «s  «4)  eine  Curve  -  dritter  Classe 
(sechster  Ordnung).** 
Wir  wollen  diese  der  Geraden  G  so  zu  sagen  entsprechende  Curve 
dritter  Classe  mit  G'  bezeichnen. 

Es  geschieht  dreimal,  dass  zwei  von  den  vier  durch  p  gehenden  Nor- 
malen zusammenfallen,  und  sechsmal,  dass  zwei  solche  Normalen  unendlich 
nahe  zu  einander  rücken.  Es  seien  nämlich  Pi,  Pf,  Ps  lesp.  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  G  mit  der  grossen  (reellen),  der  kleinen  (imaginären) 
Axe  und  der  unendlich  weiten  Geraden  der  Ebene.  Von  den  vier  Normalen, 
die  durch  einen  dieser  Punkte  gehen,  fallen  zwei  zusammen,  ohne  dass 
jedoch  gleichzeitig  auch  ihre  Fusspunkte  zusammenfielen.  So  z.  B.  stellt 
die  grosse  Axe  zwei  von  den  durch  pi  gehenden  Normalen  vor,  während 
trotzdem  die  Fusspunkte  der  beiden  zusammenfallenden  Normalen  verschio- 
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den  sind ,   da  sie  die  beiden  Scheitel  der  grossen  Axe  sind.    Diese  Axe  ist 
somit  die  Verbindungslinie  zweier,  einer  und  derselben  Gruppe  angehöriger 
Punkte,   und  folglich  wird  G^  diese  Axe  berühren.     Da  dasselbe  von  der 
kleinen  Axe  und  der  unendlich  weiten  Geraden  gilt,  so  können  wir  sagen: 
,,Die  einer  Geraden  G  entsprechende  Cnrve  G*  be- 
rührt   die    beiden   llauptaxon    des   Kegelschnittes   and 
die  unendlich  weite  Gerade  der  Ebene.'^ 

Jeder  der  beiden  Punkte  p^ ,  p^  ist  Mittelpunkt  eines  den  Kegelschnitt 
C,  doppelt  berührenden  Kreises,  so  zwar,  dass  die  Berührungssehne  eine 
Tangente  von  G^  ist.  Die  Berührungspunkte,  verbunden  mit  den  Scheiteln 
der  zur  Berübrungssehne  senkrechten  Kegelschnittsaxe,  liefern  vier  weitere 
Tangenten  von  G',  so  dass  wir  im  Ganzen  3  +  2.4,  d.  i.  eilf  Tangenten 
haben.  Eine  zwölfte  erhält  man  als  jenen  Kegelschnittsdurchmesser,  der 
conjugirt  ist  zu  der  zu  G  senkrechten  Richtung.  Er  verbindet  die  Fuss- 
punkte  der  beiden  vom  unendlich  weiten  Punkte  p,  gefällten  Normalen  des 
Kegelschnittes.  ' 

Unsere  gesammten  zwölf  Tangenten  sind  offenbar  mehr  als  genügend, 
um  die  der  Geraden  G  entsprechende  Curve  G'  zu  fixiren.  Die  Haupteigen- 
schaft der  letzteren  besteht  darin ,  dass  jede  ihrer  Tangenten  den  Kegel- 
schnitt in  einem  Punktenpaare  schneidet,  dessen  Normalen  sich  auf  der 
Geraden  G  treffen.  Die  beiden  Curven  (7,  und  C  besitzen  sechs  gemein- 
same Tangenten ,  welche  als  Gerade  aufzufassen  sind,  die  den  Kegelschnitt 
Ct  in  zwei  unendlich  nahen  Punkten  schneiden.  Die  Kegelschnittsnormalen 
in  solchen  zwei  Punkten  sind  zwei  unendlich  nahe  Normulen,  und  ihr 
Schnittpunkt  wird  daher  nicht  nur  der  Geraden  6?,  sondern  auch  der  Evo- 
lute des  Kegelschnittes  angehören.  Wir  sehen  also,  dass  die  Normaleq  des 
Kegelschnittes  (7,  in  den  Berührungspunkten  seiner  sechs  mit  G^  gemein- 
schaftlichen Tangenten  die  Kegelschnittsevolute  in  Punkten  berühren,  die 
auf  der  Geraden  G  liegen.  Diese  Berührungspunkte  sind  somit  nichts  An- 
deres, als  die  Schnittpunkte  von  G  mit  der  Kegelschnittsevolute. 

Die  sämmtlichen  Curven  G\  welche  den  Geraden  eines  Strahlen- 
büschels entsprechen,  bilden  eine  Curvenreihe,  d.  h.  ein  System  von  Cur- 
ven dritter  Classe  mit  neun  gemeinschaftlichen  Tangenten.  In  der  That 
berühren  alle  Curven  des  Systems  zunächst  die  unendlich  weite  Gerade  und 
die  beiden  Hauptaxen  des  Kegelschnittes  und  ferner  die  sechs  Seiten  des 
vollständigen  Vierecks ,  dessen  Ecken  die  Fusspunkte  der  vier  durch  den 
Büschelscheitel  gehenden  Normalen  sind.  Hieraus  folgt  jedoch  (siehe  die 
erwähnte  Abhandlung  im  Journal  von  Grelle,  S.  201),  dass  dieses  Viereck 
und  das  von  der  unendlich  weiten  Geraden  und  den  beiden  Kegelschnitts- 
axen  gebildete  Dreieck  einem  und  demselben  Kegelschnitte  eingeschrieben 
sein  müsse.  Dieser  Kegelschnitt  ist  offenbar  die  bekannte  gleichseitige, 
durch  den  Mittelpunkt  uusers  ursprünglichen  Kegelschnitts  gehende  Hyper- 
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bei ,  mittels  deren  die  dnrcb  den  Scheitel  unsere  Strahlenbtischels  gehenden 
vier  Normalen  erhalten  werden  können. 

Bekanntlich  entspricht  jedem  Punkte  in  der  Ebene  unsers  Kegelschnit- 
tes eine  solche  gleichseitige  Hyperbel ,  die  man  erhält,  wenn  man  aus  dem 
Punkte  auf  die  einzelnen  Paare  conjugirter  Durchmesser  i>,  B'  resp.  Senk- 
rechte  jP,  P'  fällt  und  mit  ersteren  wechselweise  zum  Durchschnitt 
bringt,  so  dass  also  die  gleichseitige  Hyperbel  sich  als  der  Ort  der  Punkte 
(PI)')  und  (P'i>)  darstellt.  Sie  schneidet  unsern  Kegelschnitt  in  den  vier 
Fusspunkten  der  Normalen ,  die  man  auf  ihn  aus  dem  der  Hyperbel  ent- 
sprechenden Punkte  fällen  kann. 

Bewegt  sich  nun  dieser  Punkt  auf  der  festen  Geraden  6,  so  wird  die 
Schaar  der  entsprechenden  Hyperbeln  durch  den  Schnittpunkt  dieser  Ge- 
raden mit  jenem  Durchmesser  unsers  Kegelschnittes  hindurchgehen,  wel- 
cher conjugirt  ist  zu  dem  auf  G  senkrechten  Durchmesser.  Da  nun  alle 
diese  Hyperbeln  auch  durch  den  Mittelpunkt  und  die  beiden  Axenrich- 
tungen  nnsers  Kegelschnittes  hindurchgehen,  so  bildet  die  Hyperbelschaar, 
welche  den  einzelnen  Punkten  einer  Geraden  entspricht,  ein  Kegel- 
schnittsbüschel. Jede  Gurve  dieses  Büschels  schneidet  unsern  Kegel< 
schnitt  in  vier  solchen  Punkten ,  deren  Normalen  sich  in  einem'  Punkte  von 
G  durchschneiden. 

Eine  biquadratische  Involution  geht  sofort  in  eine  cubische  über,  wenn 
ein  festes  Element  allen  Elementcnquadrupeln  gemeinschaftlich  ist;  in 
jedem  Quadrupel  existirt  dann  ausser  dem  festen  Elemente  ein  Elementen- 
tripel,  und  die  Gesammtheit  dieser  Elemententripel  liefert  eine  cubische 
Involution.  Bezüglich  der  von  uns  betrachteten  Involution  tritt  dies  ein, 
wenn  die  Gerade  Q  zu  dem  Kegelschnitte  C,  eine  Normale  ist.  Denn  in  der 
That  wird  dann  der  Fusspunkt  von  Q  allen  Fusspunktsquadrnpeln  gemein- 
sam sein.  Mit  Eücksicht  auf  den  von  uns  bezüglich  der  Involutionen  auf 
Kegelschnitten  ausgesprochenen  allgemeinen  Satz  kann  also  behauptet 
werden: 

„Fällt  man  von  den  einzelnen  Punkten  einer  Ke- 
gelschnittsnormale auf  den  Kegelschnitt  die  drei  wei- 
teren Normalen,  so  bestimmen  deren  Fusspunkte  Drei- 
ecke, welche  alle  einem  und  demselben  Kegelschnitte 
umschrieben  sind.'* 

In  dieser  Weise  entspricht  jeder  Normale  G  von  C,  ein  Kegelschnitt 
(7*,  welcher,  da  er  die  unendlich  weite  Gerade  berührt,  eine  Parabel  sein 
mnss.  Die  beiden  Hauptaxen  von  C,  sind  auch  Tangenten  der  Parabel,  so 
dass  also  deren  Directrix  durch  den  Mittelpunkt  von  (7,  gehen  wird.  Das 
Letztgesagte  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man  bemerkt,  dass  in  diesem  Falle 
die  Cnrve  dritter  Classe  G^  in  den  Fusspunkt  der  Kegelschnittsnormale  G 
und  einen  Kegelschnitt  —  die  Parabel  C*  —  zerfallen  ist. 


Digiti 


zedby  Google 


444  Kleinere  Mittbeilungen. 

Wird  die  Gerade  G  eine  Doppelnormale  von  Cf^  d.  h.  entweder  eine 
der  Hanptaxen  oder  die  unendlich  weite  Gerade,  so  werden  in  der  biqua- 
dratischen  Involution  zwei  feste  Punkte  (die  Schnittpunkte  von  G  mit  C,) 
allen  Gruppen  gemeinschaftlich  sein,  so  dass  die  biquadratische  Involution 
in  eine  «quadratische  tibergehen  muss.  Das  Centrum  dieser  quadratischen 
Involution  (d.  i.  der  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  der  einzelnen 
Punktenpaare)  ist  entweder  der  Mittelpunkt  von  C,  oder  die  Richtung  der 
einen  Hauptaxe,  je  nachdem  die  Gerade  G  unendlich  weit  oder  aber  die 
andere  Hauptaxe  ist. 

Schliesslich  wollen  wir  den  Fall  betrachten,  welcher  eintritt,  sobald 
der  Kegelschnitt  C,  eine  Parabel  ist.  Wird  C,  eine  Parabel,  so  wird  9=0, 
und  hieraus  ergiebt  sich  für  die  Involutionsgleichung  5)  die  Form 

ttg  [aM>  +  2m«]  +  u  [6i/»  -  2p  (m«+2)]  =0, 
oder  aber,  nach  Unterdrückung  des  Factors  u\ 

I  [a  w  +  2]  M«  +  [6  M»  -  2p  (w«  +  2)]  =  0 , 
was  offenbar  die  Grundgleichung  einer  cubischen  Involution  ist.  Die  biqua- 
dratische Involution  geht  in  diesem  Falle  in  eine  cubische  über,  weil,  des 
Factors  u=0  wegen,  alle  Gruppen  das  Element,  dessen  Parameter  Null  ist, 
gemeinsam  haben.  Das  Erscheinen  dieses  gemeinschaftlichen  Elementea 
rührt  davon  her,  dass  man  jede  zur  Parabelaxe  parallele  Gerade  als  Nor- 
male im  unendlich  weiten  Punkte  der  Parabel  ansehen  kann. 
Für  eine  Parabel  gilt  daher  der  Satz^ 

„Fällt  man  von  den  einzelnen  Punkten  einer  festen 
Geraden  G   auf  eine  Parabel  C,   die   möglichen  Norma- 
lentripel,   so   sind  die  durch  die  Fusspunkte  bestimm- 
ten   Dreiecke    alle   einem    festen  Kegelschnitte  G*   um- 
schrieben/* 
Auch  in  diesem  Falle  ist  die  Curve  G^  eine  Parabel. 
Wird  G  eine  Normale  der  Parabel  C,,  so  geht  die  cubische  Involution, 
eines  festen  Elementes  wegen ,  in  eine  quadratische  über.    Dies  giebt  den 
Satz: 

„Fällt   man   aus   den   einzelnen  Punkten  einer  Nor- 
malen« 6?    einer    Parabel    C^    die    noch    möglichen    Nor- 
malenpaare auf  die  Parabel,  so  gehen  die  Verbindungs- 
linien der  einzelnenFusspunktenpaare  alle  durch  einen 
festen  Punkt  g.'' 
Da  die  unendlich  weite  Gerade  ein  solches  Normalenpaar  und  daher 
gleichzeitig  die  Verbindungslinie  seiner  Fusspunkte  darstellt,  so  muss  der 
Punkt  g  auf  der  unendlich  weiten  Geraden  liegen.    Es  zeigt  sich  also  auch 
umgekehrt,   dass  die  Normalenpaare  in  den  Endpunkten  einer  parallelen 
Sehnenschaar  sich-auf  einer  Normalen  der  Parabel  schneiden. 

Schliesslich  bemerken  wir,  dass  es  eine  leichte  Aufgabe  sei,  die  Be* 
rührungspunkte  der  einzelnen  Tangenten  der  von  uns  betrachteten  Curven 
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£^^  und  G^  zu  finden,   wenn  man  die  KrümmnngsmiUelpuukte  des  Orund- 
kegelflchnittes  C^  zu  geeigneter  Anwendung  bringt. 

Mailand,  März  1871.  Dr.  Emil  Wetr. 


XX.    Aufsuclinng  der  parallelen  Drebaxen,  für  welche  ein  materielles 
Pendel  die  n&mliolie  Schwingnngszeit  besitzt. 

Die  inPoggendorff's  Annalen,  Bd.  134  S.  621,  veröffentlichte  Notiz 
meines  Collegen  Prof.  Weinhold  regte  micb'im  Februar  1869  zu  einer 
jene  Notiz  erweiternden  Mittheilung  in  der  Section  für  Physik  und  Chemie 
der  hiesigen  naturwissenschaftlichen  Gesellschaft  an.  Vielleicht  bietet  der 
Inhalt  dieser  Mittheilung  auch  in  weiteren  Kreisen  einiges  Interesse  und 
mag  deshalb  hier  auf  einem  anderen  und  allgemeineren  Wege  abgeleitet 
werden. 

I.  Wirken  auf  die  einzelnen  materiellen  Punkte  der  um  die  Drehaxe 
i>j  drehbaren  Masse  M^=^Z(in)  eines  physischen  Pendels  parallele  Kräfte, 
deren  Richtung  auf  der  Drehaxe  senkrecht  steht  und  deren  Grösse  der 
Masse  jener  Punkte  proportional  ist  und  daher  einfach  dem  n- fachen  Pro- 
ducte  aus  der  Masse  und  der  Beschleunigung  g  des  freien  Falls,  d.  h.  dem 
n- fachen  Gewichte  dieser  Punkte  gleichgesetzt  werden  mag,  und  wählen 
wir  die  Drehaxe  D^  als  Z-Axe  eines  dreimal  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems,  dessen  ^Z- Ebene  parallel  zur  Eichtung  der  auf  die  Massentheil- 
eben  wirkenden  parallelen  Kräfte  liegt,  dann  liefert  die  auf  das  Massen- 
theilchen  m  wirkende  Kraft  k^=:nmg  für  die  Drehung  um  Z>]  ein  Moment 
ky  =  krsinö,  wenn  y  und  r  die  Entfernungen  des  materiellen  Punktes  m 
von  der  XZ-  Ebene  und  von  der  Drehaxe  D^  bedeuten,  r  aber  unter  dem 
Winkel  ö  gegen  die  ÄZ-  Ebene  geneigt  ist.  Die  sämmtlichen  Massentheil- 
eben  des  materiellen  Pendels  liefern  demnach  für  die  Drehung  um  Z>,  das 
Moment 

E(ky)=^ng 2(mrsinS)x=^ng£{my)^ngrix  2(m)  =  ng  MX^  sini^^ 
wenn  der  Schwerpunkt  S  des  materiellen  Pendels  um  ly,  von  der  JfZ- Ebene, 
um  Ai  von  der  Drehaxe  D^  entfernt  ist  und  wenn  A|  den  Winkel  di  mit  der 
XZ- Ebene   macht.     Ist  i?i  =  0,   so  befindet  sich   das  Pendel   im  Gleich- 
gewichte. 

II.  Soll  das  Moment  £{ky)  dem  um  Dx  schwingenden  materiellen  Pen- 
del die  Winkelbeschleunigung  q^  ertheilen ,  so  muss 

2{ky)=^q,£{mr*)  =  q,MQ,' 
sein,   wobei  ^i  den  Trägheitshalbmesser  der  Masse  M  für  die  Drehaxe  />( 
bedeutet.    Hat  die  Masse  M  für  eine  durch  ihren  Schwerpunkt  S  gelegte, 
zu  Z>|  parallele  Drehaxe  J)  den  Trägheitshalbmesser  ^,  so  ist  bekanntlich 
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Solleo  also  die  auf  die  einzelneii  Massentheilchen  m  wirkenden  Kräfte 
k  der  Masse  M  die  Beschleanignng  q^  ertheilen ,  so  mass  die  Gleichung 

^'  =  — ^?— =-7Tv  =^''"^ 

bestehen. 

Für  die  Bewegung  gegen  die  Gleichgewichtslage  hin  ist  die  Winkel- 
geschwindigkeit in  dem  nächstfolgenden  Zeitelement  di 

dS, 

die  Winkelbeschleunigung  aber 

_^dfVi  ^       dFöt 

^'"li d?' 

daher  findet  sich,   wenn  n^^  und  do  die  Anfangswerthe  von  w^  und  d|  sind, 
weiter 

— -  - —  =  —  2  A  —stnOi    und    I  —  I  —  ^^  =  2^  (cosd,  — co^do), 

woraus  sich  in  bekannter  Weise  die  Schwingungszeit  i^  durch  Integration 
ermitteln  lässt. 

III.  Ergiebt  sich  für  eine  andere,  zu  D^  und  D  parallele  Drehaxe  Z>„ 
deren  Abstand  von  S  die  Länge  A^  hat,  während  der  Trägheitshalbmesser 
von  M  für  i>,  mit  q^  bezeichnet  werden  soll,  bei  dem  Ausschlag  d|  die  näm- 
liche Winkelbeschleunigung  ^i ,  so  hat  das  materielle  Pendel,  bei  gleicher 
Anfangsgeschwindigkeit  und  Anfangslage,  für  beide  Axen  Z>|  und  2>,  die- 
selbe Schwingungszeit.  Dazu  bedarf  es  also  nur  der  Erfüllung  der 
Gleichung 

weil  nun  aber  auch  (»s*  =  ^'+-V  i^^»  so  mnss 

sein ,  d.  h.  entweder 

A,  =  A,  oder  q*  =  1^1^. 

IV.  Die  Bedingung  A,=A,  verlangt,  dass  die  beiden  Drehaxen  Z>,  und 
i>2  auf  einer  geraden  Kreiscy linderfläche  vom  Halbmesser 
A|  liegen,  dessen  Axe  mit  der  Schweraxe  D  zusammenfällt. 
Bei  A|=A,  ist  natürlich  auch 

Qi^9t  «nd  ^*  =  ^i'  — V==^t'  — A,«. 

V.  Soll  dagegen  bei  Aj^Ai  die  Bedingung  p*=A|A,  einfüllt  werden,  so 
muss  ,         , 

A,+A,  =  A,  +  f=^=6 

ein;  aus  der  Gleichung  für  q^  in  II  findet  sich  aber    leicht,  dass 
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die  Länge  des  einfachen  oder  mathematischen  Pendels  ist,  welches  mit 
dem  nm  D^  schwingenden  materiellen  Pendel  gleiche  Schwingungszeit 
besitzt;'  für  das  einfache  Pendel  hatte  man  ja  hnr  in  II  und  I  die  Grössen 
r  und  d  constant  zu  nehmen,  nämlich 

r=5  6  und  ^=^J,. 
Wenn  also  zwei  parallele  Drehaxen  i>(  und  D^  nicht  aufdcrselbeu 
geraden  Kreiscjlinderfläche  um  die  zu  ihnen  parallele  Schweraxe  D  liegen 
und  doch  das  Pendel  für  beide  Axen  Z>i  und  D^  die  nämliche  Schwingungs- 
zeit hat,  so  gleicht  die  Summe  der  Abstände  Aj  und  A,  der  bei- 
den Drehaxen  2>,  und  Z>,  vom  Schwerpunkte  S  der  Länge  b 
des  einfachen  Pendels,  dessen  Schwingungszeit  mit  der  des 
materiellen  Pendels  übereinstimmt. 

VI.  Die  beiden  Bedingungen  As  =  Ai  und  ^*  =  AiA,  lassen  sich  auch  zu- 
gleich erfüllen.    Dann  wird  aber 

Ai  =  ^  =  At, 
ebenso 

^,«  =  2A,'=a^2*  und  6  =  2A,  =2^. 

Es  fallen  albo  dann  die  beiden  concentrischen  Cylinderflächen  vom  Halb- 
messer A|  und  As  in  eine  zusammen.  Der  Werth  U^^q  liefert  zugleich  das 
Maximum  der  Winkelbeschleunigung  gj  und  das  Minimum  der  Pendel- 
länge b  oder  der  Schwingungszeit. 

VII.  Legt  man  durch  den  Schwerpunkt  Sf  eine  zu  2?  senkrechte  Gerade, 
80  schneidet  sie  jene  beiden  Cylinderflächen  in  vier  Punkten  ^, ,  A^^  A^  und 
A^^  von  denen  je  zwei  als  Aufhängepunkt  und  Schwingungspunkt 
zusammengenommen  zu  werden  pflegen ,  sobald  sie  um  b  von  einander  ent- 
fernt sind ,  d.  h.  sobald  sie'  nicht  auf  derselben  Cylinderfläche  und  auch 
nicht  auf  derselben  Seite  von  S  liegen. 

Besteht  man  indcss  bei  der  Aufsuchung  des  Schwingungspunktes  nicht 
darauf,  die  Länge  des  dem  materiellen  Pendel  entsprechenden  einfachen 
Pendels  in  der  bequemsten  Weise  zu  finden,  nämlich  so,  dass  Af  und  A,  in 
gerader  Linie  neben  einander  liegen  und  dnrch  Addition  b  liefern,  so  kann 
man  nach  V  den  Begriff  des  Schwingungspunktes  erweitern ;  man  hat  dann 
unter  dem  Scbwingungspunkte  nicht  einen  Punkt  zu  verstehen  (wie 
unter  dem  Schwerpunkte  5),  auch  nicht  eine  gerade  Kreiscjlinder- 
fläche um  Z>,  (wie  unter  dem  am  Ende  des  Trägheitshalbmessers  q^  lie- 
genden Massenmittelpunkte),  sondern  eine  geradeKreiscylinder- 
fläche  um  die  zu  D^  parallele  Schweraxe  2>.  Dann  haben  aber 
nach  V  auch  alle  auf  derselben  geraden  Kreiscylinderfläche  um  D  liegende 
Drehaxen  Dy  einen  gemeinschaftlichen  Schwingungspunkt  />,. 

Chemnitz.  Ed.  Zetzscue. 
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XXI.   XTeber  die  Abhängigkeit  des  ErdmagnetiBiniiB  von  der 
Eotation  der  Sonne. 

Von  Prof,  Dr.  Hornsteinin  Prag. 

Tn  einer  der  Wiener  Akademie  eingesendeten  Abhandlung  zeigt  der 
Verfasser,  dass  die  Aenderungen  jedes  der  drei  Elemente  der  erdmagneti- 
sehen  Kraft:  Declination,  Inclination  und  horizontale  Intensität  eine  Periode 
von  26J-  Tagen  andenten.  Die  periodische  Veränderang  der  Declination  für 
Prag  beträgt  (1870) : 

0,705  m(a:  + 190^20'), 

wo  x=0  ist  am  0.  Januar  1870  und  a:==360^  am  0.  Januar  1871.  Für  Wien 
ist  diese  Oscillation  noch  etwas  grösser.  Die  Oscillation  der  Inclination 
(1870)  ist  nahe  ^  von  jener  der  Declination,  jene  der  Intensität  nahe  24  Ein- 
heiten der  vierten Decimale.  Professor  Hornstein  hält  diese  periodischen 
Veränderungen  des  Erdmagnetismus  für  eine  Wirkung  der  in  Rotation  be- 
griffenen Sonne  und  findet  im  Mittel  aus  mehreren  Bestimmungen  als  die 
Dauer  der  Periode  20,33  Tage.  Diese  Zahl  kann  daher  als  das  Resultat 
eines  ersten  Versuches,  die  sjnodische  Rotationszeit  der  Sonne 
mit  Hilfe  der  Magnetnadel  zu  bestimmen,  betrachtet  werden. 
Die  wahre  Rotationszeit  der  Sonne  ergiebt  sich  hierau6=24,55  Tage, 
also  fast  genau  übereinstimmend  mit  dem  Werthe,  welcher  für 
die  Rotationszeit  der  Sonuenflecke  in  der  Aequatorialzone 
derSonne  aus  astronomischenBeobachtungengefunden  wurde 
(nach  Spörer  24,541  Tage). 
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**  Weisbach,  Anleitung  zum  axonometrischen  Zeichnen,  Freiberg,  1857. 
***  Schlesinger,  Die  darstellende  Geometrie,  §  45,  Wien,  1870. 
Zeilschrifi  f.  Malhomatik  u.  Physik  XVI,  6.  r^    ^^       T 
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spective) .  Freibnrg  im  Breisgau ,  1871. 

**  Weisbach,  Anleitung  zum  azonom einsehen  Zeichnen,  Freiberg,  1857. 
***  Schlesinger,  Die  darstellende  Geometrie,  §  45,  Wien,  1870. 
ZeiUchrifl  f.  Mathoroatik  u.  Physik  XVI,  6.  31  j 
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vi»MOM  — MM»  ^  «'•«ftvvfa«  AuteMiuiif  »um  üUMsraMoftfien  (die  Folar-  und  Parallelper- 
spective) .  Freiburg  im  Breisgau ,  1871. 

**  Weisbach,  Anleitung  zum  axonometrischen  Zeichnen,  Freiberg,  1857. 
***  Schlesinger,  Die  darstellende  Geometrie,  §  45,  Wien,  1870. 
Zeilschrifl  f.  Mathematik  a.  Physik  XVI,  6.  31 
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Gmndzüge  der  schiefen  Farallelperspective. 


Von 


Dr.  L.  BUBMESTER, 
Privatdocent  am  Polytechnikum  zu  Dresden. 


(Hierza  Taf.  VIII  u.  IX ,  Fig.  l  —  19.) 


§1. 

Einleitung. 

Die  schiefe  Parallelperspective  ist  von  mehreren  Antoren,  welche  die 
Berechtigung  derselben  nicht  erkannt  haben,  in  ungerechter  Weise  gegen 
die  anderen  Projectionsmethoden  zurückgesetzt  worden.  ErstDelabar* 
hat  sich  bemüht ,  der  schiefen  Parallelperspective  wieder  Eingang  zu  ver- 
schaffen, indem  er  ihr  eine  analytische  Begründung  widmete,  welche  der 
von  Weisbach  **  gegebenen  analytischen  Begründung  der  rechtwinkligen 
Parallelperspective  (Axonometrie)  analog  ist.  Die  analytische  Begründang 
einer  Projectionsmethode  ist  aber,  wie  Delabar  selbst  sagt,  ein  Umweg. 
Auch  bei  der  rechtwinkligen  Parallelperspective  ist  man  wieder  auf  die 
geometrische  Begründang  zurückgegangen,  weil  sie  dem  graphischen 
Zwecke  der  Projectionsmethode  angemessener  ist.  Die  schiefe  Parallelper- 
spective, welche  doch  nur  ein  specieller  Fall  der  Polarperspective  ist,  hat 
noch  nicht  dieselbe  freie  Behandlung  gefunden,  durch  welche  die  Polarper- 
spective zu  einer  höheren  Entwickelung  befähigt  wurde,  Schlesinger^** 
hat  in  dieser  Richtung  einen  Versuch  gewagt,  indem  er,  genau  der  Polar- 
perspective nachahmend,  in  die  Parallelperspective  die  Analogieen:  Hilfs- 


*  Delabar,  Abhandlung  über  die  verschiedenen  Projectionsarten  etc.,  St. 
Gallen  18Ö0.  Delabar,  Anleitung  zum  Linearzeichnen  (die  Polar- und  Parallelper- 
spective) .  Freiburg  im  Breisgau ,  1871. 

**  Weisbach,  Anleitung  zum  axonometrischen  Zeichnen,  Freiberg,  1857. 
***  Schlesinger,  Die  darstellende  Geometrie,  §  45,  Wien,  1870. 
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ange,  Angpunkt,  Distanzkreis,  FInchtpnnkt  etc.  einführt  und  hierdurch  die 
Constrnctionen  vermittelt.  Dies  ist  aber  ein  Fehlgriff;  denn  durch  eine  solche 
pünktliche  Nachahmung  werden  die  Constructionen  der  schiefen  Parallel- 
perspective  nicht  einfacher,  sondern  gar  umständlicher  als  die  Constructio- 
nen der  Polarperspective. 

Auch  die  von  Delabar  durch  Grund-  und  Aufriss  ausgeführten  Con- 
structionen der  Bilder  der  schiefen  Parallelperspective  sind  verwerflich, 
weil  sie  zu  umständlich  sind  und  der  schiefen  Parallelperspective  keine 
Selbstständigkeit  gewähren. 

Durch  eine  zweckmässige  geometrische  Begründung  der  schiefen  Pa- 
rallelperspective und  durch  Einfachheit  der  Constructionen,  welche  theils 
reine  Specialfälle,  theils  Modi6cationen  der  polarperspectiyischen  Constructio- 
nen sind,  wollen  wir  die  bis  jetzt  meist  verkannte  schiefe  Parallelperspective 
in  den  Rang  erheben,  welcher  ihr  neben  der  Polarperspective  gebührt;  und 
sie  muss  ihrer  Einfachheit  und  Nützlichkeit  wegen  dem  Techniker  das  wer- 
den ,  was  die  Polarperspective  dem  Maler  ist. 

§2. 
Von  der  Affinität 

1.  Denken  wir  uns  von  allen  Punkten  eines  Gegenstandes  parallele 
Gerade  gezogen,  welche  eine  gegebene,  gegen  diese  Geraden  schiefgestellte 
Ebene  schneiden,  so  sind  die  Durchschnittspunkte  die  schiefen  Pr oje c- 
tionen  oder  die  parallelperspectivischen  Bilder  jener  Punkte. 
Die  gegebene  Ebene  heisst  die  Projections-  oder  Bildebene;  die  pa- 
rallelen Geraden  nennt  man  die  Projections-  oder  Sehstrahlen  und 
die  Richtung  derselben  heisst  die  Projections-  oder  Sehrichtung. 

Ziehen  wir  (Fig.  1)  durch  einen  in  der  Ebene  E  liegenden  Punkt  a 
einen  Sehstrahl  aa^,  der  die  Bildebene  E^  in  <i,  trifft,  so  ist  a|  das  Bild 
von  a,  und  ziehen  wir  ebenso  durch  einen  Punkt  b  in  E  einen  zu  aaj  paral- 
lelen Sehstrahl  bb^^  so  ist  auch  b^  das  Bild  von  b.  Denken  wir  uns  dieses 
Verfahren  auf  alle  Punkte  einer  in  E  liegenden  Geraden  aa  angewendet, 
welche  die  Durchschnittslinie  aß  der  Ebenen  E  und  E^  in  a  schneidet,  so 
liegen  die  zugehörigen  Bilder  auf  der  Geraden  a^  er,  welche  das  Bild  oder 
die  schiefe  Projection  der  Geraden  aa  ist.  Jedem  Punkte  in  £  entspricht 
also  ein  Punkt  in  E^ ,  jeder  Geraden  in  E  eine  Gerade  in  Ei, 

Je  zwei  entsprechende  Punkte  liegen  auf  einer  paral- 
lelen Geraden  und  je  zwei  entsprechende  Gerade  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte  der  Durchschnittslinie  von  E 
und  El, 

Wenn  zwei  ebene  Figuren  in  einer  solchen  geometrischen  Beziehung 
stehen,  so  heissen  diese  Figuren  perspectivisch  affine  Figuren,  und 
die  Durchschnittslinie  ihrer  Ebenen  wird  die  Affinitätsaxe  genannt. 
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Ziehen  wir  die  Gerade  ab  und  die  Gerade  a^b^j  so  schneiden  sich 
diese,  weil  adj  and  66,  parallel  sind,  in  einem  Punkte  v  der  AffiniUtsaxe, 
und  01^1  ist  das  Bild  der  Geraden  ab.  Durch  zwei  Paare  entsprechender 
Punkte  gehen  also  entsprechende  Gerade.  Ebenso  leicht  kann  man  auch 
nachweisen,  dass  zwei  Paare  entsprechende  Gerade  sich  in  entsprechenden 
Punkten  schneiden.  Ziehen  wir  in  der  Ebene  J^  Parallelen,  z.  B.  eicr,  6j3..., 
so  sind  auch  ihre  Bilder  a, a,  6,j3...  parallel. 

^egen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  aaa^^bßb^,,,  ist 

a_a^^bß  _ 

a,  of      biß 
und  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ava, ,  6i/6, ...  ist  auch 

av       hv 

II,  V        6,  V 

Hieraus  folgen  die  Sätze: 

Parallele  Strecken  stehen  zu  ihren  parallelen  Bildern 
in  einem  constanten  Verhältnisse. 

Bestimmte  Strecken  auf  einer  Geraden  stehen  zu  ihren 
Bildern  in  einem  constanten  Verhältnisse. 

Die  Bilder  von  bestimmten  Strecken,  die  in  einer  zur  Affinitätsaxe  pa- 
rallelen Geraden  liegen,  sind  diesen  Strecken  gleich. 

Sind  die  Ebenen  E  und  E^  parallel,  dann  liegt  die  Affinitätsaxe  im  Un- 
endlichen, und  das  Bild  einer  in  der  Ebene  E  liegenden  Figur  ist  dieser 
Figur  congruent. 

2.  Drehen  wir  die  Ebene  E  mit  einer  in  ihr  gedachten  Figur  2J,  deren 
Bild  Zi  sein  möge,  um  die  Affinitätsaxe  in  der  Richtung  des  Pfeiles  tp  oder 
q>\  bis  sie  mit  der  Ebene  E^  zusammenfällt,  wie  resp.  Fig.  2  oder  Fig.  3 
zeigt,  so  werden  die  angegebenen  Beziehungen  der  Figuren  ^  und  27,  nicht 
geändert.  Die  entsprechenden  Geraden  a«,  a, a  und  6j3,  6,j3...  behalten 
ihre  Schnittpunkte  a,  /?...  in  der  Affinitätsaxe,  und  wegen  der  Gleichungen 

aa  ^bß  _ 
fl,a      6,]8        *' 
und  des  Parallelismus  der  Geraden  acr,  bß,,.  und  a, a,  biß,.,  sind  die 
Geraden  aa, ,  66,  ...,  welche  entsprechende  Punkte  verbinden,  parallel. 
Diese  Geraden,  als  unbegrenzt  betrachtet,  entsprechen  sich  selbst  und  heis- 
sen  daher  auch  selbstentsprechende  Gerade. 

Wenn  eine  Figur  2,  die  Affinitätsaxe  und  zwei  entsprechende  Punkte 
gegeben  sind,  so  kann  man  leicht  die  in  derselben  Ebene  liegende  ent- 
sprechende Figur  Zi  construiren. 

In  Fig.  2  oder  3  ist  aß  die  Afßnitätsaxe  und  a,  a,  sind  entsprechende 
Punkte.  Um  nun  zu  einem  beliebigen  Punkte  b  in  2  den  entsprechenden 
Punkt  6,  in  2J,  zu  bestimmen,  ziehen  wir  die  Gerade  a6,  welche  die  Affini- 
tätsaxe in  V  trifft,  verbinden  v  mit  a,  und  ziehen  durch  b  zu  aa^  eine  Pa- 
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rallele  bb^.  Diese  schnoidet  a,v  in  dem  entsprechenden  Pankte  6j.  Auf 
diese  Weise  kann  man  leicht  die  Figur  üi  constrniren,  welche  der  Fignr  27 
entspricht.  * 

§3. 
Die  OmndriM-  und  Anfriattraee  einer  Geraden. 

1.  Wir  betrachten  zuerst  nur  die  Tracen  einer  Geraden,  welche  einen 
Sehstrahl  und  zugleich  die  Sehrichtung  repräsentirt. 

Dieser  Sehstrahl  rs  ist  in  Fig.  4  durch  seine  Grundrissprojection  r^s^ 
und  durch  seine  Aufrissprojection  r,  s^  gegeben.  Wir  bestimmen  auf  be- 
kannte Weise  die  Tracen  (,  und  r,,  welche  der  Sehstrahl  rs  mit  der  Grund- 
riss-  und  der  Aufrissebene  bildet,  indem  wir,  um  i^  zu  erhalten,  in  dem 
Schnittpunkt  /,,  in  welchem  r,s,  die  Projectionsaxe  ^j  schneidet,  auf  A^ 
eine  Senkrechte  I2U  ziehen,  die  r^s^  in  der  Grundrisstrace  /,  trifft.  Ebenso 
ergiebt  sich  die  Aufrisstrace  r,.  Wir  errichten  nämlich  im  Durchschnitt  Ti, 
welchen  ^|5,  mit  ^{  bildet,  auf  Ai  die  Senkrechte  T|T|,  und  diese  schneidet 
/,s,  in  der  Aufrisstrace  t,. 

Betrachten  wir  die  Aufrissebene,  auf  der  im  Räume  die  Grundrissebene 
senkrecht  steht,  als  Bildebene  für  die  schiefe  Projection,  so  ist  die  Aufriss* 
trace  r,  das  Bild  oder  die  schiefe  Projection  der  Grundrisstrace  (,.  Da  wir 
uns  bei  der  rechtwinkligen  Projection  die  Grundrissebene  in  die  Aufriss- 
ebene (Bildebene)  umgelegt  denken,  so  können  wir  auch  f,  als  die  Umlegnng 
der  Grundrisstrace  ansehen,  und  es  sind  /|  und  t,  entsprechende  Punkte. 
Denken  wir  uns  noch  für  mehrere  zu  rs  parallelen  Strahlen  r  s\  r" s\..  die 
Tracen  i^Xt  und  i\x\,,,  bestimmt,  so  sind  '1,^1,  <"|...  und  TtT',r", ... 
zwei  in  der  Bildebene  liegende  perspectivisch  affine  Figuren,  deren  Affini- 
tätsaxe  die  Projectionsaxe  A^  ist,  und  x^x^x'\.,.  ist  das  Bild  einer  Figur 
tff\.,^  welche  in  der  auf  der  Aufrissebene  (Bildebene)  senkrecht  stehen- 
den Grundrissebene  liegt.  Für  unsere  weitere  Betrachtung  genügen  jedoch 
die  entsprechenden  Punkte  /j  und  r,.  Die  durch  diese  Punkte  gehende  Ge- 
rade /(T,  ist  eine  selbstentsprechende  Gerade,  zu  der  alle  übrigen  selbstent- 
sprechenden Geraden  parallel  sind.  Der  von  i^  auf  die  Affinitätsaxe  A^  ge- 
zogenen Senkrechten  /, /f  entspricht  als  Bild  die  Gerade  Ts/,,  welche  die 
Verlängerung  der  Aufrissprojection  ^2^*2  ^®s  Sehstrahles  sr  ist. 

2.  Der  Sehstrahl  rs  war  durch  seine  senkrechten  Projectionen  r^s^  und 
r,^,  gegeben  und  hierdurch  waren  die  Tracen  /, ,  t,  bestimmt.  Nehmen  wir 
nun  aber  umgekehrt  die  Tracen  /, ,  x^  im  Voraus  beliebig  an,  so  ist  auch 
durch  diese  Tracen  die  Lage  dos  Sehstrahles  rs  bestimmt,  und  wir  können 


♦  Eine  in  dieser  Art  weitergehende  Behandlung  der  Affinität  findet  man  in: 
„Der  mathematische  Unterricht  in  der  begehreibenden  Geometiie  auf  Realschulen", 
von  Dr.  A.  Flohr.   Berlin,  1869. 
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rückwärtsgehend  seine  rechtwinkligen  Projectiooen  r,5, ,  r,5,  constrniren. 
Zu  diesem  Zweckt  ziehen  wir  von  ii  und  tt  auf  die  Projectionsaze  ^^  resp. 
die  Senkrechten  /|/t  nnd  Ttt^]  dann  liegt  die  Grundrissprojection  r, 5|  in  der 
Geraden  T|/j  nnd  die  Aufrissprojection  r,^,  in  der  Geraden  Tt/j*  Begrenzen 
wir  diese  Geraden  eventuell  durch  die  Punkte  rj,  s^  und  r,,  «,,  so  erhalten 
wir  die  Projectionen  des  begrenzten  Sehstrahles  rs.  Mittels  dieser  Projec- 
tionen  kann  man  auch  leicht  die  Winkel  bestimmen,  welche  die  Sehrichtung 
mit  der  Grundrissebene  und  mit  der  Aufrissebene  bildet.  Ziehen  wir  s^^s^ 
senkrecht  r^s^  und  gleich  s's2j  so  ist  der  Winkel,  welchen  die  Sehrichtnng 
mit  der  Grnndrissebene  bildet,  gleich  dem  Winkel  Sj/i^q.  Ebenso  erhält 
man  auch  erforderlichenfalls  den  Winkel,  welchen  die  Sehrichtung  mit  der 
Aufrissebene  einschliesst, 

§4. 
Die  Coordinatenazen. 

1.  Nehmen  wir  in  der  Bildebene  Fig.  5  zwei  rechtwinklige  Coordina- 
tenaxen  OX  und  OZ  an,  und  betrachten  wir  OX  als  Projectionsaxe ,  so  wis- 
sen wir  nach  S  3  Nr.  1 ,  wenn  die  Sehrichtung  durch  die  senkrechten 
Projectionen  Y^Si  und  OSf  gegeben  ist,  dass  die  schiefe  Projection  OFder 
in  0  auf  der  Bildebene  senkrechten  F- Axe  mit  der  Geraden  Os^^  der  Auf- 
rissprojection der  Sehrichtung,  zusammenfällt.  Die  Verlängerung  OF^  der 
Z-Axe,  deren  Lange  OY^^^OZ^iOX  ist,  betrachten  wir  als  die  Umlegung 
der  F-Axe.  Ziehen  wir  also  durch  den  Schnittpunkt  w,  den  s^  Y^  mit  OX 
bildet,  auf  02r  eine  Senkrechte  wY^  welche  s^O  in  F  trifft,  so  ist  Öl^  das 
Bild  oder  die  schiefe  Projection  der  begrenzten  F- Axe,  deren  Länge  gleich 
OX  oder  gleich  OZ  ist.  Die  Lage  und  Grösse  des  Bildes  OY  ist  auch  durch 
den  Winkel  i^,  welchen  die  Aufrissprojection  Ost  der  Sehrichtung  mit  der 
Jf-Axe  bildet,  und  durch  die  Verhältnisszahl 

OY 

gegeben. 

Wir  können  somit  den  für  die  Folge  sehr  wichtigen  Satz  aussprechen : 
Die   Bilder   der    zur  Bildebene    parallelen    begrenzten 
Geradon   sind   gleich   diesen  Geraden,    und   die  Bilder  der 
auf  der  Bildebene  senkrechten    begrenzten   Geraden   ver- 
halten sich  zu  diesen  Geraden  wie  OF:  OF^  oder  ti :  l. 

Des  besseren  Verständnisses  wegen  haben  wir  die  Bildebene  in  Fig.  5 
durch  ein  Quadrat  OZVX  vmA.  die  Umlegung  der  Grundrissebene  durch  ein 
gleichen  Quadrat  OXH^Y^  umgrenzt.  Construiren  wir  aus  OF,  OZ  das  Pa- 
rallelogramm OYHX^  so  ist  dieses  Parallelogramm  das  Bild  der  begrenzten 
Grundrissebene.  In  den  beiden  perspectivisch  affinen  Figuren  OY^U^X  und 
OY HX  sind  YY^  und  HH^  selbstentsprechende  Gerade. 
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Wir  können  anch  in  Fig.  5  die  Richtung  der  Geraden  Os^^  d.  fa.  den 
Winke]  ^,  nnd  die  Verhälinisszahl  n  beliebig  annehmen  and  wie  in  S  S 
Nr.  2  rückwärtsgehend  die  Sehrichtnng  bestimmen.  Hiernach  kann  man 
also  die  Grössen  i/;  und  n  beliebig  wählen.  Wir  wollen  in  der  Folge  bei 
unseren  Zeichnungen  der  Bestimmtheit  und  der  Zweckmässigkeit  wegen 
tf;  =  30^  und  n  =  ^  nehmen.  In  diesem  speciellen  Falle  stehen  die  selbst- 
entsprechenden Geraden  (T^JT,  H^H...)  auf  OT  senkrecht  nnd  bilden  mit 
der  AT-Axe  einen  Winkel  von  60^ 

Soll  nun  in  Fig.  6  die  schiefe  Projection  einer  in  der  Grundrissebene 
liegenden  Figur  abc..,  construirt  werden,  so  zeichnen  wir  die  Umlegang 
foh^Co  dieser  Figur  in  die  gewünschte  Lage,  fallen  von  einem  Punkte,  z.  B. 
von  «Tg,  auf  OÄ  eine  Senkrechte  r/^a,  ziehen  aa  parallel  OY  und  durch  Oq 
parallel  zu  Vq^  ^^^^  selbstentsprechende  Gerade  a^a,  welche  aa  in  a  trifft; 
dann  sind  Aq,  a  zwei  entsprechende  Punkte  und  ag^gV,  abv  zwei  ent- 
sprechende  Gerade.  Ziehen  wir  dann  durch  6,  eine  selbstentsprechende  Ge- 
rade, so  erhalten  wir  die  entsprechenden  Punkte  6^,  6  u.  s.  w« 

§5. 
Darstellung  des  Punktes,  der  Geraden  und  der  Ebene. 

1.  Sind  die  Coordinaten  Xy  y,  z  eines  Punktes  Ar*  im  Räume  gegeben, 
so  erhalten  wir  in  Fig.  7  seine  schiefe  Projection  A,  indem  wir  OA^^x 
machen,  durch  A^  zu  OFeine  Parallele  .^«i^i  =  n.y  =  ^y  und  dann  A^A=^z 
parallel  OZ  ziehen.  Führen  wir  noch  durch  A,  zu  OZ  und  durch  A  zu  OK 
eine  Parallele,  so  ist  der  Durchschnitt  A^  das  Bild  der  Aufrissprojection, 
sowie  At  das  Bild  der  Grundrissprojection.  Construiren  wir  ferner  noch  das 
Bechteck  AA^AyA^^  dessen  Seiten  beziehungsweise  der  X-  und  Z-Axe  pa- 
rallel sind ,  dann  ist  A^  das  Bild  der  Kreuzrissprojection.  In  gleicher  Weise 
sind  die  Punkte  B^  B^y  B^y  B^  construirt.  Sind  zwei  von  diesen  Punkten 
gegeben,  so  sind  die  übrigen  Punkte  bestimmt  und  man  kann  die  Lage  des 
betreffenden  Punktes  im  Räume  ermitteln. 

In  Fig.  7  haben  wir  die  genannten  Punkte  durch  Gerade  verbunden. 
Es  ist  AB  das  Bild  der  Geraden  ArBr  und  es  sind  Ax  B^,  A^B^^  A^B^  resp. 
die  Bilder  der  orthogonalen  Projectionen  dieser  Geraden  auf  die  drei  Co- 
ordinatenebonen  xy^  xz,  y  z.  Die  Lage  und  Grösse  einer  Geraden  ist  be- 
stimmt, wenn  zwei  von  den  vier  Geraden  gegeben  sind.  Soll  die  Länge  der 
Geraden  AyBr  bestimmt  werden,  so  ist  es  am  einfachsten,  wenn  die  Gerade 


*  Wir  bezeichnen  einen  Punkt  im  Räume  mit  einem  Buchstaben  nnd  der  Marke 
r,  2.  B.  An  sein  Bild  einfach  mit  A;  das  Bild  der  Projection  des  Punktes  Ar  auf  die 
xt/-j  xz-  und  ys-Kbcne  bezeichnen  wir  resp.  mit  A^^  A^^  A^  und  das  Bild  der  Pro- 
jection desselben  auf  die  a?-,  y-,  z-Axe  resp.  mit  Axy  Ay,  A%.  Die  Unilegung  eines 
Punktes  Ar  in  die  Bildebene  bezeichnen  wir  mit  A^^  oder  in  besonderen  Fallen  auch 
mit  A^y  A  (,.... 
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darch  ihr  Bild  AB  und  dnrch  das  Bild  A^B^  ihrer  AufrissprojectioD  gegeben 
ist.  Behufs  der  Bestimmung  der  Länge  errichten  wir  auf  A^^  B^  in  //,  und  B^ 
die  Senkrechte  A^Af,^  B^  B^^  go  dasa 

A^o  =  -^,^  =  2^,i4   und  BtBa  =  -  BaB=2B.B 

ist;  dann  ist  A^B^^  die  Länge  der  Geraden  ArBr,  Gebt  man  diesen  Constrac- 
tionsweg  rückwärts ,  so  kann  man  auch  das  Bild  einer  gegebenen  Strecke 
dieser  Geraden  bestimmen. 

2.  Eine  Ebene  E  ist  in  Fig.  8  durch  die  drei  Schnittpunkte  a,  ^,  y, 
welche  sie  resp.  mit  der  x-^y*^  t-Axe  bildet,  gegeben.  Die  Verbindungs- 
linien ttß^  ßYi  ya  dieser  Punkte  sind  die  Tracen  der  Ebene  £  in  den  Co- 
ordinatenebenen  xt/f  yz^  zx.  Eine  zweite  Ebene  JS'  ist  noch  in  Fig.  8  durch 
die  Punkte  a\  ß>,  y  gegeben.  Das  Bild  Di  J^  der  Durchscbnittslinie  der 
beiden  Ebenen. £  und  Ef  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  i>|  der 
Tracen  aj3,  d  f[  mit  dem  Schnittpunkt  ^t  der  Tracen  a/,  ay  verbinden. 
Es  ist  />!  die  Grnndrisstrace  und  z/,  die  Aufrisstrace  der  Durchschnittslinie. 
Die  drei  Geraden  ßyy  jS'/,  B^/t^  müssen  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 
Ziehen  wir  B^D^  parallel  OFund  /It^x  parallel  02,  dann  isti>|^|  das  Bild 
der  Grundriasprojection  und  B%^^  das  Bild  der  Aufrissprojection  der  Durch- 
schnittslinie. 

3.  In  Flg.  9  ist  eine  Ebene  E  durch  die  Punkte  a^  ß^  y  und  eine  Ge- 
rade ArBr  durch  ihr  Bild  AB  und  durch  das  Bild  AiB^  ihrer  Grundrisspro- 
jection  gegeben.  Es  soll  der  Durchschnitt  der  Geraden  ArBj.  mit  der  Ebene 
E  bestimmt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  die  Gerade  a/Bt 
eine  Ebene  Ef  senkrecht  auf  die  Grundrissebene.  Das  Bild  ihrer  Grnndriss- 
trace ist  die  Gerade  A^B^^  welche  aß  ikl  Bi  und  0^  in  J^  schneidet,  und 
ihre  Aufrisstrace  ist  die  durch  J^  parallel  OZ  gezogene  Gerade  ^tJ^f  die 
ay  in  Jf  trifft.  Die  Gerade  A^t  ist  das  Bild  der  Durchschnittslinie  der 
Ebenen  JS und  E']  und  verlängern  wir  AB  bis  zum  Durchschnitt  i^  mit  />|  J^^ 
so  ist  F  das  Bild  des  Schnittpunktes,  welchen  ArBr  mit  der  Ebene  J?  bildet. 
Das  Bild  Pj  der  Grundrissprojection  dieses  Punktes  erhalten  wir,  wenn  wir 
PPf  bis  AiBi  parallel  OZ  ziehen. 

4.  Es  sollen  die  Neigungswinkel  bestimmt  werden,  welche  die  in 
Fig.  10  durch  die  Punkte  a,  /?,  y  gegebene  Ebene  E  mit  den  Coordinaten- 
ebenen  bildet.  Um  den  Neigungswinkel  v  der  Ebene  E  und  der  Aufriss- 
ebene (Bildebene)  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  durch  die  Y-Axe  eine 
Ebene  auf  die  Trace  ay  senkrecht  gelegt.  Wir  ziehen  von  0  auf  ay  eine 
Senkrechte  Ot,  dann  ist  der  Winkel  Oiß  das  Bild  des  Neigungswinkels  v. 
Damit  wir  seine  wahre  Grösse  durch  Umlegung  erhalten,  errichten  wir  in 
0  auf  Ol  eine  Senkrechte  O/S'o,  deren  Länge  gleich  ^ 


0p!\=j^0ß{=-i.0ß) 
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ist.   Dann  ist  Oß^i  die  ümlegnng  des  Dreiecks  Oßi  und  der  Winkel 

Behufs  der  Bestimmung  des  Neigungswinkels  u  der  Ebene  £  und  der 
Grundrissebene  zeichnen  wir  die  Umlegung  aßf'^  der  Trace  aß^  fallen  von 
0  auf  aß'\  eine  Senkrechte  Oh^  und  machen  auf  OX  die  Strecke  Oh\=Oh^y 
dann  ist  der  Winkel  Oh^y^u;  denn  ziehen  wir  h^^h  parallel  ß^'oßt  so  ist  der 
Winkel  Ohy  das  Bild  des  Neigungswinkels  ti,  dessen  ümlegung  Oh^y  ist. 
In  gleicher  Weise  kann  man  auch  den  Neigungswinkel  bestimmen,  den  die 
Ebene  E  mit  der  Ereuzrissebene  bildet. 

5.  In  Fig.  11  ist  das  Bild  abc,  einer  ebenen  Figur  gegeben,  deren 
Ebene  E  die  Coordinatenaxen  in  den  Punkten  ccy  ß^  y  schneidet.  Es  soll 
die  wahre  Grösse  dieser  Figur  construirt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  zeich- 
nen wir,  wie  in  Fig..  10,  das  Dreieck  Otj^^,  verlängern  die  von  0  auf  ay 
gezogene  Senkrechte  Oi  bis  ß^^  so  dass  ißo^^^iß^^  ist,  und  verbinden  ß^  mit 
a  und  y;  dann  ist  aß^y  die  Umlegung  der  Ebene  aßy.  Es  ist  ay  die  Affini- 
tätsaxe,  j3,  ß^  sind  entsprechende  Punkte,  aj3,  aß^  und  yß^  yß^  sind  ent- 
sprechende Gerade.  Wir  können  nun  sehr  leicht  zu  a6c...  die  affine  Figur 
^o^o^o*-*  construiren.  Ziehen  wir  z.  B.  die  Gerade  a6,  welche  ay  in  e  und 
ßy  \n  r\  schneidet,  und  führen  wir  durch  ri  zu  ßß^  eine  Parallele  i^ijo«  <^>® 
yß^  in  I/o  trifft,  so  sind  £i},  fi/g  entsprechende  Gerade,  und  ziehen  wir  dann 
durch  a  und  b  Parallele  zu  ßß^^  so  schneiden  diese  ztiq  in  den  entsprechen- 
den Punkten  a^,  b^.  Ebenso  kann  man  die  übrigen  Punkte  der  affinen  Figur 
^o^o^o"-  construiren.  Durch  Rückwärtsgehen  dieses  Constructionsweges 
kann  man  das  Bild  abc .,,  einer  in  der  Ebene  E  liegenden  Figur  zeichnen. 

6.  In  Fig.  12  ist  ein  Punkt  Pr  durch  sein  Bild  P  und  durch  seine  Auf- 
rissprojection  P^y  und  eine  Ebene»j&  durch  die  Punkte  er,  |3,  y  gegeben.  Es 
soll  der  Abstand  des  Punktes  Pr  von  der  Ebene  E  construirt  werden.  Wir 
legen  durch  Pr  eine  Ebene  £^  senkrecht  auf  ay,  indem  wir  von  P^  auf  ay 
eine  Senkrechte  ziehen,  die  cry  in  t  und  OÄ  in  e  trifft,  und  führen  durch  e 
zu  OF  eine  Parallele,  welche  aß  in  d  schneidet.  Dann  sind  Pt«,  Sb  die 
Tracen  der  Ebene  E"  und  6i  ist  das  Bild  der  Dnrchschnittslinie  der  Ebenen 
E  und  JE^,  Hierauf  construiren  wir  die  Umlegung  sid^  des  Dreiecks  etd, 
indem  wir  i6q  senkrecht  bP^  ziehen  und 

£^0  =  «  .  ed(=2,  BÖ) 
machen.  Wir  errichten  ferner  in  Pf  auf  «P,  eine  Senkrechte  PfPo  und 
ziehen  durch  P  zu  ^(50  eine  Parallele  PP^^  die  P^Pq  in  P^  trifft;  dann  ist  P^ 
die  UmlegUDg  des  Punktes  /V*.  Voi\  P^  fällen  wir  auf  do»  e»nö  Senkrechte 
^0^01  ^^^  diene  Senkrechte  ist  gleich-  dem  Abstände  des  Punktes  Pr  von 
der  Ebene  E, 


*  Die  Ümlegung  Pq  können  wir  auch  erhalten,  weun  wir  anders  /*t  /»  =  2  .  Pt  P 
machen. 
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Um  das  Bild  PQ  zu  erlialten,  yerbinden  wir  P  mit  dem  Schnittpunkte 
0»  von  P^Qq  und  P,£  und  ziehen  durch  Q^  zu  dd^  eine  Parallele  Q^Q,  Diese 
Parallele  schneidet  oP  in, dem  Punkte  Q^  in  dem  Bilde  des  Fusspunktes -der 
von  Pr  auf  E  gefällten  Senkrechten.  Liegt  der  Punkt  co  ausserhalb  der 
Zeichnungsfläche,  so  erhält  man  Qy  indem  man  QqQx  senkrecht  tPt^  dann 
O^Q  parallel  OFund  Q^Q  parallel  6i^  zieht. 

Soll  von  einem  Punkte  Qr  der  Ebene  E  auf  diese  Ebene  eine  Senkrechte 
von  gegebener  Länge  errichtet  werden,  so  construirt  man,  falls  nur  das 
Bild  Q  gegeben  ist,  zuerst  den  Punkt  Q^^  dann  die  Umlegung  si6^  und  die 
Umlegung  jß^,  indem  man  QtQo  bis  zum  Durchschnitt  jß^  mit  d^i  senkrecht  ti 
zieht  oder  indem  man  zu  id^  die  Parallele  jß  P^  führt  Hierauf  errichtet  man 
in  Qq  auf  d^i  die  Senkrechte  Q^P^  von  gegebener  Länge.  Schneidet  PqQq  die 
Gerade  te  in  einem  innerhalb  der  Zeichnungsfläche  liegenden  Punkte  on,  so 
ziehen  wir  mQ^  und  dann  P^P  parallel  66^*  Dann  ist  QP  das  Bild  der  ver- 
langten Senkrechten.  Liegt  der  Punkt  co  ausserhalb  der  Zeichnungsfläche, 
so  ziehen  wir,  um  P  zu  erhalten,  P^P^  senkrecht  zu  eP,,  dann  P^P  parallel 
OT  und  P^P  parallel  d^o- 

7.  In  Fig.  13  sind  zwei  Gerade  Ar^^ri  ^V^V  resp.  durch  ihre  Grund- 
riss-  und  Anfrisstracen  -^, ,  B^  und  Ä^^  ff^  gegeben.  Es  soll  der  kürzeste 
Abstand  dieser  beiden  Geraden  construirt  werden.  Wir  ziehen  durch  einen 
beliebigen  Punkt  Dr  der  einen  Geraden,  z.  p.  ArBr^  zu  der  andern  eine 
Parallele,  deren  Grundrisstrace -F,  und  Aufrisstrace  C,  wir  auf  bekannte 
Weise  construirt  haben.  Ziehen  wir  diese  Parallelen  durch  ^,,  so  wird  die 
Bestimmung  dieser  Tracen  vereinfacht;  denn  dann  ist  B^  zugleich  die  Auf- 
risstrace der  Parallelen.  Durch  die  beiden  Geraden  Ar  Bf  und  FrGr  legen 
wir  eine  Ebene  E.  Die  Tracen  aß^  ay  derselben  gehen  durch  die  Punkte 
Ai^  -F,  und  Bfj  G^.  Von  einem  beliebigen  Punkte  P'r  der  Geraden  Ä rB' r^ 
welche  der  Ebene  E  parallel  ist,  fällen  wir,  wie  in  Fig.  12,  auf  die  Ebene  E 
eine  Senkrechte,  deren  Bild  P'P'  und  deren  wahre  Länge  P qQ\  die  kürzeste 
Entfernung  der  beiden  Geraden  ^r-^r  und  Ar  B'r  ist.  Ziehen  wir  nun  durch 
Q'  zu  ÄxB\  eine  Parallele,  die  A^  B^  in  Q  schneidet,  und  durch  Q  zu  Q' P  eine 
Parallele,  welche  Ä^B\  in  P  trifft,  dann  ist  PQ  das  Bild  des  kürzesten 
Abstandes  der  beiden  Geraden  ArBr  und  A'rB^r* 

§6. 
Darstellung  der  Körper. 

1.  Würfel.  Die  Darstellung  eines  Würfels,  dessen  Kauten  den  Co- 
ordinatenaxen  parallel  sind  oder  von  dem  drei  Kanten  in  den  Coordinaten- 
axen  liegen  (Fig.  14) ,  bedarf  keiner  Erläuterung. 

Die  Darstellung  eines  auf  der  Grundrissebene  senkrecht  stehenden 
Würfels  in  beliebiger  Stellung  ist  sehr  leicht.   Wir  construiren  (Fig.  15)  das 
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Qamdrat  A^B^C^D^  als  Uml^img  der  m  der  GnmdrinebeBe  lie^nden  Qas- 
dratfläebe  de«  Würfels  io  die  gewfioschte  LM^ge  luid  bestimnieD  auf  bekannte 
Weise,  wie  in  T\^,  6 ,  das  Bild  AB  CD  dieser  Warfelfllche.  Hicraitf  sieben 
wir  dnrcb  die  Eckpunkte  zar  Z-Axe  eine  Parallele,  deren  Linge  gleicb 
der  Würfelkante  ist. 

Um  in  Fig.  10  einen  Würfel  darzustellen ,  dessen  eine  QaadratflSebe  in 
einer  beliebigen  Ebene  E  liegt,  welcbe  dnrcb  die  Punkte  a,  ß^  y  gegeben 
ist,  legen  wir  die  Ebene  aßy  in  die  Bildflftcbe  um.  Die  Umlegnng  aß^j  ist 
wie  in  Fig.  11  constrnirt.  Hierauf  seiebnen  wir  in  die  gewfinsebte  Lage  das 
Quadrat  A^B^C^D^^  die  Umlegung  der  in  E  liegenden  QuadratfiScbe  des 
Wttrfels,  und  bestimmen,  wie  in  Fig.  11  gezeigt  wurde,  das  Bild  ABCD^ 
welches  der  Umlegung  A^B^C^D^  entspricht.  Damit  wir  die  Bilder  der  auf 
E  senkrecht  stehenden  Wfirfelkanten  erhalten,  errichten  wir  in  i  auf  t^^ 
eine  Senkrechte  iPg,  welche  gleich  der  Länge  der  Würfelkante  ist,  sieben 
FqP,  senkrecht  Oi,  dann  P^P  parallel  OY  und  P.P  parallel  ft^ß.  Hiernach 
ist  iP  das  Bild  einer  auf  ^  senkrechten  Geraden,  deren  Länge  gleich  der 
Würfelkante  ist.  Wenn  wir  nun  durch  d/e  Eckpunkte  A^  B^  C^  D  Parallele 
zu  iP  ziehen  und  dieselben  gleich  iP  machen,  so  erhalten  wir  das  Bild  des 
Würfels. 

2.  Rotationskegel.  Um  einen  Botationskegel  darzustellen ,  dessen 
Orundkreis  in  der  Grandrissebene  liegt,  denken  wir  uns  die  Grundriss- 
ebene  umgelegt.  In  dieser  zeichnen  wir  (Fig.  17)  die  Umlegung  K^  des 
Grundkreises  in  die  verlangte  Lage.  Zu  dem  Mittelpunkte  m^  des  Kreises  K^ 
coostruiren  wir  den  entsprechenden  Punkt  m,  den  Mittelpunkt  der  Ellipse 
if  (des  Bildes  des  Grundkreises),  indem  wir  m^v  senkrecht  OX^  ferner  vm 
parallel  OF  ziehen  und 

machen.  Betrachten  wir  nun  m^  als  den  Mittelpunkt  eines  involutorischen 
Strahlenbüschels,  in  dem  je  zwei  zugehörige  Strahlen  auf  einander  senk- 
recht stehen,  und  denken  wir  uns  den  entsprechenden  Strahlenbüschel  con- 
struirty  dessen  Mittelpunkt  m  ist,  so  sind  je  zwei  zugehörige  Strahlen  des 
involutorischen  Büschels  m  conjugirte  Durchmesser  der  Ellipse  K.  Wir  er- 
halten demnach  die  Axen  der  Ellipse  K^  wenn  wir  das  rechtwinklige  Strah- 
lenpaar des  Büschels  m  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  errichten  wir  in  der 
Mitte  der  Geraden  mm^  eine  Senkrechte,  welche  die  Affinitätsaxe  OX  in  fA 
trifft,  und  beschreiben  um  fi  als  Mittelpunkt  den  Kreis  Ar,  der  durch  m  und 
ntg  geht  und  OX  in  p  und  q  schneidet*  Dann  sind  die  Strahlen  mp  und  m^, 
welche  auf  einander  senkrecht  stehen,  die  Axenricbtungen  der  Ellipse  K. 
Diesem  Strahlenpaare  entspricht  das  Strahlenpaar  m^p^  ''>o7>  ^nd  ziehen 
wir  durch  die  Schnittpunkte,  welche  diese  Strahlen  mit  dem  Kreis  if^  bil- 
den,  Paralleio  zu  mwo,  wie  z,  B.  a^a,  so  erhalten  wir  die  Endpunkte  der 
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Axen  der  Ellipse  K^.  Mittels  dieser  Axen  kann  jnan  diese  Ellipse  leicht 
coustmiren.  Ziehen  wir  durch  m  zu  OZ  eine  Parallele  und  machen  auf  die- 
ser md  gleich  der  Höhe  des  Kegels,  so  ist  a  das  Bild  der  Kegelspitze.  Um 
die  geradlinige  Contour  des  Kegels  zu  erhalten ,  legen  wir  von  a  Tangenten 
an  K*  Diese  geradlinige  Contour  können  wir  auch  sehr  leicht  ohne  die  El- 
lipse K  auf  folgende  Weise  construiren.  Wir  denken  uns  K  und  K^  als 
zwei  affine  Systeme  und  c  im  System  K  liegend;  wir  bestimmen  dann  auf 
bekannte  Weise  den  entsprechenden  Punkt  c^  im  System  K^^  ziehen  von  tfo 
an  den  Kreis  K^  Tangenten  und  construiren  zu  diesen  die  entsprechenden 
Geraden  im  System  K  und  zu  den  Berührungspunkten  auf  den  Kreis  K^  die 
entsprechenden  Punkte.  Die  durch  a  und  durch  diese  Punkte  begrenzten 
Geraden  liefern  die  geradlinige  Contour  des  Kegels. 

Wäre  die  Directrix  K^  des  Kegels  eine  beliebige  Curve,  so  würde  man 
zu  K^  die  entsprechende  affine  Figur  K  Wie  gewöhnlich  punktweise  con- 
struiren. 

In  Fig.  18  ist  eine  Ebene  E  durch  die  Punkte  cc,  ß^  y  gegeben.  Es  soll 
ein  Rotationskegel  dargestellt  werden ,  dessen  Grundkreis  in  der  Ebene  E 
liegt.  Wir  legen  diese  Ebene,  wie  in  Fig.  IL,  in  die  Bildebene  um,  zeich- 
nen den  Kreis  iT^,  die  Umlegung  des  Grundkreises,  in  die  gewünschte  Lage 
und  bestimmen,  wie  in  Fig.  11  gezeigt  wurde,  zu  dem  Mittelpunkte  m^  des 
Kreises  Kq  den  entsprechenden  Punkt  m,  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  K  (des 
Bildes  des  Grundkreises).  Die  Axen  der  Ellipse  E  können  wir  ebenso,  wie 
in  Fig.  17,  mittels  des  Kreises  k  bestimmen.  Um  nun  in  m  auf  der  Ebene 
eine  Senkrechte  zu  errichten ,  deren  Länge  gleich  der  gegebenen  Höhe  des 
Kegels  ist,  verfahren  wir  ganz  so,  wie  in  Fig.  16.  Wir  errichten  in  f  auf 
iß^Q  die  Senkrechte  iPo  gleich  der  Höhe  des  Kegels,  bestimmen  den  Punkt  P 
und  ziehen  ma==iP  parallel  tP.  Dann  ist  a  das  Bild  der  Kegelspitze.  Die 
Construction  der  geradlinigen  Contour  der  Kegelfläche  kann  man  auch  ohne 
die  Ellipse  E  ebenso  ausfübren,  wie  wir  oben  angegeben  haben. 

3.  Kugel.  Um  das  elliptische  Bild  einer  Kugel  zu  zeichnen,  nehmen 
wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  den  Coordinatenanfangspunkt  0  (Fig.  19) 
als  Mittelpunkt  der  Kugel.  Wir  construiren,  wie  in  S  3  Nr. 2,  Fig.  5,  gelehrt 
wurde,  die  orthogonalen  Projectionen  ö^i,  Os,  der  Sohrichtung  für  den 
Grund-  und  Aufriss,  wobei  wir  OX  al^  Projectionsaxe  betrachten.  Die  Seh- 
richtung legen  wir,  um  ihre  Aufrissprojection  Os^  gedreht,  in  die  Aufriss- 
ebene (Bildebene)  nieder.  Wir  erhalten  die  Umlegung  0  5^,  der  Sehrichtung, 
wenn  wir  s^s^^s'st  senkrecht  OSf  ziehen.  In  0  errichten  wir  auf  O^^  die 
Senkrechte  Oa^^  und  auf  0^,  die  Senkrechte  Oa,  beschreiben  um  0  mit  dem 


*  Eine  elegante  Construction  der  Axen  einer  Ellipse,  wenn  zwei  conjug^irte 
Durchmesser  gegeben  sind,  verdankt  man  Delabar.  Siehe  Grunert's  Archiv  für 
Mathematik  otc. ,  1870,  und  Delabar^s  Anleitung  zum  Linearzeichnen  (Polar-  und 
Parallelperspective) ,  1871. 
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Kngelradins  einen  Kreis  k\  der  Oa^  in  a^  nnd  Oa  in  a  trifft,  nnd  ziehen 
durch  flg  zn  0$^  eine  Parallele,  die  0$^  in  a  schneidet  Dann  ist  0  der  Mit- 
telpunkt, a  ein  Endpunkt  der  grossen  Axe  nnd  a  ein  Endpunkt  der  kleinen 
Axe  der  Ellipse  Ky  welche  das  Bild  der  Kugel  ist.  Der  Kreis  k'  ist  der 
Durchschnitt,  den  die  Bildebene  oder  XZ-  Ebene  mit  der  Kngelflache  bildet. 
Ausserdem  sind  noch  die  Durchschnitte  k'\  k'"  gezeichnet,  welche  resp.  die 
XY'  und  FZ- Ebene  mit  der  Kugelfläche  erzengen. 


Diese  Grundzäge  zeigen,  dass  die  schiefe  Parallelperspective  in  einer 
freien,  derPolarperspective  analogen  Weise  behandelt  werden  kann,  und  dass 
ihre  Constructionen  viel  einfacher  sind ,  als  die  der  Axonometrie.  Auch  die 
von  Herrn  Professor  Fiedler  zuerst  dargelegten,  für  die  Polarperspective 
so  wichtigen  Transformationen  des  Centrums  der  Bildebene  nnd  des  Ob- 
jectes*  finden  hier  ihre  Analogieen*  Eine  ausführliche  Behandlung  dieses 
Gegenstandes  werde  ich  in  einem  besondern  Werke:  „Die  freie  Paral- 
lelperspective'*, welches  in  Bearbeitung  ist,  veröffentlichen. 


*  Programm  der  höberen  Qcwerbescbule  zu  Chemnitz,  1860.  —  Tilscber, 
System  der  Perspective.  Prag,  1871.  S.  131.  —  Fiedler,  Darstellende  Geometrie. 
Leipzig,  1871.   §  12. 
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XIX. 

Heber  die  Entwickelnng  algebraischer  Functionen  in 

Beihen. 

Von 

Dr.  M.  Hambuhgeh  in  Berlin. 


Die  wichtige  Abfaandlnng  Pnieeax's  über  algebraische  FanctioDen, 
welche  in  dem  Jahre  1850  in  Liouville^s  Journal  de  Malhematiques  pures 
ei  appliquees^,  T.  XV,  erschienen  ist*,  enthält  in  ihrem  zweiten  Theile  Unter- 
suchungen über  die  Art  derVertauschiingen,  welche  die  einer  algebraischen 
Gleichung  genügenden  Functionen  in  der  Umgebung  eines  singulären  Wer- 
thes  der  unabhängigen  Variablen  eingehen.  Es  wird  gezeigt,  dass  diese 
Functionen  stets  in  eine  gewisse  Anzahl  cyklischer  Systeme  zerfallen,  und 
eine  Methode  zur  wirklichen  Darstellung  derselben  ihitgetheilt.  Dieselbe 
Methode  gicbt  auch  das  Mittel  an  die  Hai)d,  dieae  Functionen  in  conver- 
gente  Eeihen  nach  gebrochenen  Potenzen  von  z — a  zu  entwickeln,  falls  z 
die  unabhängige  Variable  bezeichnet  und  a  der  betrachtete  singulare  Werth 
derselben  ist. 

Bezeichnet  ti  die  abhängige  Variable,  b  einen  der  Werthe,  in  welchen 
XI  für  z  =  a  übergeht,  so  nframt  Puiseux,  indem  er  z — a  als  eine  unendlich 
kleine  Grösse  erster  Ordnung  betrachtet,  für  die  Ordnung  von  u  —  h  eine 
näher  zu  bestimmende  ganze  oder  gebrochene  Zahl  fi  an,  welche  dadurch 
ermittelt  wird,  dass  aus  den  Termen  des  Polynoms  der  gegebenen  Gleich- 
ung auf  alle  möglichen  Weisen  Gruppen  gebildet  werden,  deren  jede  nur 
solche  Termen  enthält,  welche  von  gleicher  und  niedrigerer  Ordnung  als 
alle  übrigen  sind.  Diese  Gruppen  liefern  verschiedene  Werthe  für  f<,  mit 
deren  Hilfe  die  Näherungswerthe  sowohl,  als  die  Reihenentwickelungen  für 
die  verschiedenen  Functionen  u  gründen  werden,  die  für  z=a  den  Werth  h 
annehmen. 
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So  expeditiv  diese  Methode  zur  wirklichen  Aufstellung  der  Reihen  sich 
erweist  und  so  wenig  gegen  die  Strenge  ihrer  Ableitung  ein  begründeter 
Einwand  erhoben  werden  kann,  so  schien  es  doch  von  Interesse,  zu  ver- 
suchen, ob  man  ohne  vorgängige  Dimensionsbestimmungen,  über  die  natnr- 
gemäss  erst  die  gefundenen  Reihen  unzweifelhaften  Aufschluss  ergeben,  auf 
rein  analytischem  Wege  zu  den  Reihenentwickelungen  gelangen  könne. 
Dieselben  werden  im  Folgenden  dadurch  gewonnen,  dass  die  Endgleichung 
untersucht  wird ,  welche  die  verschiedenen  Werthe  der  ersten  Ableitung  der 
gesuchten  Function  im  betrachteten  singulären  Punkte  zu  Wurzeln  hat  und 
durch  eine  einfache  Substitution  eine  nfhe  Variable  eingeführt  wird,  deren 
Werthe  im  singulären  Punkte  mit  den  endlichen  Wurzeln  jener  Endgleich- 
ung zusammenfallen ,  während  für  die  unendlichen  Wurzeln  der  letzteren 
die  inverse  Substitution  angewandt  wird.  Für  die  einfachen  Wurzeln  führt 
bereits  die  erste  Substitution  zu  den  entsprechenden  Entwickelungen;  für 
die  vielfachen  Wurzeln  ist  in  der  transformirten  Gleichung  die  SuJbstitntion 
nach  dem  nämlichen  Princip  vorzunehmen  und  damit  so  lange  fortzufahreui 
bis  die  Wurzeln  der  entsprechenden  Endgleichung  für  die  erste  Ableitung 
der  substituirten  Function  von  einander  verschieden  sind  und  somit  zu  ge- 
trennten Entwickelungen  führen.  Es  wird  bewiesen,  dass  in  allen  Fällen 
die  Zahl  der  nach  einander  auszuführenden  Substitutionen  eine  begrenzte 
ist.  In  S  2  wird  eine  besondere  Classe  von  Gleichungen  bezeichnet,  bei 
welcher   die  gesuchte  Entwickelung  unmittelbar  angegeben  werden  kann. 

Am  SchluKS  wird  der  Gang  der  erforderlichen  Operationen  an  einem 
sehr  instructiven  Beispiele  zur  Anschauung  gebracht,  das  Puiseuz  zur  Er- 
läuterung seines  Verfahrens  ausführlich  behandelt  hat.  Hierbei  zeigt  sich 
denn  eine  vollkommene  Uebereinstimmung  der  auf  gänzlich  verschiedenen 
Wegen  erlangten  Ergebnisse. 

I. 

Es  sei 
1)  r(a?,y)  =  o 

eine  Gleichung  zwischen  x  und  y,  welcher  durch  das  Werthepaar  j?o>  Vq  ge- 
nügt wird;  f(pc^y)  sei  entweder  als  ganze  Function  oder  durch  eine  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x-'SC^^  V^Vq  fortlaufende,  in  der  Umgebung 
des  Werthepaares  x^^  y^  unbedingt  convergirende  Reihe  gegeben. 

In  dem  Falle  nun,  dass  ^  nicht  gleichzeitig  mit  f  für  x^x^^  ^^Vo 

verschwindet  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  j/q  eine  ungleiche  Wurzel  der 
Gleichung  f{^Q-,y)'=(^  ist,  giebt  es  eine  der  Gleichung  /'(a:,y)  =  0  ge- 
nügende Function  von  x^  die  sich  durch  eine  in  der  Umgebung  von  x^  un- 
bedingt convergirende  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  ar  —  arQ  dar- 
stellen lässt  und  für  x^=^x^  den  Werth  y^  annimmt.    Dieser  bekanntlich  von 
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Canchy  zuerst  bewiesene  Satz,  der  für  die  nachfolgenden  Untersuchungen 
den  Ausgangspunkt  bildet,  lässt  sich  folgendermassen  ableiten: 
Es  bleibe  f{x^  y)  endlich  und  stetig,  so  lange 

mod  {nc—x^  <Qy     mod  (y—y©)  ^  r 
ist,  und  innerhalb  dieses  Bereiches  in  der  Umgebung  von  (Tg,  y^  sei  M  das 
Maximum  des  Moduls  der  Function  f\  dann  ist,  wenn  man  setzt 

M 


(  a   «  o  « J  =1.2..   n.1.2... «'-—-/>  mod.  \^~z^-\^)  , 

tet.    (S.  Briet  et  Bouquet,  Journal  de  Vicole polytechnique^  cah.  36  pag.  137.,) 
Die  sämmtlichen  Ableitungen  einer  der  Gleichung  1)  genügenden  Fun«- 
tion  y  werden  durch  Differentiation  derselben  aus  folgenden  Gleicfcnngen 
successive  erhalten: 


dx'^dy  dx' 


ay       ay  dy    dV(dy\^ 

aa«"^    dxdy  dx'^cy^Xdx) 


dj^d^y 

"^  dy  dx^ ' 


I         dx*'^'  dx^dydx'^     dxdy^Xdx)'^  dy'^Kdx) 

.  3  ^V  ^y  I  ,  gy  ^y  ^y  ■  ^Z*  ^y 

"^    aa:  ay  ^a;«  "*"     ay*  rfar  rfa;*  "^  ay  dx» 

Setzt  man  in  den  partiellen  Derivirteii  der  Function  f  tiberall  x=x^ 
y=yo»  so  erhält  man  die  Werthe  von  ij-j  ,  ( v4)  »  (53)  •••  *°  ^^^™  ^^'^ 

Quotienten,,  deren  Nenner  bei  allen  derselbe  =  — (  —  j  ist,  welcher  Aus- 
druck unserer  Voraussetzung  nach  von  Nnll  verschieden  ist.  Ersetzen  wir 
nunmehr  überall  die  Werthe  der  partiellen  Derivirten  von  f  für  x  =  ar^, 
y  =  t/o  durch  ihre  Moduln,  so  liefert  die  erste  der  Gleichungen  2)  den  Mo- 
dul von  I -r-  )  ;  indem  man  diesen  Werth  in  der  zweiten  für  -r-  substituirt, 
\dx/o  dx 

erhält  man  aus  dieser  einen  Werth 

durch  die  Substitution  dieses  W^erthes  in  der  folgenden  einen  Werth 


2~'-(S). 
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Man  bilde  nun  die  quadratiscbe  Gleicbang 

0  =  (p{x,fi)^  {M+  kr) ^5:1^  -  M 

r 

WO  der  Kürze  wegen  A:  für  mo<f .  ( ^  j    gesetzt  ist.     Die  Gleicbnng  wird 

durcb  rr=^oi  ^^^o  befriedigt.   Die  sftmmtlicben  Ableitungen  einer  dersel- 
ben genügenden  Function  17  werden  vermittelst  der  Gleichungen  erhalten: 

»•  aij  da: "''    a«  a  ij»  \dx)  "^dif  \dx) 


4)    1  0-^  +  3 
"-aa:»  +  'ä 


_a^p_  d^     a»^  ^5  ^  .  r/M  _  *  _  tl  ^ 

^    aa;aij  d»«"^    a»»'  da:da:»"^LVaij/      r        Jd«:" 


Setzt  man  überall  a;=d;,,  ij=q„  so  nehmen  die  partiellen  Derivirten 
von  9>  positive  Wertbe  an,  die  grösser  sind  als  die  Moduln  der  entsprechen- 
den Derivirten  von  ^  in  2);  der  Coefficient  der  letzten  Terme  ist  in  allen 
Gleichungen 

Vaij/o     r  'ypyji 

Man  erhält  daher  snccessive  für  ( j^j  >  (j^j  •••  positive  Werthe,  welche 
grösser  sind  als  diejenigen,  die  sich  ans  den  Gleichungen  2)  beziehentlich 

für  fni>A.{^^^  ««"^CS).  «'e«'^«°- 

Nun  lässt  sich  aber  eine  nach  steigenden  ganzen  positiven  Potenzen 
von  x—Xq  geordnete,  in  der  Umgebung  von  x^  convergirende  Eeihe  für  fj 
angeben ,  die  der  Gleichung  3)  genügt  und  für  x=Xq  in  rj^  übergeht.  Setzt 
man  nämlich 

60  erhält  man  die  Gleichung 
welche,  nach  v  aufgelöst,  lautet: 

2Ci+i/)f     y        i-u     Y 
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Für  die  Wurzel  ist  hier  das  negative  Vorzeichen  gewählt,   damit  v 
gleichzeitig  mit  u  verschwinde. 

Nach  dem  binomischen  Satze  lassen  sich  die  Ausdrücke 


j.-(e±-7.J\.4  (,-.,-» 


in  Reihen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  u  entwickeln,  von  denen  die 
erstere  convergirt ,  so  lange 

(wobei  wir  daran  erinnern,  dass  g  eine  nicht  verschwindende  positive  Grösse 
ist),  und  die  letztere  Keihe,  so  lange 

mod.u  <  1. 
Es  convergirt  demnach  das  Froduct  der  beiden  Reihen,  welches  die  Reihe 
für  die  obige  Wurzelgrösse  liefert,  nach  einem  bekannten  Satze  so  lange,  als 

mod.u  <(~~-]  •• 

ist.    Man  erhält  somit  für  v  aus  Gleichung  5)  die  Reihe 

in  welcher,  wie  man  sich  leicht  überzengt,  sämmtliche  Coefficienten  reelle 
positive  Werthe  erhalten*.  Führen  wir  wieder  die  ursprünglichen  Grössen 
ein ,  so  nimmt  die  Reihe  für  ti  die  Gestalt  an : 

welche  für  x=3f^  in  i;,  übergeht  and  so  lange  convergirt,  als 

«od.(«:-^.)<(,(^^-)' 

ist. 

Nachdem  die  Existenz  dieser  Reihe  erwiesen  ist,  können  wir  für  ihre 
Entwickelung  das  Maclanrin'sche  Theorem  anwenden  und  schreiben: 

'='.+©.(— )+(S).^"+-. 

und  da  nach  dem  Obigen 

so  convergirt  um  so  mehr  die  Reihe 


*  Am  besten  ersieht  man  dies,  wenn  man  die  Wurzelgrösse  in  5)  auf  die  Form 
bringt ; 

welche  entwickelt  1  mit   lanter  nachfolgenden  negativen  Gliedern ,  also  für  v  lauter 
positive  Glieder  ergiebt. 

ZeiUchrifl  f.  Malhcmalik  «.  Physilc.  XVI,  6.  ^.^.^.^^^  i^GoOglC 
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für  alle  Werthe  von  a?,  für  welche 

ist. 

Die  Function,  die  durch  diese  Heihe  dargestellt  wird,  geht  fär  ars^ar^ 
in  y^  über  und  ihre  Ableitungen  nach  x  nehmen  für  x=Xq  die  Werthe  an, 
wie  sie  aus  den  Gleichungen  2)  für  x^Xq^  ^=i^o  abgeleitet  worden  sind. 
Setzt  man  nun  die  Reihe  6)  für  y  in  f{x ,  y)  ein ,  so  erhält  man  eine  Func- 
tion von  X  allein,  die  identisch  verschwinden  muss.  Denn  entwickelt  man 
sie  in  die  Reihe 

AO)  +  (^-a:o)r(0)+^^=f^V'(0)  +  ..., 

welche  nach  unseren  Voraussetzungen  über  die  Beschaffenheit  von  /(ät,  y) 
so  lange  convergettt  bleibt,  als  die  Reihe  für  y  convergirt,  so  stimmen 
/"(O),  f'\0)  ...  mit  den  rechten  Gliedern  der  Gleichungen  2)  überein,  wenn 

man  in   ihnen  x  =  Xq^  y  =  yo  8®^zt;   die  Berechnung  der  Grössen  {-f-]  1 

(•T^i)  ...  geschah  aber  nach  dem  Obigen  dadurch,  dass  diese  Glieder  für 

x=Xq^  y=t/o  gleich  Null  gesetzt  wurden.  Daraus  folgt,  dass  sämmtliche 
Ableitungen  /^(O),  /"'(O),..  verschwinden,  und  da  auch  f{0)  verschwindet, 
so  verschwindet  die  Function  f{x,y)  identisch,  wenn  für  jf  die  Reihe  6) 
eingeführt  wird. 

^      Es  ist  somit  unter  der  Voraussetzung ,  dass  y^  eine  ungleiche  Wurzel 
der  Gleichung 

bezeichnet,  die  Existenz  einer  der  Gleichung  1)  genügenden  Function  y  er- 
wiesen, welche  für  x=Xq  in  y^  übergeht  und  in  eine  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  (x — .r^)  geordnete,  in  der  Umgebung  von  Xq  unbedingt  con- 
vergirende  Reihe  entwickelt  werden  kann. 
Die  Reihe  hat  die  Form 

y=yo+(a'-a^o)y'o  +  ^-^^V'o+"'. 

WO  yo"*^  =  T:./l  ^^^  ^  =  ^0»  y=yo5  ^^®  Grossen  y^,  y"o---  werden  durch  die 

recurrirenden  Gleichungen  2),  in  denen  x=Xq,  V^^tfo  gesetzt  wird,  linear 

und  unzweideutig  erhahen,  da  (-^)    der  Voraussetzung  zufolge  von  Null 

\dy/o 

verschieden  ist. 

Verschwinden,  um  bei  der  gemachten  Voraussetzung  den  allgemeinen 
^all  zu  nehmen,  die  Grössen 
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während  (^— ü)  von  Null  verschieden  ist,  so  übersieht  man  aus  den  Recar- 
sionsformeln  2)  sofort,  dass  die  Coefficienten 

fiämmtlich  verscb winden  und  der  erste  nicht  verschwindende  Coefficient  y^^^) 
den  Werth 

erhält,  so  dass  die  Reihe  für  y  lautet: 

2. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  Falle  über,  dass  y^  ein  vielfacher  Wurzel  werth 
der  Gleichung  /'(a'o>y)  =  ö  >8*i  «^so  4-  ^^r  «-=a;^,  y=yo  verschwindet. 

Hier  sind  zwei  Hauptfälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  x^  eine  un- 
gleiche Wurzel  der  Gleichung  f{x^  y)  =  0  ist  oder  nicht,  oder,  was  dasselbe 

ist,  je  nachdem  (0— )  nicht  verschwindet  oder  zugleich  mit  \~]  ver- 
schwindet. 

Für  den  ersten  Fall  führt  folgendes  Verfahren  zum  Ziele,  welches  wir 
einer  Vorlesung  von  Weierstrass  über  elliptische  Functionen  entnehmen. 

Man  betrachte  in  der  gegebenen  Gleichung  l)  x  als  Function  von  y\ 

nach  dem  Vorigen  wird,  da  1^1   nicht  verschwindet,  x  in  eine  Reihe  nach 

ganzen  positiven  Potenzen  von  y—y^  sich  entwickeln  lassen,  die  für  kleine 

(df\ 
Werthe  von  y—y^  convergirt,  und  wenn  ausser  1^1   noch  die  Grössen 

▼erschwinden ,  die  Gestalt  hat : 

8)  x-x,     1^1       ^,       +Xo    -^       ^^_j_j^j     +..., 

\»»/o 
wobei  zu  bemerken,  dass  die  Annahme,  (;r-ü)    sei  die  erste  der  Grössen 
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(dj\    fdr\ 

Vay.V  VayVo"  ' 
welche  nicht  verschwindet,  gleichbedeutend  ist  mit  der  Voraussetzung,  y^ 
sei  eine  ^-  fache  Wurzel  der  Gleichung  f{x^^y)  =  0. 
Die  Gleichung  8)  kann  man  schreiben: 

wo 

u.  s.  f. 

Zieht  man  auf  beiden  Seiten  die  ^^*  Wurzel,  so  ergiebt  sich 

Der  Ausdruck  {  1  +  Ä^  (y— i^o)  +  *«  (y— ^o)*  +  •••!''  ^ässt  sich  mit  Hilfe 
des  polynomischen  Satzes  in  eine  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  y — ^0  entwickeln;  die  bekanntlich  für  hinreichend  kleine  Werthe  von 
y — Vo  convergirt  und  die  Form  hat: 

1  +  —  (y'^yo)  +  Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  y— y^. 

Substituirt  man  diese  Reihe  in  obiger  Gleichung,  so  erhält  man: 

und  indem  man  für  den  Augenblick 

1 


(^?='.  -».=' 


setzt: 

z  =  t  +  -'t*  +  ^,f  +  .... 

Wir  haben  somit  jetzt  eine  Gleichung 

9(z,t)  =  2-t--f-^,t'...=^0, 

welche  durch  das  Werthepaar  2  =  0,  t=0  befriedigt  wird,  der  Art,  dass 

^  für  dasselbe  den  Werth  —  l  annimmt,   also  nicht  verschwindet; 

oX 

g7(z,t)  selbst  ist  durch  eine  n<ach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z  und  t 
aufsteigende  in  der  Umgebung  des  Werthepaares  2=0,  t=0  convergirende 
Reihe  gegeben ;  folglich  lässt  sich  nach  dem  in  §  1  bewiesenen  Satze  t  in 
eine  convergente  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z  entwickeln, 
In  welcher  der  Coefficient  von  z  selbst  offenbar  =1  wird;  man  erhält  also 
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t=z  +  flfji  «»  +  <?,«»  +  ... 
und,  indem  für  z  und  t  ihre  Werthe  wieder  einge6#tzt  werden: 

KV 

und  die  Grössen  A ^  a^^a^.,,  sämmtlicb  rational  aus  (c^y^  und  den  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  1)  zusammengesetzt  sind. 

Wir  erhalten  also  das  Resultat: 

Wenn  y^  eine  gleiche,  und  zwar  ft- fache  Wurzel  der  Gleichung 

f(^o.y)=0 
isty  dergestalt,  dass  x^  eine  ungleiche  Wurzel  der  Gleichung 

ist,  so  lässt  sich  y  in  eine  für  kleine  Werthe  von  x—x^  convergente  Reihe 

1 
entwickeln,  die  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  {x^x^i*  fortschreitet. 

Indem  man  in  der  Reihe  9)  der  Grösse  ( — j)  ^^^^  f*  verschie- 
denen Werthe  giebt,  erhält  man  für  die  der  Gleichung  l)  genügende  Func- 
tion y  fi  Darstellungen,  die  alle  für  x=Xq  in  den  Werth  y^  übergehen.  Da 
nun  y^  eine  fi- fache  Wurzel  der  Gleichung 

ist,  so  repräsentirt  obige  Reihe  sämmtliche  Functionen  y,  die  für  xr=:XQ 
in  y^  übergehen,  und  zwar  bilden  sie  eine  einzige  cjklische  Gruppe  von  ft 
Gliedern. 

Der  zweite  Hanptfall,  da  (^)  mit  (  ^j   zugleich  verschwindet,  lässt 

offenbar  die  obige  Behandlungsweise  nicht  zu,  da,  wenn  man  x  als  Function 
von  y  betrachtet,  die  anfängliche  Schwierigkeit  bestehen  bleibt. 

Es  giebt  indess  eine  besondere,  zu  diesem  Falle  gehörige  Classe  von 
Gleichungen,  bei  welchen  man  durch  ein  ähnliches  Verfahren  zum  Ziele 
gelangt,  deren  Betrachtung  wir  deshalb  der  allgemeinen  Untersuchung  des 
zweiten  Hauptfalles  vorausgehen  lassen. 

Denken  wir  uns  in  der  Gleichung  l),  welche  durch  x=XQy  y=yQ  be- 
friedigt wird,  die  Function  f(x^y)  nach  dem  erweiterten  Maclaurin'schen 
Satze  in  eine  (endliche  oder  unendliche)  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen von  x^Xq  und  y — y^  entwickelt,  in  welcher  das  constante  Glied  fort- 
fallen wird,  so  kann  der  Fall  eintreten,  dass  sich  die  Glieder  in  folgender 
Form  vereinigen  lassen : 
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wo  g?(a:,y)  und  tf;(a;,yWür  die  Werthe  x=Xq^  y==yo  nicht  verschwinden | 

hier  verßchwindet  offenbar ,  wenn  m>l,  w>l,   sowohl  5— ,  als   t—   für 

ox  öy 

x=Xq^  y=yQ-    Die  Entwickelang  von  y  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von 

X — Tq  erhält  man  nun  auf  folgende -Weise : 

Es  sei 

9  (a; ,  y)  =  a  +  ff,  (a;-a:o}  +  fl,  (y -^o)  +  «»  (*-^o)' 

+  a^  (.r—a^o)  (y — ^o)  +  «*«• ' 

V'  (^,  y)  =  ^  +  *i  (aj-Ä-o)  +  6,  (y-yo)  +  *s  (^-^o)' 
+  b^  (x—Xq)  iy—yo)  +  etc, 

wo  der  Voraussetzung  zufolge  weder  a,  noch  b  verschwindet,  so  ist  nach 
obiger  Gleichung 

a  (x-x,)"  { 1  +  ^'  ix-x,)  +  ^  (y-y,)  +  ^»  {x-xj  +  etc.  [ 

=  b  (y-yo)»  j  1+^'  (^-*o)  +  |(y-yo)  + 1'  (^-a^.)'  +  etc  j. 

Ziehen  wir  auf  beiden  Seiten  die  n^^  Wurzel  und  entwickeln  die  n^ 
Wurzel  der  eingeklammerten  Polygone  nach  dem  Poljnomialsatze  in  eine 
Reibe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  a?— x^  und  y— Vo»  ^^®  ^^^  ^*^" 
reichend  kleine  Werthe  derselben  bekannth'ch  convergirt,  so  erhalten  wir 

©"  (^""^«^  "  1*  +  ;7^  ^"^""^«^  +  ni  (^-^o)  +  ^.  (^-^o)'  +  etc.  j 

=<y-yo)  j  i +^  (^~^o)  +  ^(y-yo)  +  ^.  (^-^o)*  + et<5. !• 

Nun  sei  a  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  m  und  n,  so  dass 
r  also  relativ  prim  zu  s,  und  man  setze 


i}-='. 


so  wird 


1 


1 


""^"(x^x,)-  -[K^-^on*. 


KbJ 
Da  A  a  Werthe  hat,  so  erhält  man  a  Gleichungen  von  der  Gestalt 

\k  (ar-a-on^  {1  +  ;^  {x^x,)  +^(y-y^)  +  etc.  [ 

=  (y-yo)  j  1 + ^  (^- ^0)  +  ll  (!^-yo)  +  etc.  j . 

Diese  gehen  durch  die  Substitution 

(a?-iroV  =  t 
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in  a  Gleichungen  zwischen  t  nnd  y  über,  die  nur  ganze  positive  Potenzen 
von  t  und  y— yo  ei^thalten  und  sämmtlich  für  t=0  y=^%  als  einfache 
Wurzel  liefern ;  folglich  lässt  sich  nach  S  1  y  in  eine  Reihe  nach  ganzen  po- 
sitiven Potenzen  von  t  entwickeln,  die  mit  der  Potenz  t''  beginnt,  und  sub- 
stituirt  man  wieder  für  t  seinen  Werth,  so  erhält  man  die  Reihe 

1  r  r  +  l 

y  =  yo  +  ^*  (^-^o)'  +  9i  i^—^o)  '   +  et<^- » 
1 

^o  ^i )  92  '"   rational   aas  -k'  und    den   Coefticienten    der   ursprünglichen 

Gleichung  zusammengesetzt  sind. 

Diese  Reihe  giebt  uns  für  y  eine  Functionengruppe  von  s  Gliedern,  die 
c^^klisch  in  einander  übergehen,  und  da  es  solcher  Reihen  et  giebt,  wegen 
der  a  verschiedenen  Werthe  von  A,  so  erhellt,  dass  y  in  der  Umgebung  von 
Xq  a  Gruppen  von  je  s  Gliedern  bildet.  Im  Ganzen  sind  dadurch  as=^n 
Functionen  für  y  gegeben  und  in  Uebereinstimmung  damit  ergiebt  der  An- 
blick der  Gleichung  10),  dass  für  x=^Xq  y^  eine  n- fache  Wurzel  der  Gleich- 
ung ist. 

Wenn  m  prim  zu  n,  dann  ist  a=:l,  8=01^  und  man  erhält  eine  einzige 
Gruppe  von  n  Gliedern. 

Wenn  m  =  A:n,  wo  k  eine  ganze  positive  Zahl,  dann  ist  a=n,  5=1; 
in  diesem  Falle  bilden  die  Functionen  y  n  Gruppen  von  je  einem  Gliede  und 
die  Reihen  für  dieselben  schreiten  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
x—Xq  fort.  ^ 

Uebrigens  erkennt  man,  dass  in  der  Gleichungsform  10)  die  beiden  bis- 
her betrachteten  Fälle  enthalten  sind ,  welche  sich  ergeben ,  wenn  man  be- 
ziehentlich n={  oder  m=l  setzt.  Zu  dieser  Classe  gehören  ^ie  drei  ersten 
von  den  vier  Gleichungen,  welche  Puiseux  a.  a.  0.  S.  404  flgg.  zu  Bei- 
spielen für  seine  Methuue  ausgewählt  hat;  die  letzte  werden  wir  am  Schluss 
der  nachfolgenden  Untersuchung  ausführlich  behandeln. 

3. 

Wir  gehen  nun  zur  allgemeinen  Betrachtung  des  Falles  Über,  wo  ^ 

(/  X 

df  * 

und  ^  für  x^sx^y  y^^Vo  zugleich  verschwinden. 

Zuvörderst  suchen  wir  den  Werth  des  Difierentialquotienten  •—  =  y 

.  (*  X 

für  dieses  Werthepaar  zu  ermitteln.  Hierzu  dienen  uns  die  aus  der  Gleich- 
ung 1)  durch  wiederholt  ausgeführte  totale  Differentiationen  nach  x  erhal- 
tenen Gleichungen  2). 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen: 

dx^du^ 
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lässt  sich  in  unserem  Falle  für  x  =  Xq^  V^Vo  ^' Qicbt  bestimmen.  Die 
zweite  derselben  liefert,  wenn  man  x=XQy  y=f/o  setzt,  wodurch  —  ver- 
schwindet,  die  Gleichung 

die  für  y'  im  Allgemeinen  zwei  Werthe  ergiebt,  die  aber  ihrerseits  zur  Be- 
stimmung von  y  für  x^oCq,  y=yo  untauglich  wird,  wenn  fifr  dieses  Werthe- 
paar  auch  die  sämmtlichen  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  zugleich 
verschwinden.  Man  erhält  dann  durch  die  Substitution  von  aj=ar^,  y^Vo 
in  der  dritten  Gleichung,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Coefficienten  von  y" 
und  y"'  nur  partielle  Anleitungen  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  enthal- 
ten, zur  Bestimmung  von  y*  für  x^=x^,y=yQ  die  Gleichung 

(i^).+'(ä5feV'+'G-^a/+©).^-=». 

welche  im  Allgemeinen  drei  Werthe  für  y  liefert,  jedoch  ebenfalls  un- 
brauchbar wird,  wenn  alle  partiellen  Ableitungen  dritter  Ordnung  für 
x=:Xq,  y=yo  verschwinden,  in  welchem  Falle  man  dann  zur  folgenden 
Gleichung  in  der  Keihe  der  Gleichungen  2)  überzugehen  hat.  Verschwinden 
nun,  um  den  allgemeinen  Fall  zu  nehmen,  für  x=Xq^  y=^yQ  mit  f{x^y) 
sämmtliche  partielle  Ableitungen  erster,  zweiter,  dritter  bis  fi  — 1**'  Ord- 
nung, nach  X  und  y  genommen,  während  die  partiellen  Ableitungen  fi*" 
Ordnung  nicht  sämnitlich  verschwinden,  so  werden  durch  die  Substitu- 
tion von  x  =  XQy  y  =  tfo  die  fi— l-^rsten  Gleichungen  in  der  Keihe  der 
Gleichungen  2)  identisch  gleich  Null  und  können  daher  zur  Bestimmung  von 
y  für  x=XQy  y=yo  n^cht  dienen;  die  ^i^^  Gleichung  dagegen,  in  welcher  die 
y\  y'"."  enthaltenden  Glieder  mit  partiellen  Ableitungen  niederer  als  ft'®' 
Ordnung  behaftet  sind  und  daher  wegfallen,  liefert  zur  Bestimmung  für  y' 
im  betrachteten  Werthepaaro  die  Gleichung 

+^\d^y^-^^hy    +Mo^  -"' 

wo 

a  =  fi(^-l)(f^-2).. .  (a-A:+ 1) 
^^  1.2.3... Ä 


Betrachtet  man  x  als  Function    von  y  und  sucht  die  Gleichung  für 
-^'  im  Werthepaare  Xq^  y^,  so  finde' 
nämlichen  Voraussetzung  die  Gleichung 


*t'=^  im  Werthepaare  x^^y^y  so  findet  man  auf  demselben  Wege  bei  der 
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12) 


(B)o+'"(äÄ^)o^'  +  - 


+  '-'Vay 


welche  die  reciproke  von  11)  ist,  so  dass  also,  wie  zu  erwarten,  die  Rela- 
tion x'  =  —,  besteht. 

y 

Unter  den  Wurzeln  der  Gleichung  11),  welche  wir  kurzweg  die  Final- 
gleichung in  i/'q  nennen  wollen ,  können  endliche  und  unendliche  vorkom- 
men. Unendliche  sind  vorhanden,  wenn  der  Coefficient  von  y''*,  (^-ü) 
verschwindet,  wie  dies  am  klarsten  aus  der  Finalgleichung  12)  in  x'q  her- 
vorgeht,  in  welcher,  wenn  mit  i^-fi)  zugleich  die  A— 1  unmittelbar  vor- 
hergehenden Coefficienten  in  11)  verschwinden,  x'^  als  Factor  heraustritt, 
dass  also  in  diesem  Falle  X  Wurzeln  x'  in  12)  gleich  Null  und  demgemäss  k 
Wurzeln  y'  in  11)  unendlich  werden.    In  dem  besondern  Falle,  dass  in  11) 

alle  Coefficienten  ausser  (-—77)    verschwinden,   existiren  nur  unendliche 
.    \d  x^yo 

Werthe  von  y'  für  x^^x^y  y^y^* 

Ueber  den  Grad  fi  der  Finnlgleichung  in  y'^  ist  folgender  Satz  zu  be- 
merken, der  uns  späterhin  von  Wichtigkeit  sein  wird: 

Ist  ^Q  «ine  n- fache  Wurzel  der  Gleichung  ^(a?o,y)  =  0,  so  ist  stets 
fA  ^n,  und  zwar  ist  fi=n,  wenn  die  Wurzeln  der  Finalgleichung  in  y\  alle 
endlich  sind,  und  ^</2>  wenn  unter  ihnen  unendliche  vorkommen. 

Denn,  wie  aus  der  Annahme  folgt,  ist  1  0-^ )   von  Null  verscliiederi, 

also  kommt  unter  den  partiellen  Ableitungen  n*"  Ordnung  von  /'(a?,  y)  nach 
X  und  y  eine  sicher  vor,  die  für  x=Xq^  y=yo  ^icht  verschwindet;  jn  aber 
war  definirt  als  die  Zahl,  welche  die  erste  Ordnung  angiebt,  in  der  nicht 
alle  partiellen  Ableitungen  von  f{x^y)  verschwinden,  folglich  kann  ^  nicht 
grösser  als  n  sein.    Nun  sind  der  Voraussetzung  nach  die  Grössen 

^^''  Wo'  vayVo--\ä^i^/o    • 

sämmtlich  gleich  Null.     ( ö~ii )   ^^^^  ^^t ,  wenn  alle  ft  Wurzeln  y\  endlich 

sind,  von  Null  verschieden,  wenn  dagegen  unendliche  unter  ihnen  vorkom- 
men, ebenfalls  gleich  Null.  Im  ersten  Falle  ist  daher  y^  eine  fi-  fache  Wur- 
zel der  Gleichung  /*(irQ,y)=0,  also  fi=nj  im  zweiten;;Falle  aber  ist  yQ  eine 
mehr  als  ft- fache  Wurzel  jener  Gleichung,  also  fA<«»  q[-  e.  d. 
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Wir  fügen  nunmehr  zu  der  Voraussetzung  des  vorigen  Paragraphen, 
dass  die  Function  f  und  ihre  sämmtlichen  partiellen  Ableitungen  niederer 
als  \i^^^  Ordnung  verschwinden,  noch  die  Festsetzung  hinzu,  dass  f{x^  y) 
eine  ganze  Function  m^^^  Dimension  in  Bezug  auf  :p,  y  sei,  und  entwickein 
dieselbe  in  eine  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x—x^  und^— ^q, 
alsdann  nimmt  die  Gleichung  1)  folgende  Gestalt  an: 

+'"(äÄ];)o(^-^o)''-'(y-yo)  +  ... 

An  die  Stelle  von  y  führen  wir  nun  eine  neue  Variable  t  ein,  indem 
wir  in  13)  setzen: 

y— yo=(^-^o)t, 

jund  erhalten  nach  Abtrennung  des  Factors  ^ ~~  die  Gleichung  zwischen 

X  und  t : 


14) 


■+£|('--)-'l©).+-+(I^O.-i. 

welche  ausser  den  Coefficienten  der  Gleichung  1)  noch  die  Grössen  a-q,  y^ 
als  Constanten  enthält.    Das  von  x — x^  freie  Glied  in  14)  ist 

Folglich  erhalten  wir  alle  endlichen  Werthe  t^  von  t,  die  der  Gleich- 
ung /*,  (a'o,  t)  =  0  genügen,  wenn  wir  dieses  Glied  gleich  Null  setzen-,  die 
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80  erbalteDO  Gleichung  ist  aber  identisch  mit  der  Finalgleichang  in  y\  11). 
Wofern  diese  also  endliche  Wurzeln  hat,  sind  dieselben  die  gesuchten 
Werthe  to»    Sind  keine  endlichen  Wurzeln  vorhanden,  was  (s.  S  3)  der  Fall 

-— ^  j  alle  übrigen  Coefficienten  ver- 
schwinden, so  entspricht  dem  Werthe  x=Xq  offenbar  kein  endlicher  Werth 
von  t)  und  es  bedarf  für  diesen  Fall  einer  andern  Substitution  in  der 
Gleichung  1),  wie  weiter  unten  gezeigt  wird,  wo  überhaupt  die  an  die  un- 
endlichen Wurzeln  der  Finalgleichung  sich  knüpfenden  Keihenentwicke- 
lungen  in  Betracht  gezogen  werden. 

Die  vorhandenen  endlichen  Wurzeln  der  Finalgleichung  in  /q  sind  nun 
in  einfache  und  vielfache  zu  scheiden,  und  wir  nehmen  zunächst  für  y'^ 
eine  der  einfachen  Wurzeln,  falls  solche  existiren.  In  diesem  Falle  stellt' 
/",  (x,  t)  =  0  eine  Gleichung  zwischen  x  und  t  dar,  der  für  x=Xq  ein  ein- 
facher Wurzelwerth  t=to==y'o  gö°t*g*5  6^  lässt  sich  daher  nach  S  1  t  in  eine 
convergente  Heihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x — Xq  entwickeln 
von  der  Gestalt 

Die  Grössen  {;r-jt)  siod  als  rationale  Functionen  von  oTq,  y^,  to=J/'o 
und  den  Coefficienten  der  Gleichung  1)  eindeutig  und  endlich  bestimmt. 

Sobstitniren  wir  jetzt  für  t  seinen  Werth  — — —  ^  so  erhalten  wir  end- 

X  —  Xq 

lieh  für  y  die  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x-^Xq  aufsteigende 
Keihe 

,=..+c^-^.).+(.-x.)-(a+fc^^(£):+.- 

Solche  für  hinlänglich  kleine  Werthe  von  x—Xq  convergirende  Reihen 
erhalten  wir  so  viele  für  y,  als  es  einfache  Wurzeln  der  Finalgleichung  in 
y'o  giebt. 

Bezeichne  jetzt  y^  eine  mehrfache  Wurzel  dieser  Gleichung,  und  zwar 
seien  a  Wurzeln  =y'o»  **^f*»  so  wird  in  der  transformirten  Gleichung  14) 
dem  Werthe  x=Xq  ein  a-facher  Werth  t=to=y'o  entsprechen.  Entwickelt 
man  nun,  ähnlich  wie  das  Polynom  der^Gleichung  I),  fi(Xyt)  in  eine 
Eeihe  nach  steigenden  Potenzen  von  x—Xq^  t— to,  und  es  beginne  die  Ent- 
wickelung  mit  Gliedern  der  v*®"  Dimension  in  Bezug  auf  diese  Grössen,  so 

JA 

führt  auch  die  Werthbestimmung  von  -—  für  a?=j?Q,  t=to  zu  einer  Gleich- 

dx 

ung  v^^^  Grades,  die  wir  als  die  Finalgleichung  in  t'o  bezeichnen  und  wo 

nach  S  3  V  ^  a. 
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Wir  bemerken,  da«»  iL=-0  nichts  Anderes  ist  als  der  Werth  von  —  far 

2 

die  Werthenreihe  x=zx^^  y=yo»  y=^y\^  *"*  leicht  folgt  ans 

•  x-a-,  ar-x,  (*-'«)* 

?*Br  den  Fall  nnn ,  dus  die  Finalgleichaiig  in  t «  endliehe  Wurzeln  hat, 
tramtformiren  wir  die  Gleichang  14)  dareh  die  Substitution 
t-l«  =  t-if',  =  (x-xji. 

und  Abtrennung  des  Factors  ^^ r^   in  eine  Gleichung  zwischen  x  nnd  v : 

/;(x,ii)  =  0, 
in  welcher  su  x=Xq  so  viele  endliche  Wurzeln  »^  von  «  gehören ,  als  die 
Finalgleichung  in  t'o  endliche  Wurzeln  hat,  mit  denen  sie  zugleich  dem 
Werthe  nach  coincidiren,  welches  ganz  so,  wie  oben  bezüglich  ^es  Gleich- 
nngen  /i  (x,  t)  =  0  und  /(x,  y)  =  0  bewiesen  wird. 

Bezeichnet  t'o  nnd  also  auch  u^  eine  einfache  Wurzel,  so  lässt  sich  u 
nach  $  1  in  eine  convergente  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
o;— X(,  entwickeln,  von  der  Gestalt 

wo  die  Grössen  yTZk)    rational  aus  x^,  y^^  y\^  y\  und  den  Coefficienten 
der  Gleichung  l)  zusammengesetzt  sind ,  und  setzt  man  für  u  seinen  Werth 

t — y'o^y  -  yp  —  {p^—x^  y 

ein^  so  erhält  man 

y-vo+ (^-<ro)  y\ + (x-^To)'  »0 + (.-X,)'  (^\ + ^^  {^\ + .... 

Es  ergiebt  sich  also  auch  in  diesem  Falle  für  y  eine  convergente,  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x — x^  aufsteigende  Reihe,  und  zwar  erhält 
man  so  viele  Reiben,  als  es  endliche  und  zugleich  einfache  Wurzeln  to 
giebt,  oder  nach  dem  Obigen,  als  sich,  sobald  für  a:=x^,  y=yo  **°^  y— /o 
fixirt  sind,  endliche  nnd  einfache  Werthe  von  y"  ergeben. 

Bezeichnet  aber  t'o  ein©  endliche  vielfache,  etwa  |3mal  vorkom- 
mende Wurzel  der  Finalgleichung  in  t'^,  wo  ß^v,  so  entspricht  auch  in  der 
Gleichung  /*,  (a?,  ti)  =0  dem  Werthe  x=:x^  ein  /5-facher  Werth  von  u.  Es 
bedaif  dann,  falls  die  Finalgleicbung  in  Uq  vom  ^'*"  Grade,  wo  ^Sj3,  end- 
liche Wurzeln  enthält,  der  weiteren  Substitution 


w-.tt„=w-^^=(x-a:o)e», 


Digiti 


zedby  Google 


Von  Dr.  M.  Hamburger.  477 


um  zur  transformirten  Gleichnng  ff(x,v)  =  o  zu  gelangen,  welche  wir  dann 
in  derselben  Weise  wie  die  früheren  weiter  zu  behandeln  haben.  Zugleich 
erkennt  man ,  dass  »',  der  Werth  vnn 


da 


1 2I  '"'■  '^^'^"  ^^^'^  ^'^^"  y'^y  •» 


für  obige  Werthenreihe  =  -^® 

Man  sieht,  dass  das  eben  beschriebene  Verfahren  so  lange  anwendbar 
ist,  als  wir  bei  den  aufeinanderfolgenden  Finalgleichangen  in  y'^,  t'o,  w'o 
n.  s.  f.  auf  endliche  Wurzeln  stossen.  Jede  unter  ihnen  vorkommende 
einfache  Wurzel  führt  sofort  auf  eine  entsprechende  Entwickelung  von  y 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  a:— a-o,  die  für  xs=Xq  in  y^  übergeht. 
Es  fragt  sich  nun ,  ob  und  unter  welcher  Bedingung  man  durch  fortgesetzte 
Anwendung  obiger  Substitutionen  schliesslich  zu  einer  Gleichung  gelangen 
müsse,  deren  entsprechende  Finalgleichung  keine  mehrfachen  endlichen 
Wurzeln  mehr  enthält,  sondern  entweder  nur  unendliche,  oder  theils  un- 
endliche, theils  einfache  endliche  Wurzeln  enthält. 

Was  die  Bedeutung  der  Ausdrücke  y'^,  t'oi  "'o  ^*  *•  ^«  ^^r  die  Gleichung 
1}  betrifft,  so  haben  wir  gefunden,  dass 
y\  einen  der  Werthe  von  y    bedeutet  für  .T=.ro,  y=yo» 

*o   n     »»       »1      »>    "T"       »>      )t  ^ — ^01  y — yot y — yo> 
vT 


1.2.3 


„      „  ar=^oiy=yo»y=^yo>y  =y  0 

u.  s.  f. 

Die  Annahme  also,  dass  bei  den  aufeinanderfolgenden  Substitutionen 
in  den  entsprechenden  Finalgleichungen  stets  mehrere  Wurzeln  einen  glei- 
chen und  zwar  endlichen  Werth  erhalten,  würde  zur  Folge  haben,  dass 
unter  den  verschiedenen,  der  Gleichung  l)  genügenden  Functionen  y,  die 
für  x=Xq  denselben  WertH  y^  annehmen,  es  zwei  oder  mehrere  gebe,  deren 
erste  Ableitungen  nach  x  denselben  endlichen  Werth  y\  erhalten,  von  die- 
sen wiederum  mindestens  zwei,  deren  zweite  Ableitungen  nach  o:  denselben 
endlichen  Werth  y'\  erhalten  u.  s.  f.  in  inf.  Das  Ergebniss  würde  sein,  dass 
zwei  oder  mehrere  der  Gleichung  1)  genügende  Functionen  y  existirten, 
welche,  sowie  ihre  sämmtlichen  successiven  Ableitungen,  bis  ins  Unend- 
liche für  sc=Xq  übereinstimmende  und  zwar  endliche  Werthe  erhielten. 

Nun  gilt  aber  folgender  Satz: 

Es  sei  die  Gleichung  /"(a:,  y)  =  0  gegeben,  in  welcher  /"(x,  y)  ein  Poly- 
nom resp.  vom  p^^°  und  q^^°  Grade  in  Beziehung  auf  x  und  y  sei,  und  es 
werde  mit  ^  der  höchste  Grad  bezeichnet,  den  ihre  Discriminante,  d.h.  die 
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>  / 
/ 


Eliminationsresaltante  zwischen  /=0  und  -—=-0  annehmen  kann,  so  dass 

dy 

^  k  =  2p{q  —  l).*   Giebt  es  nun  zwei  oder  mehrere  der  Gleichung /*=0  ge- 
nügende Functionen  y^  die  nebst  ihren  successiven  Ableitungen  nach  x  bis 
T     zur  Ä*®°  Ordnung  incl.  einander  gleiche  endliche  Werthe  für  x=Xf^  anneh- 
men, so  sind   diese  Functionen  y  für  jeden  Werth  von  x  einander  gleich 

und  die  Polynome  f  und  ^—  haben  einen  gemeinsamen  rationalen  Factor. 
dy 

Denn  man  stelle  sich  aus  der  gegebenen  Gleichung,  deren  Wurzeln  in 

y  seien  j/i  i  ^t)  Vs  *•  '^/jt  <)ie  Gleichung  der  quadrirten  Wurzeldifferenzen  her; 

sie  laute : 

g(g-i) 
15)  j4+Bz  +  Cz^  +  .,   +Tz     2      =0, 

wo  Aj  ByC.,^  T ganze  Functionen  von  x  sind,  die  nicht  alle  einen  gemein- 
samen Factor  enthalten  sollen;  A  ist  dann  die  Discriminante  der  gegebenen 
Gleichung. 

Man  kann  die  Gleichung  15)  unter  Anderem  dadurch  erhalten,  dass 
man  aus  den  Gleichungen 

16)  r(-..)=o,  n-'y+t)-r(^^y)=o 

y  eliminirt  und  in  der  nur  gerade  Potenzen  von  t  enthaltenden  Resultante 
t^=z  setzt.  Für  z  =  0,  also  auch  t  =  0  geht  die  zweite  der  Gleichungen 
16;  in 

^/(^,y) 


dy 
und  die  Gleichung  15)  in 


=  0, 


A  =  0 


über,   so  dass  -^  =  0  die  Eliminationsresultante  von  f=0  und  77- =  0  ist. 

dy 

Bei  der  obigen  Annahme  müsste  der  Gleichung  15)  mindestens  durch  eine 
Function  z  von  x  genügt  werden,  welche  mit  allen  ihren  Ableitungen  bis 


*  Die  in  Rede  stehende  Discriminante,  welche  mit  der  Resultante  der  beiden 
Gleichungen  ^r— l*«»»  Grades  in  Bezug  auf  y: 

/^(y)  =  o  nnd  ?Ay)-y/"(i')=9>(y)=o 

ein  constantes  Verhaltniss  hat,  lässt  sich  nämlich  als  die  Determinante  des  folgenden 
8ystems  von  2q^2  linearen  homogenen  Gleichungen 

9(y)  =  0,     y9>(y)  =  0,     y«9(y)=0...y9-»9(y)  =  0 
darstellen,  aus  denen  y®,  yS  y*. ..  y*«""'   zu  eliminiren  sind.   Die  Determinante  wird 
vom  2  y— 2*«»  Grade  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  von  /(y),  und  da  diese  vom  p^^ 
Grade  in  x  sind,  so  folgt,  dass  der  Grad  der  Discriminante 

k  =  2p{q-'i).  ^ 
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zur  ^*®"  Ordnung  incl.  für  a:  =  ir.Q  verscliwindet..  Differentiirt  man  nun  die 
Gleichung  15)  Armal  hinter  einander  total  nach  x  und  setzt  in  den  so  erhal> 
tenen  Gleichungen 

aj  =  a?o,  2  =  0,  2:'=0,  «"=0...  t(*)  =  0, 
80  findet  man  successive 

Da  aber  A  eine  ganze  Function  von  nicht  höherem  als  Ar^®"  Grade  sein 
kann,  so  verschwindet  A  identisch;  folglich  haben,  wie  behauptet,  f{x^  y) 

und  ^ —  einen  gemeinsamen  Factor,  die  Gleichung  16)  besitzt  eine  oder 

mehrere  der  Null  gleiche  Wurzeln,  und  demgemäss  die  Gleichung  1)  zwei 
oder  mehrere  gleiche  Wurzeln  für  jeden  Werth  von  or. 

Wir  schliessen  daraus,  dass,  wenn  fix^y)  und        \  keinen  ge- 

meinsamen Factor  haben,  man  bei.  successivem  Substitutionsverfahren  in 
jedem  Falle  schliesslich  zu  einer  Gleichung  gelangen  müsse,  in  deren  zu- 
gehöriger Finalgleichung  alle  etwa  vorkommenden  endlichen  Wurzeln  von 
einander  verschieden  sind.  Man  kann  auf  diese  Weise  alle  möglichen  £nt- 
Wickelungen  von  y  in  Eeihen,  die  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
x  —  Xq  fortgehen,  erschöpfen,  da  jeder  in  irgend  einer  Finalgleichung  vor- 
kommenden unendlichen  Wurzel  eine  solche  Eeihe,  deren  sammtliche  Ab- 
leitungen nach  X  für  x  ^^x^  doch  endlich  sein  müssen ,  nicht  entsprechen 
kann,  und  in  der  That,  wie  später  gezeigt  wird,  eine  Entwickelung  nach 
gebrochenen  Potenzen  von  x  —  ar^  entspricht.  Man  erkennt  leicht,  dass  die 
Gesammtzahl  aller  möglichen  Entwickelungen  von  y  nach  ganzen  Potenzen 
von  x—x^  die  Zahl  n  —  die  Anzahl  der  Functionen  y,  die  für  x=x^  in  y^ 
tibergehen  —  höchstens  erreichen  kann,  da  jede  Trennung  von  endlichen 
Wurzeln  in  der  einen  Finalgleichung,  welche  eine  der  Zahl  der  verschiede- 
nen Wurzeln  gleiche  Anzahl  von  Entwickelungen  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  ergiebt,  zugleich  einen  mindestens  um  eben  diese  Zahl  erniedrig- 
ten Grad  der  nächsten  Finalgleichung  zur  Folge  hat  und  der  Grad  der 
ersten  n  nicht  übersteigen  kann.  Die  erwähnte  Gesammtzahl  bleibt  im  All- 
gemeinen wegen  der  in  den  Finalgleichungen  vorkommenden  unendlichen 
Wurzeln  unter  n  und  kann  auch  ganz  verschwinden. 

Anmerkung.   Man  erkennt  übrigens  leicht,  dass,  wenn  es  zwei  oder 

mehrere,  der  Gleichung  1)  genügende  Functionen  giebt,  die  nach  ganzen 

positiven  Potenzen  von  x—Xq  in  convergenten  Reihen  entwickelt  werden 

können,  wobei  wieder  f{x,y)  vom  p*®"  Grade  in  x  und  vom  j^*®"  Grade  in  y 

k 
angenommen  ist,  die  bezüglichen  Reihen  in  nicht  mehr  als  den  -  =p  (5^— 1)- 

ersten  Gliedern  übereinstimmen  können ,  ohne  identisch  zu  sein. 
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k 
Denn  seien  ^, ,  ^^  zwei  solche  Fanctionen,  deren  Reihen  in  den  — {-1- 

ersten  Gliedern  übereinstimmten  nnd  es  sei  ^i— ^t=^>  ^^  müssten  für  x=Xq 

,    ,  (-) 

Sy8\s'\,.8^     verschwinden ;   während   die  folgenden  Ableitungen  von  s 

endlich  blieben.    Nun  ist  aber  s=«^  und 

2X.(2X— 1)..    X  +  l    si^U^i 
"^  1.2.3. ..i  *       2 

(2^  +  1). 2Z  ^(2  ;^_,j  ^„ 

^         1.2  ^'" 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  für  a;=a;Q  5,  /,  s'\,.s^  verschwinden  und 
die  folgenden  Ableitungen  von  s  endlich  bleiben,  die  Grössen  z,  z\  2"...2<*> 
für  qcvsXq  verschwinden,  woraus  wir  wie  oben  schliessen,  dass  yi  und  yt 
identisch  sind. 

5. 

Wir  setzen  von  nun  an  voraus,  dass  man,  wenn  die  Gleichung  1) 
gleiche  Functionen  zu  Wurzeln  y  haben  sollte,  den  gemeinsamen  Factor  der 

ganzen  Functionen  f{x^y)  und  -J-^  aufsuche  und  durch  diesen  Factor 

f{Xyy)  dividire.  Der  Quotient,  gleich  Null  gesetzt,  enthält  alsdann  diesel- 
ben Functionen  y  wie  Gleichung  1),  aber  als  einfache  Wurzeln.  Diese  neue 
Gleichung  untersuchen  wir  statt  der  gegebenen,  so  dass  die  (reductiblen 
oder  irreductiblen)  Gleichungen,  mit  denen  wir  es  zu  thun  haben,  lauter 
ungleiche  Wurzeln  y  enthalten,  die  nur  für  besondere  Werthe  von  x  ein- 
ander gleich  werden. 

Indem  wir  nun  zu  den  Entwickelungen  übergehen,  welche  eintreten, 
wenn  in  den  Finalgleichungen  unendliche  Wurzeln  vorkommen,  nehmen 
wir  den  allgemeinen  Fall  an,  dass  wir  durch  successive  Anwendung  von 
Substitutionen  der  oben  bezeichneten  Art: 

y = yo + («-«o) t, ,   t, = y\ +{x-x,)u..-ti-i= ^irjy-, + C*-*,) t , 

für  welche  die  folgende  einzige  Substitution  gesetzt  werden  kann : 

17)     y==Uo  +  {^-X,)y\  +  ...  +  {x^x,f-^^^^  +  {x^x,Y 
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eine  Gleichung  ,       . 

g>(a:.t)=0 

zwischen  x  und  t  erhalten  haben,  in  welcher  deukWerlhe  a:=a:^  die  mehr- 
fache  Wurzel  to  =  -tt  entspricht  und  die  Finalgleichung  für 

\dx)^     (Ä  +  l)! 
eine  unendliche  Wurzel  anzeigt. 

Wir  erinnern  zunächst  daran,  dags  der  Grad  der  Finalgleichung  für 

|— j    nach  der  in  S  3  angestellten  Betrachtung  in  unserem  Falle  kleiner 

sein  müsse,  als  die  Anzahl  |3  der  Werthe  t«  die  für  x^^x^  einander  gleich 

werden,  wo  ß^n.    Dasselbe  gilt  natürlich  auch  für  den  Grad  der  Final- 

/dx\ 
gleichnng  für  ( ^j— )  i  der  reciproken  der  ersteren,  welche  eine  oder  mehiere 

Wurzeln  {-;-)  =0  haben  wird,  deren  Anzahl  ß^  demnach  um  so  mehr  klei- 
ner als  ß  sein  muss.  Betrachten  wir  nun  in  der  Gleichnng  q>  {x^t)  =  0  x  als 
Function  von  t,  so  können  wir  wieder,  da  wir  es  jetzt  mit  endlichen  Wur- 
zeln der  Finalgleichung  für  (;^),  nämlich   den  Nullwerthen  von  (-77  )  , 

\dt/o  \«t/o 

zu  thun  haben,  eine  ähnliche  Keihe  von  Substitutionen,  wie  oben,  an- 
wenden: 


18)  •    '^'' 


Wf  =  i'^)^  +  (^""^o)  «3  a.  s.  f. 


1.2 
Unter   der  Voraussetzung,   dass  die  ganzen  Functionen  (p{Xjt)  und 

— ;^— lJ  keinen   gemeinschaftlichen  Theiler  haben,   oder  dass,   falls  ein 

ox 

solcher  vorhanden,  dieser  zuvor  durch  das  erwähnte  Verfahren  entfernt 
worden  ist,  schliesst  man,  wie  vorhin,  dass  in  der  Reihe  der  Finalgleich- 

ungen  für  (  —  j  ,  ( "37  )  »  (  T^ )  ^*^'^'  nicht  bis  ins  Unendliche  hin  viel- 
fache endliche  Wurzeln  vorkommen  können.  Man  wird  immer  zuletzt  zu 
Finalgleichungen  geführt,  die  theils  endliche  ungleiche,  theils  unendliche 
Wurzeln  enthalten. 


Zeilsclirifl  f.  Mathematik  u.  Physik  XVI,  0.  33 
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An  die  ersteren  knüpft  sich  nach  dem  vorigen  Paragraphen  eine 
Reihenentwickelung  von  x  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  t — to^  die 
mit  .r^  beginnt,  worauf  man  mittels  des  in  S  2  angegebenen  Verfahrens 
t— to  in  eine  Reihe  nach  gebrochenen  Potenzen  von  ar  —  Xo  entwickelt.  Sab- 
stituirt  man  endlich  die  Reihe  für  t  in  dem  Ausdrucke  17)  für  Py  so  erhält 
man  die  gesuchte  Reihenentwickelang  für  y,  die  ebenfalls  nach  gebrochenen 
Potenzen  von  x-^x^  fortschreitet. 

Die  Berücksichtigung  der  unendlichen  Wurzeln  hingegen  erfordert, 
dass  man  die  Reihe  der  Substitutionen  18)  an  der  betreffenden  Stelle  ab- 
bricht, welche,  in  eine  einzige  Substitution  zusammengefasst,  mit  Rücksicht 

darauf,  dass  (;tt)  =0,  lautet: 

oder 

^  =  a:o  +  (t— to)t/, 

falls  bereits  nach  der  ersten  Substitution  in  der  Finalgleichung  der  folgen- 
den Gleichung  sich  unendliche  Wurzeln  einstellen. 

Der  Grad  /J"  der  Finalgleichnng  für  (;t-)  »  welche  der  Annahme  nach 

unendliche  Wurzeln  anzeigt,  ist  nach  dem  Satze  in  S  3  niedriger  als  die 
Anzahl  der  Werthe  u,  die  für  tc=:to  einander  gleich  werden,  d.  h.  als  die 
Anzahl  der  gleichen  endlichen  Wurzeln  der  vorhergehenden  Finalgleich- 
ung für  (  ^""  )  ,  welche  offenbar  ßij  den  Grad  der  Finalgleichung  für 
\    ot    /o     ^ 

(—  )    nicht  übersteigen  kann.    Also  /5"<  /3'<  n. 

Betrachtet  man  jetzt  in  der  Gleichung  zwischen  t  und  m,  t  als  Function 
von  u  (wobei  wieder  das  Polytiom  der  Gleichung,  falls  es  mit  seiner  Ablei- 
tung nach  t  einen  gemeinsamen  Theilcr  haben  sollte,  auf  ein  anderes  zu. 
reduciren  ist,  das  alle  Factoren  des  ersteren,  jedoch  einfach,  enthält),  so 

wird  die  Finalgleichnng  für  ( —  )   ebenfalls  vom  Grade  ß"  sein  und  die  un- 

\äu/o 

endlichen  Werthe  von  ( —-  )   werden  in  ebenso  viel  Nullwerthe  von  ( -—  i 
\dt/o  \du/Q 

übergehen,  der  Zahl  nach  kleiner  oder  gleich  /?".    Wenden  wir  jetzt  wie- 
derum eine  Reihe  von  Substitutionen  an  von  der  Form 

••■"'-=C-^').+(-"-" 

oder 
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1.2 


(M-i)i 

so  werden  in  den  aufeinanderfolgenden  Finalgleichnngen  für 

{11\     (i<\     (^Jl) 

\du/o'  \rfw/o'  \duJo'" 
wieder  schliesslich  theils  endliche  einfache,  theils  unendliche  Wurzeln  auf- 
treten müssen.  Die  ersteren  ergeben  Keihenentwickelungen  für  t  nach  gan- 
zen positiven  Potenzen  von  u^Uq^  mit  dem  Anfangsgliede  to,  und  die  un- 
endlichen Wurzeln  gehören  nach  dem  öfters  erwähnten  Satze  in  S  3  einer 
Finalgleichung  an,  deren  Grad 

r<ß^'<ß'<ß<n. 

Auf  diese  Weise  überzeugen  wir  uns  leicht,  dass  wir  durch  die  wie- 
derholte Anwendung  der  angezeigten  Operationen,  wenn  nicht  vorher  auf 
eine  Finalgleichung  mit  lauter  ungleichen  endlichen  Wurzeln,  so  doch 
schliesslich  auf  eine  Finalgleichung  ersten  Grades  treffen  müssen.  In  jedem 
Falle  gelangt  man  also  nach  dem  Obigen  durch  eine  neue  Substitution  zu 
einer  Gleichung  zwischen  zwei  Variablen/?,  q^  in  welcher  g  =  gQ  lauter  un- 
gleiche endliche  Werthe  von  p  entsprechen  und  demnach  p  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  g—QQ  entwickelt  werden  kann. 

Die  in  allen  Fällen  endliche  Reihe  von  Operationen,  die  auszufüh- 
ren sind ,  lässt  sich  allgemein  durch  folgendes  Schema  einer  Reihe  von  Sub- 
stitutionen darstellen : 

I.    ^^^   ist  endlich 

,-..+(«-..)(i).+fe^'(S).+-+('-^". 

[oder  oc  =  x^+{t—t^)t\  wot'o=0], 
[i>ä.r  t-t.  +  (f-fjr,  wo  t".-Ol 


,,-.,=^,-.,+!Ütz^'^+...+(,„_^«„).<H-"„„., 

[oder  t"- »>  =  t."— ■'>  +  (t*>-l,ff')  t<''+'>,  wo 
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[oder  a:  =  ao  +  (y— yo)t,  wo  to  =  0], 
[oder  y  =  y,  +  (t— W,  wo  t'o  =  0], 
[oder  t  =  li  +  (t- t'o)  t",  wo  t",  =  0] , 

[oder  t^»»-«>  =  to^P-*>  +  (t^'»>-to^''>)t(P+">,  wo 

Die  GleicbnDg,  die  wir  in  dem  einen  oder  andern  Falle  zwischen  t^^^ 
und  t''»  +  *)  erbalten,  ergiebt  für  t^P^—to^'*^  lauter  ungleiche  endliche  Werthe 
von  t^^"^^^,  und  es  iSsst  sich  sonach  t^P+i)  in  eine  oder  mehrere  Reiben  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  t^''^ — to^**^  entwickeln. 

Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  19)  oder  20)  lehrt,  dass  man  durch  Ein- 
setzen dieser  Reihe  für  t^P+^)  successive  für  t^''"'),  t^-*)  u.  s.  f.  und 
schliesslich  sowohl  für  x^  als  für  y  eine  Entwickelung  nach  ganzen  positi- 
ven Potenzen  von  t^P>  — to^'*^  erhält,  welche  für  x  mit  Xq,  für  y  mit  y^  be- 
ginnt. 

Setzt  man 

so  lauten  die  Reihen: 

21)  a:==x^  +  {a)  W  +  (ß)  u^-^^  +  (y)  u^'^^+  etc., 

22)  y  =  yo  +  (« )  «•  +  (/^)  "•+'  +  (/)  «•■♦■'  +  etc. , 

wo  r^Sy   wenn   das  Schema   14)  gilt,   also  von  einem  endlichen  Werthe 

(— )    ausgegangen  wird,  und  r>  s,  wenn  das  Schema  15)  gilt,  der  Werth 
äx/o 


von 


(—  )  ,  von  dem  man  ausgeht,  also  unendlich  ist. 
(/.T/o 


Aus  der  Reihe  21)  erhält  man  durch  Umkehrung  nach  dem  in  S  2  zu 
Anfang  angegebenen  Verfahren  u  nach  ganzen  und  positiven  Potenzen  von 

{x  —  Xf^Y  entwickelt: 

1  2  • 

u  ^  (a)  {x--x,r  +  {b){x'^x,Y+  etc. , 
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und  durch  Einsetzen  dieser  Reihe  für  u  in  22)  erhält  man  für  y  die  gesuchte 
Entwickelung  ,  ,^i 

y==t/o+  W  (^-^o)' +  (^)  {^-^o)~+  etc. , 
und  zwar  erhält  man  so  viele  solcher  Reihen,  als  Entwickelungen  von 
t(P+^>  nach  Potenzen  von  t^P)— to^**^  vorhanden  sind.  Nur  in  dem  Falle,  dass 
das  Schema  14)  in  Anwendung  kommt  und  dieses  mit  der  ersten  Gleichung 
abschliesst,  was  eintritt,  wenn  in  der  Gleichung  zwischen  x  und  t  dem 
Werthe  oc^=Xq  lauter  ungleiche  Werthe  von  t  entsprechen ,  erhält  man  y 
nach  ganzen  positiveij  Potenzen  von  x—Xq  entwickelt.  In  allen  übrigen 
Fällen  wird,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  r>l  und  es  erscheinen  dem- 
nach in  der  Entwickelung  von  y  gebrochene  Potenzen  von  a:— ar^,  wie  nicht 
anders  zu  erwarten,  da  dann  die  erste  oder  eine  der  folgenden  Ableitungen 
von  y  nach  x  für  das  Werthepaar  Xq^  y^  unendlich  wird. 

Anmerkung  1.  Alle  Hilfsvariablen  t,  t',  t"...t^''+*\  welche  bei  den 
Substitutionen  in  Anwendung  kommen,  sind  rationale  Functionen  von  x 
und  y,  wie  leicht  daraus  erhellt,  dass  jede  derselben  in  der  Gleichung,  in 
der  sie  zum  ersten  Male  vorkommen,  linear  auftreten. 

Anmerkung  2.  Durch  die  in  .^  2  angegebene  Behandlung  einer  ge- 
wissen Classe  von  Gleichungen  kann  obiges  Verfahren  bedeutend  abgekürzt 
werden,  falls  man  im  Verlauf  der  Substitutionen  zu  einer  Gleichung  zwi- 
schen t^**^  und  t^'*"*"^^  gelangen  sollte ,  die  zu  der  in  §  2  charakterisirten 
Classe  gehört,  t^'*+^>  also  in  der  daselbst  angegebenen  Weise  nach  ge- 
brochenen   Potenzen   von   t^**^  —  to^'*\    etwa   nach   ganzen    Potenzen   von 

(tC*)— to^'*^)"'  entwickelt  werden  könnte.  Man  darf  dann  an  dieser  Stelle  die 
Folge  der  Substitutionen  abbrechen  und  gelangt  durch  successives  Ein- 
setzen  in   die  vorhergehenden  Substitutionsformeln  schliesslich  für  x  wie 

für  y  ebenfalls   zu  Entwickelungen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 

1 
(^(it) — i^^^y.    Setzt  man  nun  für  diese  Grösse  die  Variable  m,  so  haben  die 
Reihen  für  x  und  y  die  Formen  21)  und  22),  woraus  man,   wie  oben,  die 
Entwickelung  von  y  oach  Potenzen  von  x — j-q  «bleitet, 

6. 

Als  Beispiel  zur  Erläuterung  des  dargelegten  Verfahrens  diene  die 
Gleichung,  welche  Puiseux  in  Nr.  27  der  Öfters  erwähnten  Abhandlung 
betrachtet  hat. 

Sie  lautet,  wenn  wir,  in  üebereinstimmung  mit  der  bisher  gewählten 
Bezeichnung,  für  2,  w,  a,  &  resp.  a:,  y,  jJo»  ^o  setzen: 

A  (y-yoY  +  B  {y--y,y  {x^x,)  +  C  (y-y«)*  {oo-^x^Y 

)  +  F  {x^x,y  +  G  (y-yo)«  +  H  (y^y^y(.x-^x,Y 

wo  die  Coefiicieuteu  J,  B^  C^  2>,  L\  F  von  Null  verschieden  sein  suUen. 
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Für  x=Xq  erhält  man  y=yo  *^s  siebenfache  Wurzel  und  es  handelt  sich 
um  sämmtliche  Entwickelungen  der  Functionen  y  nach  Potenzen  vona:— a:^. 

Für  das  Werthepaar  x^y^  wird  sowohl  ^  als  —  gleich  Null  und  die  Gleich- 

V  X        oy 

nng  gehört  offenbar  nicht  zu  der  in  S  2  charakterisirten  Classe.  Es  ist  hier 
also  nach  der  in  den  folgenden  Paragraphen  angegebenen  allgemeinen  Me- 
thode zu  verfahren. 


Darnach  haben  wir  uns  zuvörderst  die  Finalgleichung  für  yr-) 


zu 


bilden;  sie  ist,  wie  aus  dem  einzigen  Gliede  B  {y — ^o)'(^^^o)  ^®'  niedrig- 
sten Dimension  des  nach  den  Potenzen  von  x—x^^  y — y^  geordneten  Poly- 
noms der  Gleichung  zu  ersehen ,  vom  sechsten  Grade  und  lautet 

\dxJo~^ 
Es  hat  demnach  (3—)  fünf  Wertbe  gleich  Null  und  einen  Werth  gleich 
unendlich.    [Letzteres  ergiebt  sich  auch  aus  der  reciproken  Gleichung  für 


(; 


--  ) ,  welche  lautet: 
dy/o 


B 


Berücksichtigen  wir  zunächst  den  unendlichen  Werth  für  (  t^)  und 
setzen  nach  20) 

so  liefert  uns  diese  Substitution  in  23)  nach  Abtrennung  des  gemeinsamen 
Factors  (y— yo)'  folgende  Gleichung  zwischen  y  und  t: 

^{y-yo)  +  ^t  +  C(y^y,yt^  +  Diy^y,)i'+E(t,-^y,Yf 

In  dieser  Gleichung  entspricht  dem  Werthe  y=yQi  da  B  der  Voraus- 
setzung nach  nicht  verschwindet,  eine  einfache  Wurzel  t  =  0;  folglich  lässt 
sich  t  in  eine  convergente  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  y — y^ 
entwickeln  von  der  Gestalt 

t  -  - 1  (y-yo)  +  W.  (y-yoY  +  («).  (y-yoY  +  etc. . 

folglich 

A 

^  -  ^0  =  (y-yo)  ^ = -  ;^  (y-yo)*  +  Wi  (y-yo)*  +  «tc. , 

woraus  man  durch  Umkehrung  nach  §2  erhält: 

y-yo  +  (-*C*-'ro))^+(M(-^(«-^.)) 
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wo  (6)1 ,  {b)f . . .  rational  aus  x^ ,  y^  und  den  Coefiicienten  der  gegebenen 
Gleichung  23)  zusammengesetzt  sind. 

Diese  Entwickelnng  von  y  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
(a* — x^)^  stellt  zwei  Functionen  y  dar,  die  cyklisch  in  einander  übergehen. 

Was  die  fünf  gleichen  Wurzeln  (  ;t-  )  =0  betrifft,  so  erfordern  diesel- 
ben zunächst  die  Substitution 

y  — yo  =  (^— ^o)t 
in  der  Gleichung  23).    Es  tritt  alsdann  der  Factor  (a:— x^)*  heraus  und  man 
erhält  die  Gleichung  zwischen  x  und  t: 

^{x^x,)f+Bf+C{x^x,yi^  +  DCx^x,)t'  +  E{x^3r,yt 
25)  +  F(x--x,y  +  G(ix^x,yf  +  jy(jP-a:o)»t* 

+  l(x--x^y=^0. 
In   dieser  Gleichung  entsprechen  dem  Werthe  «=^0,  wie  vorauszu- 
sehen war,  fünf  Wurzeln  t=0.    Die  Glieder  der  niedrigsten,  hier  der  drit- 
ten Dimension  sind: 

D{x-x,)f+E{x-xJt  +  F(x^x^\ 

woraus  als  Gleichung  für  (t-)   sich  ergiebt: 
und  für  den  reciproken  Werth  (-7: )  • 

Somit  hat  (  t~)  einen  unendlichen  und  zwei  endliche  Werthe ,  welche 
'\ax/o 

letztere  als  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

Dc^  +  Ea  +  F=iO 
bestimmt  sind. 

Der  Werth  (—j  =00  erfordert   die  Substitution  a?— aJo  =  t2  in  der 

Gleichung  25),  wodurch  diese,  nach  Abtrennung  des  Factors  t",  übergeht  in 
die  Gleichung  zwischen  z  und  t: 

Afz  +  Bf  +  Cfz*  +  Dz  +  Ez*  +  Fz*  +  Gfz^  +  Hi^^  +  Itz'^0. 

Für  t  =  0  erhält  man,  da  D  nicht  verschwindet,  die  einfache  Wurzel 
z  =  0,  folglich  lässt  sich  z  in  eine  convergente  Beihe  nach  ganzen  positiven 

Potenzen  von  t  entwickeln,  welche,  da  (-77)  =0,  lautet: 

\at/o 

^  =  -|t«+(«),t»  +  (<i,)t*+etc. 

und  hieraus 
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ß 

a;-a:o  =  2t  =  -^f +(a),t*+etc., 

woraus  durch  Umkehrung  nach  %2  sich  ergiebt: 

t  =  (-^(a:-a:o)j    +{h,)\^^-^{x^x,))    +etc., 

und  da  y  —  yo=G'^' — ^o)^»  ^^  erhalt  man  endlich 
3/ — ;;  3> 


+  (\).-^(^-^oy+etc. 

als  zweite  Entwickelung  von  y,  fortschreitend  nach  Potenzen  von  {x  —  x^^^ 
die  demnach  drei  cyklisch  in  einander  übergehende  Functionen  y  darstellt. 
Die  Grössen  (6)1,  (6,)  sind  rational  aus  arg,  ^o  ^nd  den  Cgefficienten  der 
Gleichung  23)  zusammengesetzt. 

Die  Berücksichtigung  der  beiden  endlichen  Werthe  für  (  v-j     föhrt 

zur  Substitution 

in    der   Gleichung  25),   welche  dadurch   nach  Wegschaffung    des  Factors 
(a?  — a?o)'  in  folgende  Gleichung  zwischen  x  und  u  umgewandelt  wird: 
A  {x-XoYu'  +  Ä(a:-aro)»M*  +  C{x^x^yu*  +  Bu*  +  Eu  +  F 
^^^  +G{x-x,yu^  +  Hlx--'Xoyu'  +  l{x-'X,)^0. 

In  dieser  Gleichung  erhält  man  füra:=^a:o  als  Werthe  von  u  die  beiden 
Wurzeln  der  Gleichung  Du^^  ßu  +  F=Oy  die  mit  ä,  und  ä,  bezeichnet 
seien.    Hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  hl  ist  von  h^  verschieden;  dann  existiren  zwei  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  —  x^  fortschreitende  Reihen  für  m,  welche  für  x  =  Xq  resp. 
die  Werthe  Ä,  und  A,  annehmen : 

«  =  Äi - 2hiD  +  Jt; ^^ "" "^"^ "•■  ^""^^  ^"^ "" ^'^' ■•" ^""^^  ^"^ "" '^°^' ■•"  ^^'^' ' 
"  =  /i.  -  ^J^te  (^^-^°)  +  (*)'  (^-^0)'  +  W.  (^-^0)'  +  «tc. 

.Die  Coefficienten  (a), ,  («^f*  sind  rational  aus  a:^,,  ^q,  Äj  und  den  Co- 
efficienten  der  Gleichung  23)  zusammengesetzt,  (6)^  entsteht  ans  (a)ki  indem 
man  in  {a)k  h^  an  die  Stelle  von  hi  setzt. 

Aus  t  =  (a:— a:o)M,y  =  yo+(^— ^o)t  folgt 

Man  erhHlt  also  für  y  die  beiden  Reihen 
28)  y  =  yo  +  C^-^o)* ^  - ^hJ+E^"^^^'^'  +  <^''^'  (^- ^0)*  +  etc., 
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2Ö)  y  =  yo  +  (^-^o)' Ä,  -  2A  D  +  E^"^^"^'^'  +  ^^^'  (^-^o)*  +  etc. , 

welche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x — x^  fortschreiten. 

Die  erhaltenen  vier  Entwickelangen  24),  26) »  28),  29)  stellen  zusam- 
mengenommen die  sieben  Functionen  y  dar,  die  für  x  =  Xq  in  yg  über- 
gehen. 

2.  /i,  =  A,  ==  h.  In  diesem  Falle  entsprechen  in  der  Gleichung  27) ,  die 
wir  der  Kürze  wegen  schreiben : 

<p(a;,w)  =  0, 
dem  Werthe  x=Xq  zwei  gleiche  Wurzeln  w=A. 

Ist  nun  /  von  Null  verschieden,  dann  ist  für  x^^x^^  u  =  ky  —  =  0, 

o 

während  ,r— =:/  nicht  verschwindet:  wir  haben  demnach  den  Fall  des  §2 
ox 

und  erhalten  für  t<  die  Reihe 

&I ,  ^t ...  sind  rational  ans  Xq,  y^y  h  und  den  Goefficienten  der  Gleich- 
ung 23)  zusammengesetzt. 

Aus  y=yo  +  (x—XQyu  folgt 

i/  =  yo+C^-^oyÄ  +  ^--^C^-^or/'+6,(-^)(a:-a;o)» 

30)  /    /—j\t 

+  ^^\y-ß)  (^-:ro)V.+  etc. 

Diese  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  (x — x^^  fortschreitende 
Entwickelung,  welche  zwei  cyklisch  in  einander  übergehende  Functionen  y 
liefert,  tritt  hier  an  die  Stelle  der  beiden  Entwickelungen  28)  und  29). 

Ist  endlich  /=0,  dann  verschwindet  auch  —  für  x=j?q,  m=ä,  und  die 

o  X 

Finalgleichung  für  (  t-)    wird  vom  zweiten  Grade;  sie  lautet 

und  liefert  für  \-f)  die  beiden  ungleichen  Wurzeln 

und  man  erhält  demnach  für  u  zwei  Entwickelungen  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x—x^y  von  der  Gestalt 
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w  =  Ä  -  j/ ^  (a;-a?o)  +  ^  C^-^o)'  +  *t  (^-a^o)»  +  etc. , 

wo  die  Coefficienten  a^  und  bk  rational  aus  x^,  y^,  den  Coeffiicienten  der 

Gleichung  23),  h  und  1/  ~rj)^^  zusammengesetzt  sind  und  b^  ausajt  erhal- 
ten wird ,  indem  man  das  Vorzeichen  der  Wurzel  in  das  entgegengesetzte 
umwandelt. 

Aus  y  =  yQ+  (x—x^yu  gehen  dann  die  beiden  Beihen  hervor: 

31)    y  =  yo  +  (*-^o)'Ä  +  ^-|Ä*(a:-a:J»  +  fl|(*-:Fo)*+etc., 

die  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x—x^  aufsteigen  und  hier  an  die 
Stelle  der  Reihen  28)  und  29)  treten. 

Hiermit  sind  alle  möglichen  Fälle,  welche  die  Gleichung  23)  darbietet, 
erschöpft. 

Die  Ergebnisse  stimmen  mit  den  von  Puiseux  a.  a.  0.  gefundenen 
überein. 


Zur  Vervollständigung  des  Obigen  wollen  wir  noch  den  Fall  kurz  be- 
rühren, wo  dem  Werthe  Xt^x^  y^=co  entspricht,  welcher  eintritt,  wenn  der 
Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  y  in  der  Gleichung  l)  nicht  constant  ist. 

Man  führt  diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurück ,  indem  man  ^  =  r  setzt    In 

der  daraus  hervorgehenden  Gleichung  zwischen  x  und  t  wird  für  x=sx^ 
t  =  to,  und  t  lässt  sich  dann  nach  dem  Obigen  in  eine  nach  ganzen  oder  ge- 
brochenen Potenzen  von  x  —  Xq  fortschreitende  convergente  Reihe  ent- 
wickeln, welche  lauten  möge: 

t  =  a(a?— Xo)*  +  fr(a:— o^o)  '  +c{x—x^  •  -|- etc. 
1 
Setzt  man  (aj— 0?^)*  =  ©,  so  ergiebt  sich 

t=»-==«w''\l  +  -v-i--«'*+  etc.  ? , 
y  \        a        a  ) 

und  hieraus 


y  =  -p-»|n--p-|--t;*-l-  etc.  >     . 
a         \         a        a  ) 


Der  mit  ~  v''  multiplicirte  Ausdruck  lässt  sich  bekanntlich  für  hin- 
länglich kleine  Werthe  von  v  in  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  o 
aufsteigende  convergente  Reihe  entwickeln,  so  dass  man  erhält: 
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y  =  Atr"^  +  5p-'-+»  +  Cv-^-^'^  +  etc. , 
\_ 
und  wenn  man  für  v  seinen  Werth  (x — 0;^)'  .wieder  einsetzt: 

y  =  ^(ar-xj    'J^B^x-x^)  '    +C(a:-^,)  •    +  etc. 

Die  Entwickelung  von  y  geht  also  ebenfalls  nach  ganzen  Potenzen  von 
t 
(x—x^*  fort,  beginnt   aber  mit  einer  begrenzten  Anzahl  von  negativen 
Potenzen. 
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XX. 

Ueber  die  Beziehung  der  lichtbrechanden  Kraft  zur 
chemischen  Natur  der  Körper. 

Von 

Dr.  Mohr  in  Bonn. 


Die  lichtbrechende  Kraft  eines  Körpers  kann  nur  bei  schiefem  Einfall 
zur  Wirkung  kommen.  Bei  senkrechtem  Einfall  wird  der  Strahl  nicht  ge- 
brochen,  sond'ern  nur  in  seiner  Geschwindigkeit  verändert,  und  zwar  ver- 
langsamt in  stärker  brechenden  und  beschleunigt  in  schwächer  brechenden 
Medien.  Hierbei  wird  die  Summe  der  lebendigen  Kraft  nicht  verändert, 
sondern  nur  anders  vertheilt,  indem  bei  stärker  brechenden  Medien  ein  grös- 
serer Theil  auf  die  Amplitude  oder  Höhe  der  Welle  und  ein  kleinerer  Theil 
auf  die  Länge  derselben  kommt.  Erstere  wird  senkrecht  auf  die  Richtung 
des  Straliles,  letztere  parallel  demselben  gemessen.  Die  brechende  Kraft 
bei  schiefem  Auffallen  wird  durch  das  Yerhältniss  des  Brechungssinus  zu 
dem  Einfallssinus  ausgedrückt  und  dieser  Quotient*  mit  n  bezeichnet.  Es 
ist  also 

sin  I 

-: —  =  «. 

stnr 

Jeder  Sinus  ist  eine  Zahl  und  keine  Linie,  und  der  Quotient  zweier 
Zahlen  ist  wieder  eine.  Zahl.  Es  zeigt  also  dieser  Brechungsquotient,  oder 
auch  kürzer  Inde  x  genannt,  an,  wievielmal  der  eine  Körper  mehr  bricht 
als  der  andere.  Als  Einheit  wählt  man  die  atmosphärische  Luft.  Dieser 
Index  ist  das  eigentliche  Mass  des  Brechungsvermögens. 

Man  hat  nun  versuchsweise  nnd  ohne  Entwickelung  aus  der  Sache 
selbst,  dafür  andere  Formeln  aufgestellt,  nnd  eine  sehr  früh  vorgebrachte, 
von  Laplace  in  seiner  Mecanique  Celeste,  IV,  236  befürwortete  Formel  ist 


*  Andere  nennen  dies  Exponent,  was  mathematisch  nicht  richtig  ist;  denn  es 
ist  ein  wirklicher  Quotient. 
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-,  >yobei  d  die  Diahtigkeit  des  Körpers  ist,  und  diese  Grösse  hat  man 


d 

specifisches  Brechungsvermögen  genannt.  L  a  p  1  a  c  e  sagt  an  jener  Stelle :  „Be- 
zeichnet man  mit  i  dasVerhältniss  des  Sinus  des  Einfallswinkels  zum  Sinus 

t*— 1 

des  Brechungswinkels,  und  ist  (>  die  Dichtigkeit  des  Körpers,  so  stellt  

das  Brechungsvermögen  der  verschiedenen  Körper  in  der  Natur  dar." 
Eine  weitere  Begründung  ist  nicht  gegeben  und  Gilbert  (seine  Annalen 
25,  366)  macht  dazu  die  Bemerkung,  dass,  da  Laplace  die  Begründung 
der  Haarröhrchentheorie  endlich  geglückt  sei ,  nicht  daran  zu  zweifeln  sei, 
dass  die  Einwirkung  der  Körper  auf  das  Licht  ebenfalls  in  unmessbar  klei- 
nen Entfernungen  stattfinden  könne.  Biot  und  Arago  eigneten  sich  diese 
aus  der  Emanationstheorie  abstammende  Ansicht  an  und  sagen  dabei:  „Wir 
verstehen  hier  unter  Brechungsvermögen  weder  die  blose  Ablenkung  des 
Strahles,  noch  den  Winkel,  der  diese  Ablenkung  misst,  sondern  die  ge- 
sammte  Zunahme  des  Quadrats  der  Geschwindigkeit  oder  der  lebendigen 
Kraft  des  Lichtes,  nachdem  es  die  ganze  Einwirkung  des  durchsichtigen 
Körpers  erlitten  hat/*  Wie  wir  aber  jetzt  wissen,  nimmt  die  Geschwindig- 
keit des  Lichtes  in  stärker  brechenden  Medien  nicht  zu,  sondern  ab,  ohne 
dass  die  Summe  der  lebendigen  Kraft  verändert  wird.  Auch  ist  der  Brech- 
ungsindex n  der  Quotient  zweier  Raumgrössen,  aber  nicht  die  wirkliche  Ge- 
schwindigkeit, und  deshalb  sein  Quadrat  nicht  das  Mass  der  lebendigen  Kraft. 
Zudem  verstÖHSt  die  Annahme  einer  Zunahme  der  lebendigen  KrJaft  gegen 
das  Gesetz  der  Erhaltung  der  Kraft,  und  es  ist  einer  der  sichersten  Beweise 
der  Yibrationstheorie,  der  auf  die  Uebereinstimmung  der  Abnahme  der  Ge- 
schwindigkeit in  stärker  brechenden  Medien  mit  dem  Gesetz  der  Erhaltung 

der  Kraft  gegründet  wird.    Wir  sehen  also,   dass  die  Formel   — -^   ur- 

d 

sprünglich  auf  einem  Satz  beruht,  der  sich  nachher  als  ein  Irrthum  heraus- 
gestellt hat,  und  es  ist  zu  verwundern,  wie  trotzdem  alle  Lehrbücher  und 
Lehrer  der  Physik  einen  auf  so  schwachen  Füssen  stehenden  Satz  beibehal- 
ten und  wieder  vorbringen.  Müller  sagt  davon,  dass  die  Formel  auf  einem 
Uebereinkommen  beruhe,  und  Landolt  (Pogg.  123,  596)  nennt  sie  eine  seit 
langer  Zeit  vielfach  angewandte  und  auch  oft  wieder  verworfene  Formel, 
und  findet  sich  infolge  seiner  Versuche  veranlasst,  an  ihre  Stelle  die  For- 
mel — ^ —  zu  setzen.  Man  kann  dies  nun  wohl  keine  mathematische  Be* 
d 

«*  —  1 
handlung   mehr  nennen,  wenn  man   sich   die  Wahl  zwischen   und 

«  —  1 

— —  gestattet. 

Betrachten  wir  nun  die  zweite  Formel,  so  ist  auch  hier  der  Quotient  n 
eine  Zahl,  die  grösser  als  1  ist,  wenn  der  Sinus  refractionis  kleiner  ist  als 
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der  .Sinus  ineidentiae.  Es  wird  aber  das  Verhältniss  dieser  beiden  Orössen 
wesentlich  geändert,  wenn  man  von  einer  derselben  die  Einheit  abzieht. 

5  —  1 

^  ist  nicht  mehr .      Der  logische  Fehler,   den   man  bei  der  Formel 

3 

— -—   begeht,  besteht  darin,  dass  man  die  Einheit  von  dem  Brechungsquo- 

tienten  abzieht  und  sie  bei  der  Dichtigkeit  d  lässt;  denn  d  bezieht  sich  auf 
das  Wafiser  als  Einheit.  Wenn  gleiche  Volumina  von  einer  Flüssigkeit  nnd 
von  Wasser  5  und  3  Gramm  wiegen,  so  ist  das  specifische  Gewicht  der  Flüs- 
sigkeit ^  und  nicht  f ,  also  1,666  und  nicht  1,333.  Nennt  man  den  Index  von 
Wasser  1,333,  so  heisst  das  soviel,  dass  der  Sinus  für  die  atmosphärische 

1  333 

Luft  1  ist;  es  ist  also  dieser  Index  für  Wasser  eigentlich  -—"•    Soll  dieses 

nun  durch  die  Dichtigkeit  eines  Körpers  dividirt  werden,  so  ist  diese  Dich- 
tigkeit ebenfalls  -,  also 

1,8311     (f_  1,3311  _yi 
1      'r""     d     ^d' 
Von  den  Gasen  hat  man  überhaupt  nur  eins,  nämlich  die  atmosphä- 
rische Luft,  auf  ihre  absolute  brechende  Kraft  gegen  den  leeren  Raum  un- 
tersucht, und  diese  ist  sowohl  astronomisch  von  Delambre,  als  physika- 
lisch von  Biot  und  Arago  zu  0,000294  bestimmt  worden.   Hier  kann  von 

einem  Index  der  Form  -; —  nicht  die  Rede  sein,  weil  sonst  die  brechende  ^raft 
stnr 

des  absoluten  Yacuums,  die  Null  ist,  gleich  1  gesetzt  würde.  Vergleicht  man 
dagegen  die  brechende  Kraft  der  Gase  mit  atmosphärischer  Luft,  so  tritt 
die  bekannte  Formel  des  Index  wieder  ein,  weil  hier  der  Sinus  in  der  Luft 
=  1  gesetzt  wird.  Man  bestimmt  denn  auch  die  absolute  brechende  Kraft 
der  übrigen  Gasarten  dadurch ,  dass  man  Brechungsverhältniss  gegen  Luft 
mit  0,0002d4  multipHcirt  Da  sich  zwei  Brüche,  welche  denselben  Nenner 
haben,  wie  ihre  Zähler  verhalten,  so  stellt  auch  der  Brechungsindex  mit 
der  vorstehenden  Einheit  die  eigentliche  brechende  Kraft  vor.  Ist  der  In- 
dex für  Wasser  1,333  und  für  Flintglas  1,666,  so  verhalten  sich  beide  wie 
1:1,25  und  nicht  wie  333:666  oder  wie  1:2.  Die  Indices  der  Gase  gegen 
Luft  bezogen  sind  alle  grösser  als  I,  mit  Ausnahme  von  Sauerstoff  und  Was- 
serstoff. Bei  diesen  würde  die  Formel  — — -  eine  negative  Grösse  geben, 
und  wenn  Gasgemenge  ebenso  dicht  wären  wie  Luft;  so  würde  die  Formel 
— .—  =0  werden ,  während  sie  =1  angenommen  ist.   Es  folgt  daraus,  dass 

die  Formel  — r-  keine  natürliche  Begründung  hat  und  in  allen  Fällen  zu 
unmöglichen  Resultaten  führt. 
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Wir  können  deshalb  als  Mass  der  lichtbrechenden  Kraft  nur  die  fol- 
genden zwei  Formeln  beibehalten: 

1«  Für  die  Körper  in  ihrer  natürlichen  Beschaffenheit  ist 

sini 
"~  sin  r 
das  eigentliche  Mass   der  licbtbrechenden  Kraft,  oder  der  sogenannte 
Index; 

2.  die  redncirte  lichtbrechende  Kraft  ist  die  von  dem  Ein- 
flass  der  Dichtigkeit  befreite  und  anf  eine  conventionelle  Dichtigkeit,  bei 
Gasen  Luft,  bei  allen  anderen  Körpern  Wasser,   bezogene  brechende 

Kraft 

n 

Da  nfimlich  bei  Gasen  die  brechende  Kraft  proportional  mit  der  Dichtig* 
keit  ist,  so  befreit  man  den  Index  von  dem  Einflnss  der  Dichtigkeit, 
indem  man  ihn  durch  die  Dichtigkeit  oder  das  specifische  Gewicht  des 
andern  Körpers  dividirt. 

Will  man  die  brechende  Kraft  von  Flüssigkeiten  gegen  Gase  verglei- 
chen, so  mnss  die  Einheit,  da  sie  bei  der  absoluten  brechenden  Kraft  fehlt, 
auch    von    dem  Index   der  Flüssigkeit    wegfallen.     Wasser    bricht  z.   B. 

0  331100 

-- — —  =  il26mal  so  stark  als  Luft,  jedes  in  seiner  natürlichen  Dichtigkeit. 

Da  aber  Wasser  773 mal  so  dicht  ist  als  Luft,  so  ist  sein  auf  die  Dichtigkeit 

der  LuftVeducirter  Index 

0,3311 
=  -^  =  0.000428, 

0  000428 

und  folglich  — =  1,45 mal   so  cross   als  der  der  Luft,   was,  wie  wir 

^         0,000294        '6  '  » 

sehen  werden ,  seinem  Wasserstoffgehalt  zuzuschreiben  ist. 

Man  hat  nun  tastend  versucht,  die  Beziehung  der  lichtbrechenden 
Kraft  zur  Dichtigkeit  durch  Formeln  auszudrücken ,  und  ist  dabei  von  der 
Voraussetzung  ausgegangen ,  dass  das  durch  irgend  eine  der  Formeln  ver- 
änderte Brechungsverhältniss ,  mit  der  Dichtigkeit  multiplicirt,  für  alle 
Dichtigkeiten  gleiche  Werthe  geben  solle. 

Diese  Voraussetzung  ist  an  sich  unberechtigt  und  schliesst  aus,  dass 
neben  der  Dichtigkeit  noch  ein  anderes  Moment  von  Einfluss  sein  könne. 
Die  Erfahrung  hat  ergeben,  dass  durch  Erwärmung  der  Flüssigkeiten  die 
natürlichen  Indices  abnehmen  und,  wie  sich  von  selbst  versteht,  die  Dich- 
tigkeiten wegen  der  Ausdehnung.  Aber  die  Abnahme  findet  nicht  in  dem- 
selben Verhältnisse  stalt,  sonst  würden  die  Quotienten,  weil  der  Index  im 
Zähler,  die  Dichtigkeit  im  Nenner  steht,  constant  bleiben.  Man  sucht  nun 
nach  einer  Formel,  dass  sie  constant  bleiben.  Könnte  man  die  Dichtigkeit 
einer  Flüssigkeit  verändern ,  ohne  ihre  Temperatur  zu  verändern ,  wie  man 
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■s-  r^^^^^^^'^^^-^- 


68  bei  Gasen  kann,  so  spricht  alles  dafür,  dass,  wie  bei  Gasen,  die  Indices 
wie  die  Dichtigkeiten  proportional  bleiben  würden.  Nun  kann  man  aber 
die  Dichtigkeit  einer  Flüssigkeit  nicht  anders,  als  darch  Erwärmen  ver* 
ändern,  und  da  bringt  man  eine  neue  Molecnlarbewegnng  der  kleinsten 
Theilchen  hinzn.  Da  aber  eine  vermehrte  Molecnlarbewegnng  nothwendig 
anch  eine  grössere  Ablenkung  des  Strahles  zur  Folge  haben  muss ,  so  ist 
Veranlassung,  zu  vermnthen,  dass  die  reducirten  Indices  mit  der  Tempera- 
tur wachsen  müssen.  Nehmen  wir  das  erste,  bei  Landolt  (Pogg.  123,  597) 
berechnete  Beispiel  der  Propionsäure,  so  sehen  wir  aus  der  dritten  Columne 
fi^,  dass  die  Indices  mit  der  Temperatur  abnehmen.    Die  Berechnung  naph 

der  Formel         -  in  Columne  6  giebt  beinahe  gleiche  Werthe,  und  da  dies 

bei  mehreren  Körpern  stattfindet,  so  sagt  Landolt  (1.  c.  S  599):  „Für  die 

Folge  bleibe  ich  bei  der  Formel  — — -  !*'    Dies  setzt  aber  voraus,  dass  die 

d 

Richtigkeit  der  Formel  a  priori  bewiesen  wäre.  Da  aber  schon  das  Ver- 
langen eines  gleichen  Productes  für  alle  Temperaturen  ein  Postulat  ist,  was 
nach  obiger  Ausführung  keine  Berechtigung  hat,  so  ist  auch  die  Beweis- 
führung trügerisch. 

Berechnen  wir  nun  die  reducirten  Indices  nach  der  Formel  j,  so  er- 
halten wir  für  Propionsäure,  indem  wir  die  dritte  Columne  durch  die  zweite 
dividiren,  bei 


bei  IS'^C,  1,3895, 
„  20  „  1,3918, 
„    22  „     1,3951, 


bei  24'^C.  1,3962, 
„  26  „  1,4088, 
„    28  „     1,4010(?). 


Es  steigen  also  die  reducirten  Indices  mit  der  Temperatur,  wie  die 
Theorie  es  verlangt,  und  es  geht  daraus  hervor,  dass  die  zunehmende  mo- 
leculare  Bewegung  der  Wärme  den  Strahl  noch  mehr  ablenkt,  nachdem 
durch  die  Formel  die  Wirkung  der  Dichtigkeit  beseitigt  ist. 

Nehmen  wir  noch  auf  derselben  Seite  das  zweite  Beispiel  des  Alkohols, 

so  sind  dessen  nach  der  Formel  -  rcducirte  Indices 

d 


bei22<>C.  1,7063, 

„    24  „  1,7095, 

„    26  „  1,7118, 

„    28  „  1,7020  (?). 


bei  12<'C.  1,6933, 

„    14  „  1,6959, 

„    16  „  1,6982, 

„     18  „  1,6759  (?), 

„     20  „  1,7036, 

Es  findet  also  auch  hier  ein  fortwährendes  Steigen  der  auf  die  Dich- 
tigkeit des  Wassers  reducirten  Indices  statt  und  die  zwei  Unregelmässigkei- 
ten sind  ohne  Zweifel  Beobachtungsfehlern  zuzuschreiben ,  die  auch  in  den 
Zahlen  der  Lande  haschen  Tafel,  Columne  6,  ihren  Einfluss  zeigen.    Die 
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Formel  muss  schon  aus  dem  Grunde  für  falsch  gehalten  werden,  weil, 

d 

nachdem  man  die  Dichtigkeit  eliminirt,  die  hinzugetretene  Wärme  bei  con- 
stanten  Producten  gar  keine  Wirkung  gehabt  haben  würde.  Es  ist  aber 
vorauszusehen,  dass,  wenn  man  ein  Gas  bei  constantem  Volum  erwärmt, 
also  ohne  Veränderung  der  Dichtigkeit,  dass  dann  sein  Index  steigen  muss. 
Dieser  Versuch  lässt  sich  mit  Flüssigkeiten  nicht  ausführen,  weil  sie  jedes 
Prisma  sprengen  würden. 

Eine  grössere  Abhandlung  von  Wüllner  (Pogg.  133,  1)  behandelt 
ebenfalls  die  Beziehung  des  Brechungsexponenten  und  der  Körperdichte 
ganz  auf  demselben  empirischen  Wege  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Producte  gleich  sein  müssten.  Das  ganze  Resultat  der  mit  viel  Gelehrsam- 
keit und  noch  mehr  Sägemehl  ausgestatteten  Arbeit  lässt  sich  in  den  weni- 
gen Worten  des  Verfassers  zusammenfassen  (1.  c.  S.  10):  „dass  die  Aen- 
derungen  der  Brechungsexponenten  den  Dichtigkeitsände- 
rungen allerdings  sehr  nahe  proportional  sind,  dass  die  Ab- 
weichungen indess  die  Beobachtungsfehler  überschreiten**, 
mit  anderen  Worten,  dass  die  auch  von  Wüllner  angenommene  Formel 

11  ^—  1 

— — -  nicht  richtig  ist.  Er  tröstet  sich  damit,  dass  das  Gesetz  der  Propor- 
tionalität angenähert  richtig  sei,  wie  das  Mariotte^sche.  Das  ist  aber 
falsch;  denn  das  Mari  Ott  ersehe  Gesetz  ist,  wie  überhaupt  jedes ,  absolut 
richtig,  und  wenn  Störungen  dabei  vorkommen,  so  tritt  eben  ein  neuer  Um- 
stand hinzu,  nämlich  theilweise  Verdichtung  von  Gasen  auf  die  Wände  der 
Gefässe,  innerhalb  welcher  das  Mario tte'sche  Gesetz  unverletzt  besteht. 
Wenn  ein  Planet  eine  Abweichung  von  seiner  elliptischen  Bahn  zeigt,  so 
ist  dies  keine  Unrichtigkeit  des  Gravitationsgesetzes,  sondern  vielmehr  die 
glänzendste  Bestätigung  desselben ,  wenn  die  störende  Ursache  erkannt  ist. 
Eine  solche  störende  Ursache  tritt  auch  im  vorliegenden  Falle  durch  die 
vermehrte  Molecularbewegung  der  Theile  hinzu,  und  wenn  nun  bei  den 
Gasen  die  Proportionalität  der  Dichtigkeit  und  des  Brechungsvermögens 
wirklich  durch  den  Versuch  nachgewiesen  ist,  so  ist  mit  grosser  Wahrschein- 
lichkeit anzunehmen,  dass  sie  auch  bei  Flüssigkeiten  bestehe.  Wenn  aber, 
wie  der  Versuch  zeigt,  die  wirklichen  Indices  mit  der  Wärme  abnehmen, 

und  wenn  sie,  auf  die  Dichtigkeit  des  Wassers  nach  der  Formel  --  berech- 
net, zunehmen,  so  steckt  die  Proportionalität  in  diesen  steigenden  Zah- 
len, aber  beeinflusst  durch  die  nicht  zu  vermeidende  Erwärmung.  Diese 
beiden  Dinge  würden  wir,  wie  bei  den  Gasen,  getrennt  messen  können, 
wenn  man  Flüssigkeiten  durch  Druck  erhebliche  Dichtigkeitsveränderungen 
geben  könnte,  ohne  dass  sich  die  Planscheiben  des  Prismas  bögen  oder  die 
Flüssigkeiten  durchdrängen. 


Zeitschrifl  f.  Mathematik  u.  Physik,  XVI,  6. 
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Die  gemacbten  Versuche  über  die  lichtbrecbende  Kraft  der  Gase 
stammen  von  Dnlong  und  sind  ans  den  Ann,  de  Chim.  et  de  Physique  31,  154 
in  PoggendorfiTs  Annalen  6,  303  übergegangen. 

Es  bat  sieb  dabei  herausgestellt,  dass  die  brechende  Kraft  eines 
und  desselben  Gases  proportional  der  Dichtigkeit  desselben 
ist.  Dagegen  sind  die  Brechangsqnotienten  verschiedener  Gase  so  man 
nichfaltig  verschieden,  dass  ein  ZusammeDhang  zwischen  denselben  nicht 
nachgewiesen  werden  konnte.  Müller  stellt  in  seiner  Physik  (6.  Aufl.  1, 
504)  die  Resultate  so  zusammen : 

1.  Zwischen  der  Dichtigkeit  und  der  brechenden  Kraft  eines  Gases  and 
den  entsprechenden  Grössen  eines  andern  findet  keine  Beziehung  statt; 

2.  die  brechende  Kraft  einer  Mischung  ist  die  Summe  der  brechenden 
Kräfte  der  gemischten  Elemente. 

Nr.  2  ist  unbestritten  richtig,  aber  eine  Beziehung  zwischen  den  beiden 
Grössen  zweier  verschiedener  Grössen  ergiebt  sich  auch  aus  der  mechani- 
schen Theorie  der  Affinität. 

Die  brechenden  Kräfte  wurden  von  Dulong  durch  ein  äusserst  sinn- 
reiches Verfahren  mit  grosser  Schärfe  gemessen.  Die  unmittelbare  Messung 
der  Ablenkung  in  Thcilen  des  Kreisbogens  ist  sehr  schwierig  und  ungenau, 
da  die  Ablenkungen  bei  allen  Gasen  nur  wenige  Bogenminuten  betragen 
und  Theile  einer  Minute  auf  dem  Limbus  nicht  sclvarf  abgelesen  werden 
können.  Dulong  nahm  den  Satz  zu  Hilfe,  dass  bei  demselben  Gase  die 
brechende  Kraft  der  Dichtigkeit  proportional  ist.  Er  brachte  nun  in  das- 
selbe Prisma  von  145^  brechender  Kante  die  verschiedenen  Gase  hinein  und 
veränderte  durch  Ausfliessenlassen  von  Quecksilber  den  Druck  so  lange,  bis 
alle  eine  gleiche  brechende  Kraft  zeigten,  d.  h.  bis  man  im  Fernrohr  die 
auf  atmosphärische  Luft  eingestellte  Mire  wieder  im  Fadenkreuz  hatte.  In 
diesem  Falle  brauchte  er  nur  das  damit  communicironde  Barometer  zu  no- 
tiren,  um  die  Diehtigkeft  des  Gases  zu  erhalten,  und  dann  wurde  die 
brechende  Kraft  auf  die  gewöhnliche  Spannung  von  Luft  (760"")  berechnet, 
was  nach  dem  Prx)portionalitätsge6etz  keinem  Einwand  unterliegt.  Die 
Brechung  des  Strahles  geschieht  bei  dem  ersten  Eintreten  desselben  in  die 
brechende  Fläche  und  von  da  an  geht  der  Strahl  gerade  aus.  Es  ändert 
also  die  Dicke  des  Prismas  nichts  an  dem  gewonnenen  Resultate. 

Um  nun  die  übrigen  Beziehungen  der  brechenden  Kräfte  zu  der  Natur 
der  Gase  zu  finden,  müssen  wir  zuerst  die  gefundenen  Zahlen  von  dem  Ein- 
fluss  der  Dichtigkeit  des  Gases  befreien,  und  dicH  geschieht  dadurch,  dass 
wir  die  brechende  Kraft  durch  das  specifische  Gewicht  des  Gases  dividiren, 
d.  h.  dass  wir  alle  Gase  auf  dieselbe  Dichtigkeit  bringen.  Da  möchte  sich 
am  besten  der  Wasserstofif  als  Einheit  empfehlen,  weil  dann  die  Atom- 
gewichte in  sehr  einfacher  Beziehung  zu  dem  specifischen  Gewichte  stehen. 

So  fand  Dulong,  dass,  wenn  die  brechende  Kraft  der  Luft  als  Ein- 
heit angenommen  wird,  der  Wasserstoff  eine  brechende  Kraft  von  0,470  und 
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der  Sauerstoff  von  0,924  besitzt.  Zwischen  diesen  Zahlen  ist  allerdings  keine 
Beziehung  zu  erkennen.  Nun  ist  Sauerstoff  16  mal  so  schwer  als  Wasser- 
stoff; dividiren  wir  nun  die  brechende  Kraft  des  Sauerstoffs  durch  16,  so 
erhalten  wir  diejenige,  welche  er  bei  derselben  Dichtigkeit  wie  der  Wasser- 

0  924 
Stoff  hat,  — —  ist  gleich  0,0577,  d.h.  die  brechende  Kraft  des  Sauerstoffs  ist 
16 

bei  der  Dichtigkeit  des  Wasserstoffs  =0,0577,  wenn  die  des  Wasserstoffs 

=  0,470  ist.    Daraus  ergiebt  sich  folgende  Tabelle : 


A. 

Namen  des  Gases. 

B. 

Brechende 
Kraft, 
Liift  =  l. 

c. 

Speci  fisch  es 

Gewicht, 
Wasserstoff=l. 

D. 

ß:C. 

0,0091 
0,0577 
0,4700 
0,0729 
0,0739 
0,0777 
0,0686 
0,0837 
0,0826 
0,0693 
0,1090 
0,1650 
0,1880 
0,1140 
0,1540 
0,1290 
0,0707 
0,1346 
0,1400 

Atmosphärische  Luft 

Sauerstoff 

Wasserstoff 

Stickstoff 

Chlor 

1 

0,924 
0,470 
1,020 
2,623 
1,710 
1,030' 
1,527 
1,157 
1,526 
2,832 
2,302 
1,504 
1,531 
1,309 
•    2,187 
2,260 
6,110 
5.107  . 

14,47 
16 

1 
14 
35,5 
22 
15 

18,25 
14 
22 
26 
14 

8 
13,5 

8,5 

17 

82 

38 

.37 

Stickoxydul 

Stickoxyd 

.   Chlorwassystoff  .  .  . 

Kohlenoxyd 

Kohlensäure 

Cyan 

Oelbildendes  Gas    .  . 

Sumpfgas 

Cyanwasserstoff  .  .   '. 

Ammoniak  ...... 

Schwefelwasserstoff  . 

Schwefligsaures  Gas 

Schwefelkohlenstoff  • 
^  Aetker 

Die  Columne  B  ist  unmittelbar  aus  D  u  1  o  n  g '  s  Abhandlung  (Pogg.  6, ' 
entnommen,  die  Columne  C  enthält  die  bekannten  Dichtigkeiten  oder,  wenn 
man  will,  Moleculargewichte  der  Gase,  gegen  Wasserstoff  als  Einheit, 

Die  Columne  J)  enthält  die  zweite  Columne  durch  die  Zahlen  der  drit- 
ten dividirt.  Sie  stellt  also  die  brechende  Kraft  bei  gleicher  Dichtigkeit  mit 
dem  Wasserstoff  dar,  ist  also  von  dem  Einfiuss  des  specifischen  Gewichtes 
befreit.   So  wie  die  Tabelle  steht,  kann  man  noch  nichts  daraus  entnehmen 
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Ordnen  wir  nun  die  Gase  nach  ihrer  brechenden  Kraft  nnd  vergleichen  sie 
mit  der  des  Wasserstoffs  =?  100,  so  erhalten  wir: 


Namen  der  Gase. 

Brechende 
Kraft  aus  Z>. 

Brechende 

Kraft, 

WBBteritoff  =  100. 

Wasserstoff 

Sumpfgas 

Oelbildendes  Gas   .  . 

Ammoniak 

Aether 

Schwefelkohlenstoff  . 
Schwefelwasserstoff  . 
Cyanwasserstoff  .  .  . 
<^yan 

0,4700 
0,1880 
0,1650 
0,1540 
0,1400 
0,1340 
0,1290 
0,1140 
0,1090 
0,0837 
0,0826 
0,0777 
0,0739 
0,0729 
0,0707 
0,0693 
0,0691 
0,0686 
0,0577  . 

100 
39,9 
85,1 
32,8 
29,8 
2S,5 
27,5 
24,3 
23,2 
17,8 
17,6 
16,5 
15,7 
15,5 
15,04 
*14,8 
14,7 
14.6 
12,8 

Chlorwasserstoff  .  .  . 

Kohlenoxyd 

Stickoxydul 

Chlor 

Stickstoff 

Schweflige  Säure   .  . 

Kohlensäure 

Atmosphärische  Luft 

Stickoxyd 

Sauerstoff 

Nun  sieht  die  Sache  schon  etwas  besser  aus;  man  sieht  doch,  wo  und 
frie.  Wir  sehen,  dass  von  allen  Gasen  böi  gleicher  Dichtigkeit  der  Wasser- 
stoff die  höchste  brechende  Kraft  und  der  Sauerstoff  die  kleinste  besitzt; 
wir  sehen  ferner,  dass  die  Reihe  mit  Wasserstoffverbindungen  anfängt  nnd 
mit  Sauerstoffverbindungen. nnd  dem  Sauerstoff  selbst  schliesst.  W^s  schon 
Newton  von  festen  und  flüssigen  Körpern  wnsste,  dass  die  Brennbarkeit 
die  brechende  Kraft  vermehre,  tritt  uns  hier  viel  augenfälliger  entgegen. 
Aus  der  ersten  Dulon gesehen  Tafel  Hess  sich  gar  nichts  entnehmen,  weil 
die  sehr  abweichende  Dichtigkeit  der  Gase  von  1  bis  38  den  Zusammenhang 
verdeckte,  während  bei  festen  Körpern  das  specifische  Gewicht  nur  um 
Kleinigkeiten  variirte,  etwa  von  1  bis  8.  Newton  konnte  mit  Recht  erklä- 
ren, dass  der  Diamant  brennbar  sei,  weil  Schwefel,  Bernstein,  ätherische 
Oele  ebenfalls  das  Licht  mächtig  brachen.  Doch  jetzt  können  wir  eine  wei- 
tere Frage  an  die  Natur  richten. 
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Bei  einem  nnd  demselben  Körper  ist  die  brechende  Kraft  proportional 
mit  der  Dichtigkeit  desselben.  Es  folgt  daraus»  dass  das  Hinderniss  des 
Strahles,  in  seiner  geraden  Bahn  fortzugehen,  von  der  Anzahl  der  in  einem 
unendlich  kleinen  Theile  enthaltenen  wägbaren  Theilchen  abhängt.  Bei 
allen  Körpern  sind  wir  durch  die  mechanische  Theorie  der  Wärme  nnd  der 
'Affinität  genöthigt,  moleculare  Bewegungen  anzunehmen,  die  nicht  Wärme 
sind ,  die  aber  durch  den  Act  der  chemischen  Verbindung  Wärme  werden 
und  als  solche  austreten.  Diese  molecularen  Bewegungen  sind  es  nun  eben- 
falls, die  neben  der  Dichtigkeit  die  Brechung  des  Strahles  bewirken,  und 
zwar,  wie»die  Tabelle  zeigt,  in  dem  Sinne,  dass  die  verbrennlichen  Körper 
sich  wesentlich  vor  denen  auszeichnen,  die  wir  Verbrenner  nennen,  wie 
der  Sauerstoff.  Da  nun  die  Verbrennlichkeit  ganz  in  demselben  Sinne 
wirkt,  wie  die  Dichtigkeit,  so  können  wir  mit  Recht  schlies- 
sen,  dass  die  verbrennlichen  Körper  mehr  Schwingungen 
machen,  als  die  Verbrenner,  und,  da  diese  selbst  am  wenigsten  bre- 
chen, dass  von  allen  Körpern  der  Sauerstoff  die  wenigsten,  der  Wasserstoff 
die  meisten  Schwingungen  mache.  Darauf  beruht  auch  der  von  mir  auf- 
gestellte Begriff  der  Affinität,  der  in  nichts  Anderem  besteht,  als  in  der 
Verschiedenheit  der  Molecularbewegungen.  Die  Verbindungs-  oder  Ver- 
breunungswärme  ist  nichts  Anderes,  als  diejenige  Summe  lebendiger  Kraft^ 
welche  disponibel  wird,  wenn  zwei  Atome  verschiedener  Art  sich  in  der 
Art  vereinigen,  dass  sie  nachher  gemeinschaftlich  gleich  viele  und  gleich 
grosse  Schwingungen  machen.  Die  veränderten  Eigenschaften  der  neuen 
Verbindung  gegen  die  der  Elemente  zeigen  immer,  wenn  Wärme  eingetre- 
ten ist,  grössere  Feuerbeständigkeit,  geringere  Schmelzbarkeit  und  Flüchtig* 
keit.  Es  folgt  nun  daraus,  dass  diejenigen  Molecularbewegungen,  welche 
vorher  nicht  Wärme  waren,  dennoch  denselben  Einfluss  auf  die  Eigenschaf- 
ten der  Elemente  hatten,  wie  die  Wärme  selbst. 

Obschon  dies  thatsächlich  klar  vor  Augen  liegt,  so  bat  diese  Ansicht 
bei  den  Chemikern ,  selbst  in  mehreren  Jahren  nach  ihrer  öffentlichen  Mit- 
theilung und  Begründung,  noch  keine  Theilnahme  gefunden.  Der  Grund 
ist  bei  Denjenigen,  welche  sich  mit  dem  Satze  beruhigen,  dass  bei  jeder 
chemischen  Verbindung  Wärme  entsteht,  einleuchtend.  Abgesehen  davon, 
dass  dieser  Satz  nicht  wahr  ist,  da  es  auch  chemische  Vorgänge  giebt,  wobei 
Wärme  verbraucht  wird,  und  wo  nun  das  neue  Product  leichter  schmelzbar 
und  flüchtiger  ist,  als  das  Mittel  der  Bestandtheile,  enthält  dieser  Satz  gar 
keine  Erklärung ,  sondern  ist  nur  eine  einseitig  aufgefasste  Erfahrung. 

Wir  wollen  nun  zu  den  Resultaten  unserer  letzten  Tafel  zurückkehren, 
TV  eiche  dadurch  so  belangreich  sind,  dass  sich  die  Gase  in  verschiedener 
Dichtigkeit  herstellen  lasseh.  Bei  flüssigen  und  festen  Körpern  ist  dies  nicht 
der  Fall;  allein  es  ist  mit  der  grössten  Sicherheit  anzunehmen,  dass,  wenn 
sie  sich  in  ungleicher  Dichte  durch  Compression  darstellen  Hessen,  das 
brechende  Vermögen  ebenfalls  der  Dichtigkeit  ganz  proportional  sein  würde. 
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Bei  Flüssigkeiten  nnd  festen  Körpern  wird  die  Bedeutung  der  Brennbarkeit 

durch  das  verschiedene  specifische  Gewicht  vielfach  verdeckt.    So  ist  z.  B. 

der  Brechungsquotient  des  Wassers  1,330  und   des  Aethers  1,358.     Daran 

kann  man  nicht  erkennen,  dass  der  Aether  sehr  brennbar,  das  Wasser  aber 

gar  nicht  brennbar  ist.   Befreien  wir  aber  beide  Zahlen  von  der  Dichtigkeit, 

indem  wir  sie  durcli  ihre  specifischen  Gewichte  dividiren,  so  erhalten  wir 

1  333  J  358 

für  Wasser  -^-^  und  für  Aether  ~ —  =  1,84,   d.   h.    bei   Dichtigkeit  des 
1  0,736         '  ^ 

Aethers  gleich  jener  des  Wassers  wurde  er  den  Brechungsquotienten  1,84 

haben,  und  darin  ist  die  Brennbarkeit  sehr  gut  zu  erkennen. 

Zunächst  ergiebt  sich  die  grosse  Verwandtschaft  des  Wasserstoffs  zum 
Sauerstoff  daraus,  weil  der  Wasserstoff  100  Schwingungen  macht,  während 
der  Sauerstoff  nur  12,3  macht.  Da  wir  in  dieser  Tafel  die  Wirkung  der 
Dichtigkeit  eliminirt  haben,  so  kann  der  Best  des  Brechungsver- 
mögens nur  auf  die  Zahl  derMolecularschwingungen  bezogen 
werden.  Es  folgt  daraus,  dass  die  Verbrennung  des  Wasserstoffs  mit 
Sauerstoff  die  höchste  Temperatur  und  absolut  die  grösste  Wärmemenge 
ausgeben  mnss  gegen  jede  andere  Gasart.  Zunächst  kommt  nun  das  Sumpf- 
gas. Dass  dies  weniger  Wärme  ausgiebt,  als  seine  Bestandtheile  vor  der 
Verbindung^  liegt  in  dem  Umstände,  dass  der  Wasserstoff  im  Sumpfgas  nar 
halb  soviel  Volum  einnimmt,  als  im  freien  Zustande,  d.  h.  dass  er  mit 
weniger  lebendiger  Kraft  begabt  ist.  Da  die  brechende  Kraft  des  Sumpf- 
gases nur  39,9  Proc.  von  der  des  Wasserstoffs  beträgt,  so  folgt  daraus,  dass 
es  eine  kleinere  Zahl  Schwingungen  als  dieses  macht,  und  daher  auch  seine 
kleinere  Wärmoentwickelung  bei  Verbrennung*  Die  Wirkung  des  Wasser- 
stoffs ergiebt  sich  ferner  aus  dem  Umstände,  dass  Cyanwasserstoffsäure 
noch  oberhalb  dem  Cjan  steht,  Kohlensäure  steht  unter  schwefliger  Säure^ 
weil  sie  nahe  73  Proc. ,  die  schweflige  Säure  nur  50  Proc.  Sauerstoff  ent- 
hält, und  weil  die  schweflige  Säure  noch  oxjdirbar  ist,  die  Kohlensäure 
aber  nicht.  Es  ist  ferner  einzusehen,  dass  die  uns  unbekannten  Wärmever- 
hältnisse bei  der  Bildung  von  Salpetersäure  mit  einer  gewissen  Wärmeent- 
wickeluug  verbunden  sein  müssen,  weil  zwei  permanente  Gasarten  dabei 
ihren  Gaszustand  verloren  haben.  Diese  Wärmeentwickelung  dürfte  aber 
nicht  gross  sein,  weil  Stickstoff  und  Sauerstoff  sich  ziemlich  nahe  stehen. 

Suchen  wir  nun  ähnliche  Beziehungen  bei  flüssigen  und  festen  Kör- 
pern und  nehmen  aus  der  grossen  Zahl  von  bekannten  Brechungsquotienten 
nur  einige  heraus.  Letztere  sind  theils  ans  Müller-Po uillet,  Physik, 
tlieils  aus  dem  Anhange  zu  Beer 's  höherer  Optik  entnommen. 
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A. 

Nnmen  des  Körpers.          i 

B. 

Brechungs- 
quotient. 

c. 

Specifisches 
Gewicht. 

B. 

~  oder  Brech- 
C 
ungsquotient  bei 

der  Dichtigkeit 

des  Wassers. 

Wasser 

1,330 

1,533 

1,372 

1,367 

1,35 

1,438 

1,535 

1,457 

1,545 

1^3591 

2,270 

1,358 

1,457 

1,500 

1,562 

1,811 

1,641 

1,680 

1 

2,535 

0,704 

0,815 

0,898 

1,83 

1,034 

0,948 

0,872 

0,814 

3.5 

0,736 

1,753 

0,85 

2,654 

0.9857 

1,035 

1,272 

1,336 

0,605 

l,7i3 

1,676 

1,510 

0,786 

1,484 

1,56 

1,77 

1,67 

0,649 

1,84 

0,831 

1,77 

0,59 

1,836 

1,58 

1,32 

Crownglas 

Alkohol ,  abs 

„         von  0,815  .  .  . 
Ammoniak    ....... 

Schwefelsäurebydrat .  . 
Ol.  Caryophyll 

„    LavendnU    ..... 

„    Terebintb 

Aceton  (C,^,0)    .... 
Diamant 

Aether    •  •  • 

Alaun 

Benzol 

Bergkryßtall 

Anisöl 

Cassiaöl 

Schwefelkohlenstoff    .  . 

• 

Ordnen  wir  nun  diese  Körper  nach  den  Zahlen  der  Columne  Z>,  so  er- 
halten wir : 


Namen. 

Auf  die  Dich- 
tigkeit des 
Wassers  tedu- 
cirter  Index. 

Namen. 

Auf  die  Dich- 
tigkeit des 
Wassers  redii- 
cirter  Index. 

Aether 

Anisöl 

OL  Terebintb.    .  .  . 
Benzoe   ....... 

Alkohol,  abs 

„         von  0,815  . 

Aceton 

Cassiaöl 

1,84 

1,836 

1,77 

1,77 

1,71 

1,676 

1,67 

1,58 

OL  CaryophyU. .  .  . 

Wasser 

Schwefelkohlenstoff 

Alaun 

Schwefelsäurehydr. 

Diamant 

Crownglas 

Bcrgkrystail    .... 

1,484 
1,336 
1,320 
0,831 
0,786 
0,648 
0,605 
0,590 
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Diese  Zahlen  stellen  die  brechende  Kraft  der  Körper  von  der  Dichtig^- 
keit  befreit  vor,  oder,  richtiger  gesagt,  anf  die  Dichtigkeit  des  Wassers 
bezogen.  Die  höchste  brechende  Kraft  besitzen  die  wasserstofireichen  und 
sauerstoffarmen  Körper,  Aether,  Alkohol,  Benzol,  ätherische  Oele.  Die 
Wirkung  des  Wasserstoffs  giebt  sich  selbst  im  Wasser,  Alaun  und  im 
Schwefelsäurehydrat  zu  erkennen.  Drei  ganz  wasserstofffreie  Körper,  Dia- 
mant, Crownglas,  Bergkrystall,  stehen  am  tiefsten,  und  hier  würde  man  dem 
Diamant  nicht  mehr  die  Verbrennbarkeit  ansehen.  Dagegen  tritt  sie  noch 
sichtbar  hervor,  wenn  man  ihn  mit  einem  Glase  von  demselben  specifischen 
Gewichte  vergleicht.  Am  nächsten  steht  dem  specifischen  Gewichte  des 
Diamants  ein  Flintglas  von  Guinand  mit  Borsäure.  Dasselbe  hat  eine 
Dichtigkeit  von  3,559  und  einen  Brechungsquotienten  von  1,699*,  während 
der  Diamant  bei  der  Dichtigkeit  3,5  den  Quotienten  2,27  hat.  Der  Sauer- 
stoffgehalt des  Glases  drückt  den  Brechungsquotienten  herunter  und  der 
Kohlenstoff,  obgleich  brennbar,  kann  ihn  nicht  so  sehr  erhöhen,  als  der 
Wasserstoff  selbst  im  Wasser  und  der  Schwefelsäure  es  thut. 

Der  auf  die  Dichtigkeit  1  reducirte  Brechungequotient  des  Diamantes 
ist  0,649  und  des  Guinand 'sehen  Glases  0,478.  Der  Diamant  steht  höber 
als  alle  oxydirten  Körper,  die  keinen  Wasserstoff  enthalten.  Ferner  zeigt 
uns  auch  der  Schwefelkohlenstoff,  welcher  mit  seinem  Brechungsquotienten 
1,32  noch  unter  dem  Wasser  steht,  dass  gerade  der  Wasserstoff  von  allen 
Körpern  die  grösste  Molecularbewegung  besitzt,  indem  er  mit  .dem  ent> 
gegengesetzt  wirkenden  Sauerstoff  im  Wasser  noch  immer  einen  stärkern 
Quotienten  bedingt,  als  die  beiden  brennbaren  Körper  im  Schwefelkoh- 
lenstoff. 

Hieran  schliesst  sich  sehr  nahe  eine  Betrachtung  Über  die  Entbehrlich- 
keit und  Nichtexistenz  des  sogenannten  optischen  Aethers.  Bekanntlich 
beruht  seine  Annahme  nur  auf  einer  Hypothese  und  ein  eigentlicher  Beweis 
für  seine  Existenz  ist  noch  niemals  erbracht,  selbst  nicht  einmal  versucht 
worden.  Der  Aether  soll  die  Bewegung  des  Lichtes  aufnehmen  und  fort- 
pflanzen können.  Bis  jetzt  kennen  wir  als  Träger  einer  jeden  Bewegung 
nur  ponderable  Körper,  und  was  nicht  Körper  ist,  kann  eine  Bewegung 
weder  aufnehmen,  noch  übertragen.  Der  Schall  ist  eine  Bewegung  der 
Luft,  der  elektrische  Strom  die  eines  Drahtes;  die  Wärme  haftet  nur  an 
Körpern ,  und  die  chemische  Molecularbewegung  erst  recht.  Die  Elasticität 
der  Körper  ist  diejenige  Eigenschaft,  welche  sie  fähig  macht,  die  kleinsten 
Schwingungen  aufzunehmen  und  zu  vermitteln.  Der  optische  Aether  soll 
kein  Körper  sein,  denn  sonst  würde  er  ponderiren  und  sich  in  unserer  At- 
mosphäre angehäuft  finden;  ihm  theilt  man  alle  Eigenschaften  zu,  welche 
die  Körper  selbst  besitzen.  Wenn  ein  Krystall  des  nicht  regulären  Systems 


Aug.  Beer,  Höhere  Optik,  S.414. 
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das  Liebt  in  zwei  verschiedenen  Richtangen  anders  bricht,  so  soll  er 
zweierlei  Arten  Aether  enthalten,  während  wir  an  ihm  nachweisen  können, 
dass  seine  Härte ,  seine  Elasticität  in  zwei  verschiedenen  Richtungen  eine 
andere  ist.  Dass  es  nun  mehr  als  einen  Aether  giebt,  ist  an  sich  schon  eine 
grosse  Schwierigkeit,  die  damit  verglichen  werden  kann,  wenn  wir  mehrere 
Sauerstoffe  oder  Wasserstoffe  annehmen  wollten. 

„Um  die  Erscheinung  der  Brechung  zn  erklären",  sagt- E isen loh r 
(Phjsik,  7.  Aufl. ,  S.  230),  „nimmt  man  an,  dass  sich  in  jedem  Körper  d^ 
Aether  in  einem  Zustande  von  grösserer  Dichte  befinde,  als  im  leeren 
Räume,  dass  aber  seine  Elasticität  darum  nicht  im  gleichen  Verhältniss  mit 
der  Dichte  zugenommen."  Das  ist  uns  jetzt  ganz  erklärlich,  weil  man  die 
chemische  Beschaffenheit  hierbei  ausser  Acht  lässt,  deren  grossen  Einfluss 
wir  oben  nachgewiesen,  und  man  gestattet  die  durch  Nichts  begründete 
Annahme,  dass  der  Aether  nicht  im  Verhältniss  der  Dichtigkeit  zusammen- 
gezogen sei.  Ebenso  ist  Müller  genöthigt,  den  allgemeinen  Satz,  dass  beim 
Uebergange  des  Lichtes  ans  einem  dünneren  in  ein  dichteres  Medium  der 
Strahl  dem  Perpendikel  zugelenkt  werde,  doch  wieder  zu  durchlöchern, 
indem  Benzol  stärker  breche,  als  Wasser,  und  dennoch  weniger  dicht  sei. 
Alle  diese  Unbegreiflichkeiten  werden  natürlich  dem  Aether  zur  Last  ge- 
legt, dar  sich  in  jedem  Falle  gefallen  lassen  muss,  so  zugerichtet  zu  wer- 
den, dass  er  den  Bedingungen  entspricht. 

Aus  dem  Umstände,  dass  die  brechende  Kraft  bei  Gasen  proportional 
der  Dichtigkeit  ist,  schliesst  man  mit  Recht,  dass  der  Lichtstrahl,  wenn  er 
in  ein  dichteres. Gas  tritt,  einen  Widerstand  findet,  welcher  der  Dichtigkeit 
proportional  ist.  Er  wird  an  der  schiefen  Fläche  nicht  nur  abgelenkt,  son- 
dern es  wird  auch  seine  Geschwindigkeit  vermindert.  Das  Brechungs- 
verhältniss  ist  dem  constanten  Verhältniss  der  Geschwindig- 
keiten gleich,  mit  welchem  das  Licht  aus  dem  leerenRaume 
in  einem  dichteren  Körper  fortgebt.  Allein  wie  wir  gesehen  haben, 
ist  dies  bei  verschiedenen  Gasen  nicht  zureichend,  sondern  es  muss  auch 
die  chemische  Natur  des  Gases  in  Anrechnung  gebracht  werden.  Wir  finden, 
dass  die  verbrennlichen  Stoffe  viel  mehr  Schwingungen  machen,  als  die 
Verbrenner ,  und  indem  wir  hier  nun  noch  die  Verbrennungswärme  hinzu- 
ziehen, kommen  wir  zu  dem  merkwürdigen  Resultate,  dass  die  Verbren- 
nnngswärme  um  so  grösser  ist,  je  mehr  die  absoluten  brechenden  Kräfte 
von  einander  verschieden  sind ,  und  wir  leiten  diese  Verbrennungswärme 
davon  ab ,  dass  um  so  mehr  Molecularbewegnng  als  Wärme  austreten  muss, 
je  verschiedener  diese  Körper  in  ihrem  reinen  Zustande  in  ihrer  Molecular- 
bewegnng und  ihrem  Brechungsvermögen  von  Haus  aus  sind.  In  der  neuen 
Verbindung  machen  beide  Stoffe  gleich  viel  und  gleich  grosse  Schwing- 
ungen, während  sie  vorher  ungleich  grosse  und  ungleich  viele  machten. 
Dass  aber  in  den  Stoffen  solche  Molecularbewegnngen  liegen,  geht  aus  der 
Verbrennungswärme  hervor,  die  nicht  ans  Nichts  entstehen  kann,  und  dazu 
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kommt  noch   der   optische  Beweis,   dass  die  verbrennlichen  Körper  mehr 
Schwingungen  machen,  weil  sie  den  Strahl  am  meisten  ablenken. 

Es  liegt  ein  Zusammenhang  in  der  ganzen  Natur,  der  unsere  Bewun- 
derung in  Anspruch  nimmt,  wenn  es  gelingt,  irgend  ein  verborgenes  Verhält- 
niss  aufzuklären.  Alles  steht  in  nothwendigem  Zusammenhange.  Welche 
Beziehung  besteht  zwischen  dem  Brechungsquotienten  von  Wasserstoff  und 
Sauerstoff  und  ihrer  Verbrennungswärme?  Sie  liegt  jetzt  offen  vor  uns.  Die 
g^nze  ungeheure  Keihe  der  chemischen  Verbindungserscheinungen  beruht 
auf  Ausgleichung  verschiedenartiger  Bewegungen.  Hier  bleibt  uns  gar 
keine  Stelle  mehr  für  den  optischen  Aether.  Wenn  der  Wasserstoff  ver- 
brennt, was  wird  aus  seinem  Aether?  Verbrennt  er  mit,  tritt  er  aus  oder 
steckt  er  in  dem  gebildeten  Wasser?  Es  wird  wohl  Niemand  den  Muth 
haben,  auf  diese  Fragen  eine  Antwort  zu  versuchen.  Es  hat  sich  auch  noch 
Niemand  darüber  Sorge  gemacht,  was  aus  den  dr«i  Aetherarten  wird,  die 
im  triklinischen  Schwefel  stecken,  wenn  er  zu  schwefliger  S,äure  verbrennt 
oder  zerrieben  wird.  Der  optische  Aether  findet  in  der  ganzen  Natur  keine 
Stelle,  wenn  er  weder  Bewegung,  noch  Stoff  ist.  Ihn  als  ein  „äusserst 
feines  Fluidum'^  zu  bezeichnen,  was  alle  Körper  durchdringt,  dürfte  für 
einen  denkenden  Menschen  nicht  mehr  ausreichen.  Es  giebt  nur  Stoffe,  die 
nennen  wir  Elemente,  und  Bewegungen,  die  nennen  wir  Massenbewegung, 
Licht,  Wärme,  elektrischer  Strom  etc. 

Es  liegen  uns  die  schon  erwähnten  umfangreichen  und  mit  grosser  Sorg- 
falt ausgeführten  Arbeiten  von  Landolt*  über  die  Brechungsexponenten 
von  36  Flüssigkeiten  vor,  aus  welchen  wir  das  Material  entnehmen  können, 
um  die  eben  entwickelten  Sätze  zu  prüfen.  Wir  benutzen  nur  denjenigen 
Index,  welcher  sich  auf  die  rothe  Wasserstofflinie  a  bezieht  und  in  der 
La ndol tischen  Tafel  mit  fi^  bezeichnet  ist,  und  bei  der  Temperatur  20^ C. 
Der  auf  die  Dichtigkeit  des  Wassers  reducirte  Index  wird  erhalten,  wenn 
man  den  natürlichen  Index  durch  das  specifische  Gewicht  dividirt.  In  der 
folgenden  Tafel  enthält  die  erste  Columne  den  Namen ,  die  zweite  die  For- 
mel, die  dritte  das  Atomgewicht  des  Körpers.  Die  vierte  zeigt  dann  den 
reducirten  Index,  die  fünfte  den  Procentgehalt  an  Wasserstoff,  die  sechste 
an  Sauerstoff. 


*  Pogg.  117,  353;  122,  546  j  123,  595. 
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Namen. 


Formel 
C=^ö(//0). 


1.  Ameisensäurehydr. 

2.  Essigsäurehydrat  . 

3.  Propionsäurehjdr. 

4.  Buttersäurehydrat 

5.  Valeriansäurehydr. 

6.  Capronsäurehy  jrat 

7.  Oenanthyl6äare]|.  . 

8.  Methylalkohol .  •  . 

9.  Aethylalkohol*  ,  . 
10.  Propylalkohol  .  .  , 
ll.Bntylalkohol    .  .   . 

12.  Atnylalkohol    .  .  . 

13.  Essigs.  Methyloxyd 

14.  Ameisensaures 
Aethyloxyd  •  •  .  . 

15.  Essigsaur.  Aethyl- 
oxyd     

16.  Buttersaur.  Aethyl- 
oxyd     

17.  Valeriansaures  Me- 
thyloxyd     

18.  Ameisens.  Amylox. 

19.  Valerians.  Aethyl- 
oxyd  

20.  Essigsaur.  Amylox. 

21.  Valerians.  Amylox. 

22.  Aldehyd 

23.  Valeral 

24.  Aceton 

25.  Aethyläther  .... 

26.  Essigsäureanhy- 
drid   


C^HO^,  ÜO 
C^H^O^,  ÜO 


^12^12^4 
^12^^2  04 

^20^20^4 

^10^10^2 
^8^10^2 


O.HsO, 


Atom- 
ge- 
wicht. 


Index  bei 

dem  spec. 

Gewicht 

1  =Wa8ser. 


Procente 
Wasser- 
stoff. 


Procente 
Sauer- 
stoff. 


46 

1,121 

4,34 

60 

1,303 

6,67 

74 

1,390 

8,11 

88 

1,452 

9>09 

102 

1,505 

9,804 

116 

1,525 

10,34 

130 

1,546 

10,77 

32 

1,666 

12,5 

46 

1,698 

13,04  • 

60 

1,715 

13,33 

74 

1,726 

13,52 

88 

1,728 

13,63 

74 

1,501 

8,11 

74 

1,495 

8,11 

88 

1,519 

9,09 

102 

1,545 

9,81 

116 

1,581 

10,34 

116 

1,583 

10,34 

130 

1,608 

10,76 

130 

1,634 

10,77 

172 

1,642 

11,62 

44 

1,703 

9,09 

86 

1,734 

11,6 

58 

1,711 

10,34 

74 

1,885 

13,5 

51 

1,281 

5,88 

69,6 

53,33 

43,20 

36,3 

31,37 

27,6 

24,61 

50 

34,8 

26,66 

21,6 

18,2 

43,3 

43,3 

36,4 

31,4 

27,6 
27,6 

24,61 
24,61 
18,6 

36,4 
18,6 
27,6 
21,6 

47 


*  Das  von  Land olt  angenommene  specifischc  Gewicht  von  0,8011  stimmt  nicht 
mit  anderen  Versuchen  iiberein,  welche  0,794  geben. 
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Namen. 

Formel 
C=6(/yO). 

Atom- 
ge- 
wicht. 

Index  bei 

dem  spec. 

Gewicht 

l=Wasser. 

Procente 
Wasser- 
stoff. 

Procente 
Sauer- 
stoff. 

27.  Aethylenalkohol 

.        C,H,0, 

62 

1,285 

9,63 

51,6 

28.  Zweifach  essigsau- 

. 

res  Aethylen   .  . 

'         ^IS^IO^S 

146 

1,225 

6,85 

43,9 

29.  Glycerift 

C^H^O^ 

92 

1,165(^0?) 

8,69 

39,2 

30.  Milchsäure     .  .  . 

Ceffe^G 

90 

M58 

6,06 

53,4 

31.  Phenylsäure .  .  . 

C,,H,0, 

94 

1,440 

6,38 

17 

32.  Bittermandelöl    . 

Cu^bO^ 

106 

1,470    i 

5,66 

15,1 

33.  Salicylige  Säure 

C^,H,0, 

122 

1,338 

4,92 

26,2 

1  34.  Methyl»alicylsäure 

C,,H,0, 

152 

1,294 

5.26 

31,6 

35.  Benzoesaur.  Methy 

l       C,,H,0, 

136 

1,389 

5,88 

23,5 

36.  Benzoesaur.  Aethy 

1        ^1S^10^4 

150 

1,431 

6,67 

21,4 

Die  ersten  21  Nummern  sind  zufällig  schon  nach  dem  steigenden  Index 
und  Wasserstoffgehalt  bei  den  homologen  Gruppen  1  bis  7,  8  bis  12  nnd 
13  his  21  geordnet.  Wir  wollen  nun  auch  die  15  letzten  Nummern  von  22  an 
nach  dem  steigenden  Index  ordnen,  da  viele  nicht  auf  einander  bezügliche 
Stoffe  darin  enthalten  sind.    Die  Reihe  würde  dann  sein: 


Namen. 


Auf  das  spe- 
cifische  Ge* 
wicht  1  redu- 
cirter  Index. 


Procente 
Wasser- 
stoff. 


Milchsäure 

Glycerin 

Zweifach  essigsaures  Aethylen 

Essigsäureanhydrid 

Aethylenalkohol 

Methyl  -  Salicylsäureäther  •  .  . 

Salicylige  Säure 

Benzoesaures  Methyl 

Benzoesaures  Aethyl 

Phenylsäure 

Bittermandelöl 

Aldehyd  

Aceton 

Valeral 

Aether 


I 


1,158 

1,165(?) 

1,225 

1,281 

1,285 

1,294 

1,338 

1,389 

1,431 

1,440 

1,470 

1,703 

1,711 

1,734 

1,8S5 


6,66 

6,85 
5,88 
9,68 
5,26 
4,92 
5,88 
6,67 
6,38 
5,66 
9,09 
10,34 
11,6 
13,5 


Procente 
Sauer- 
stoff. 


53,6 

43,9 

47 

51,6 

31,6 

26,2 

23,5 

21,4 

17 

15,1 

36,4 

27,6 

18,6 

21,6 
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Betrachtet  man  die  Bedeutung  dieser  Zahlen  in  welchen  der  Brech- 
ungsindex auf  die  Dichte  des  Wassers  reducirt  ist,  so  ergiebt  sich  Fol- 
gendes: 

1.  Der  Brechnngsindex  steigt  regelmässig  mit  dem  Gehalt  an  Wasser- 
stoff und  sinkt  mit  dem  Gehalt  an  Sauerstoff« 

Die  Ameisensäure  mit  dem  kleinsten  Gehalt  an  Wasserstoff 
(4,34  Proc.)  und  dem  grössten  an  Sauerstoff  (6Ö,6  Proc.)  hat  den  klein- 
sten Index  mit  1,121 ;  dann  steigt  er  ohne  Unterbrechung  bis  zum 
Oenanthjlsäurehydrat  (1,546).  Ebenso'steigt  der  Procentgehalt  an 
H  und  nimmt  ab  jenes  an  0  ab. 

2.  Wenn  ein  Körper  Hydratwasser  enthält,  so  wirkt  sein  Wasserstoff 
weniger  erhöhend,  als  wenn  dieselbe  Menge  Wasserstoff. direct  mit 
dem  Körper  verbunden  ist.    Z.  B. 

Propionsäurehydrat  mit  8,11  Proc.  H  und  43,2  Proc.  0  hat  den 
Index  1,390;  dagegen  essigsaures  Methylozyd  und  ameisensaures 
Aethyloxyd ,  welche  dieselben  Procente  beider  Elemente  haben,  zei- 
gen die  Indices  1,501  und  1,405,  welche  Zahlen  wahrscheinlich  gleich 
sein  sollen. 

Capronsäurehydrat  hat  1,525,  dagegen  valeriansaures  Methyl 
1,581  und  ameisensaures  Amyl  1,583. 

Oenanthylsäurebydrat  hat  1,546,  dagegen  valeriansaures  Aethyl 
1,608  und  essigsaures  Amyl  1,634. 

Ebenso  ist  das  specifische  Gewicht  derjenigen  Verbindungen ,  welche 
Hydratwasser  enthalten,  jedesmal  höher,  als  das  der  isomeren  Verbindungen 
ohne  Hydratwasser. 
Beispiele : 

Propionsäurehydrat       specifisches  Gewicht  =  0,9063 , 
essigsaures  Methyloxyd         „  „       =^0,9053, 

ameisensaures  Aethyloiyd    „  „       =0,9078; 

ferner  zusammengehörig: 

Capronsäurehydrat  „  „  =0,9252, 

valeriansaures  Methyloxyd  „  „  =0,8809, 

ameisensaures  Amyloxyd  „  „  =0,8816; 

drittens: 

Oenanthylsäurebydrat  „  ,,       =0,9175, 

essigsaures  Amyloxyd  „  „       =0,8374. 

Es  geht  daraus  hervor,  dass  das  Wasser,  bereits  fertig  gebildet,  eine 
innigere  Verbindung  ist,  als  die  des  Wasserstoffs  in  organischen  Körpern, 
worin  kein  fertiges  Wasser  enthalten  ist.  Sein  Wasserstoff  hat  bei  der  Ver- 
bindung zu  Wasser  mehr  chemische  Bewegung  verloren  (34462  W.E.),  als 
in  dem  organischen  Stoffe ,  deswegen  lenkt  .er  den  Strahl  weniger  ab  und 
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nimmt  einen  kleineren  Raum  ein,  d.  b.  die  Verbindung  hat  grösseres  speci- 
fisches  Gewicht.  Die  sogenannte  moderne  Chemie,  welche  ohne  jeden  inne- 
ren Grund  den  Wassergehalt  der  Hydrate  leugnet  und  seine  Elemente  jenen 
des  Körpers  gleichstellt  und  hinzufügt,  sollte  sehr  befriedigt  sein,  in  den 
physikalischen  Beziehungen  dieser  Körper  einen  Anhalt  zu  finden,  um  ihre 
eigenen  Anschauungen  zu  berichtigen.  So ,  wie  aber  die  Sache  jetzt  steht, 
wo  die  modernen  Chemiker  eine  Coterie  bilden,  die  unter  sich  gewisse  will- 
kürliche Conventionen  angenommen  Hat,  die  sie  für  „Errungenschaften** 
ausgiebt,  ist  wenig  Aussicht* vorhanden,  dass  eine  vorurtheilsfreie  Betrach- 
tung Eingang  gewinne. 

Die  zweite  Reihe,  von  Nr.  22  an,  beginnt  mit  vier  neutralen  Stoffen, 
bei  denen  der  Wasserstoffgehalt  abnimmt  und  der  Sauerstoff  zunimmt.  In 
demselben  Sinne  fällt  auch  der  Index.  Der  Aether  mit  dem  grössten  Was- 
serstoffgehalt der  ganzen  Reihe  (13,5  Proc.)  hat  den  höchsten  Index  1,885, 
und  die  Milchsäure  mit  dem  grössten  Sauerstoffgehalt  von  53,6  Proc.  hat  den 
kleinsten  1,165.  Dass  die  Milchsäure  einen  kleineren  Index  hat  als  Wasser 
(1,3311),  erklärt  sich  daraus,  dass  sie  weniger  Wasserstoff  (6,66  gegen  11 
Procent)  enthält.  Da,  wo  der  Wasserstoffgehalt  zugleich  mit  dem  Index 
fällt,  zeigt  sich  ein  starkes  Steigen  des  Sauerstoffs.  Z.  B.  Metliyl-Salicyl- 
säure  hat  5,26  Proc.  B  mit  dem  Index  1,204,  und  Aethylen- Alkohol  mit  9,68 
Proceut  B  hat  1,285,  dagegen  51,6  Proc.  Sauerstoff  gegen  31,6  Proc.  des 
ersteren.  Bei  gleichem  Wasserstoffgehalt,  wie  benzoesaures  Methyl  und 
Essigsäureanhydrid,  (5,88  Proc.)  giebt  der  Sauerstoff  allein  den  Ausschlag, 
nämlich  benzoesaures  Methyl  hat  1,389  bei  23,5  Proc.  Sauerstoff,  und  Essig- 
säureanhydrid 1,225  bei  43,9  Proc.  Sauerstoff. 

Schon  Landolt  (Poggend.  117,  384)  hatte  aus  seinen  Versuchen  den 
Schluss  gezogen,  dass  die  Brechungsindices  der  homologen  Säuren  mit  stei- 
gender Zahl  der  Kohlenstoff-  und  Wasserstoffatome  zunehme,  und  es  ist 
dies  eine  Bestätigung  der  schon  von  Newton  angenommenen  grossen  bre- 
chenden Kraft  der  brennbaren  Körper.  Dagegen  musste  ihm  das  Verhalten 
der  Ameisensäure  als  eine  Ausnahme  erscheinen,  weil  sie  bei  einem  kleine- 
ren Gehalt  an  Kohlenstoff  und  Wasserstoff  einen  ebenso  grossen  Brechungs- 
index zeigte,  als  die  Essigsäure,  nämlich  1,36927  gegen  1,36928,  und  bei  der 
ß  Wasserstoff linie  ist  der  Unterschied  nur  0,00005,  eine  Grösse,  die  nicht 
mehr  gemessen  werden  kann.  Da  aber  bei  dieser  Ver^rleichung  keine  Rück- 
sicht auf  die  Dichtigkeit  der  Stoffe  genommen  ist  und  ihr  specifisches  Ge- 
wicht zwar  mitgetheilt,  aber  nicht  benutzt  ist,  so  kann  auch  die  ausnahms- 
weise Stellung  der  Ameisensäure  noch  nicht  feststehen.  Ich  habe  schon 
oben  nachgewiesen,  dass  das  specifischo  Gewicht  mit  dem  Sauerstoffgehalt 
steigt,  und  es  ist  doshalb  das  hohe  specifische  Gewicht  der  Ameisensäure 
von  1,2211  genügend  in  ihrem  Gehalte  von  09,6  Proc.  Snuerstoff  begründet. 
Ebenso  habe  ich  schon  nachgewiesen,  dass  man  die  brechende  Kraft  eines 
Körpers  nur  bei  gleicher  Dichte  vergleichen  könne. 
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Reducirt  man  die  Indices  auf  die  Dicbte  des  Wassers,  so  wird  der  der 
Ameisensäure  1,121  und  der  Essigsäure  1)303,  wo  dann  die  scheinbare  Aus- 
nahme wegfällt. 

Das  Wasser  selbst  hat  einen  so  kleinen  Index  (1,33111)  mit  seinen 
88,0  Proc.  Sauerstoff,  dem  höchsten  übei^haupt  bekannten  Sauerstoffgehalt, 
und  unter  den  von  Landolt  gemessenen  ist  nur  einer  noch  kleiner,  nämlich 
von  Aldehyd  (1,32975),  aber  bei  Berücksichtigung  seines  specifischen  Ge- 
wichtes von  0,78L  steigt  er  auf  1,703.  Versuche  mit  comprimirten  Flüssigkei- 
ten können  zu  keinem  Eesultate  führen,  weil  sie  durch  ganze  Atmosphären- 
drucke nur  um  wenige  Milliontel  ihres  Volums  sich  vermindern  und  weil  man 
in  einem  Prisma  mit  ebenen  und  parallelwandigen  Glasscheiben  einen  nam- 
haften Druck  nicht  anwenden  kann.  Die  einzige  uns  zugängliche  Volum- 
veränderung besteht  in  Ausdehnung  durch  Erwärmung,  und  da  zeigen  die 
Versuche  von  Landolt  und  die  früheren  von  D a  1  e  und  Gladstone,  dass 
die  Indices  abnehmen. 

Es  lassen  sich  nun  noch  einige  Anwendungen  der  erhaltenen  Resultate 
gewinnen. 

Die  Indices  gemischter  Gasarten  lassen  sich  nach  den  Mengenverhält- 
nissen und  den  Indices  der  einzelnen  Gase  berechnen.   Die  Luft  besteht  aus 
J  Sauerstoff  und  ^  Stickstoff.    Wir  haben  also 
^.0,924  =  0,184, 
1.1,020  =  0,816, 

Summa  1,000  oder  der  Index  der  Luft. 

Haben  die  Gase  eine  chemische  Verbindung  eingegangen,  so  stimmt 
dies  nicht  mehr,  selbst  nicht  mit  Berücksichtigung  des  Volums.  Ammoniak 
besteht  aus  ]  Volum  Stickstoff  und  3  Volumen  Wasserstoff  zu  2  Volumen 
verdichtet. 

Es  ist  hier 

1.1.020  +  3.0.470^^^^^^ 

während  das  Ammoniak  1,309  zeigt.   Es  ist  dies  um  so  auffallender,  als  bei 
der  Verdichtung  nothwendig  Molecularbewegung  ausgetreten  sein  muss. 

Um  den  Index  des  Schwefelkohlenstoffs  aus  seint»m  Dampfe  zu  berech- 
nen ,  haben  wir  zu  beachten:  Schwefelkohlenstoffdampf  hat  das  specifische 
Gewicht  2,6258,  und  da  ein  Liter  Luft  1,239  Grm.  wiegt,  so  wiegt  ein  Liter 
Schwefelkohlenstoffdampf  1,293.2,6258  =  3,395  Grm.  Ein  Liter  flüssiger 
Schwefelkohlenstoff  mit  dem  specifischen  Gewicht  1,2931  wiegt  1293,1  Grm.; 

es  ist  also  der  flüssige  Schwefell^ohlenstoff ^^^-  =  381  mal  dichter,  als  sein 

3,395 

Dampf.    Dieser  bricht  aber  5,11  mal  so  stark  als  Luft,  also  flüssiger  Schwe- 
felkohlenstoff bricht  5,11 .  381  =1946,91  mal  so  stark  als  Luft.  Wasser  bricht 

0,331100 

Q^^rjjrx2=  11*^6 mal  so  stark  als  Luft,  es  ist  also  der  aus  dem  Dampfe  be- 
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reebnete  Index  des  Scbwefelkoblenstoffs  1126: 1946,91  ^^  1,3311  :  o:,  woraus 
X  =  2,3. 

Der  beobacbtete  Index  ist  aber  gegen  Luft  =:  1,68;  es  erscheint  also 
der  ans  dem  Dampf  berechnete  erheblich  höher,  weil  im  Dampfe  grössere 
Molecularbewegung  vorhanden  ist,  die  aber  bei  den  vielen  Multiplicationen 
auch  eine  Maltiplication  der  Fehler  in  sich  schliessen  kann. 

Luft  ist  14,47  mal  schwerer  als  WasserstoflF,  und  Wasser  ist  773,4  mal 
schwerer  als  Luft,  es  ist  also  Wasser  773,4. 14,47 es  11191  mal  schwerer  als 
Wasserstoff.  Dieses  bricht  0,470  mal  so  stark  als  Luft,  also  auf  die  Dichte 
des  Wassers  verdichtet  (unter  11191  Atm.  Druck)  11191 .0,470 mal  t=  5459,74- 
mal  so  stark  als  Luft.    Nun  bricht  Wasser  1126 mal  so  stark  als  Luft,  es 

5159  77 

wird  also  Wasserstoff  bei  der  Dichte   des  Wassers  ^=4,58  mal   so 

1126 

stark  brechen  als  Wasser,  und  sein  Index  wird  sein  4,58. 1,3311  =  5,990,  der 

höchste  überhaupt  mögliche  Index. 

Diamant  mit  dem  specifischen  Gewicht  3,5  hat  den  Index  2,270,  also 

2  270 
bei   der  Dichte   des  Wassers  -—--  =  0,649.     Es   bricht   also  Wasserstoff 

3,0 

-^---  =  9,24mal  so  stark  als  Kohlenstoff,  beide  auf  gleiche  Dichte  1  reducirt. 
0,649  . 

Sauerstoff  hat  gegen  Luft  den  Index  0,994.    Da  ein  Liter  Sauerstoff 

1000 
1,43  6rm.  wiegt,  so  ist  das  Wasser  =699,3 mal  so  dicht  als  Sauerstoff, 

es  würde  also  der  Sauerstoff  bei  der  Dichte  des  Wassers  0,924. 699,3= 640,15- 
mal  so  stark  brechen  als  Luft,  und  da  Wasser  bei  seiner  natürlichen  Dichte 
1126 mal  so  stark  bricht  als  Luft,  so  würde  der  Sauerstoff  bei  der  Dichte 

des  Wassers  —^=0,556 mal  so  stark  brechen  als  Wasser.  Nach  Analogie 

des  Schwefelkohlenstoffes  würde  flüssiger  Sauerstoff  von  der  Dichte  1  wohl 
noch  schwächer  brechen,  weil  ihm  die  Molecularwärme  des  permanenten 
Zustandes  fehlt. 
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XXL 

Ueber  das  Nichtverbrennen  der  Spinnenfäden  im  Focus 
des  Brennglases. 

Von 

Dr.  Mohr  in  Bonn. 


Bei  der  Versaxnmlang  der  Naturforscher  in  Hamburg  warf  Professor 
Littrow  aus  Wien  die  Frage  auf,  wie  es  zugehe,  dass  die  Spinnfäden  im 
Brennpunkte  der  stärksten  Fernröhre  nicht  verbrannt  werden.  Von  dünnen 
Metalldrähten  hatte  Tsc hirnhausen  schon  früher  eine  ähnliche  Erfah- 
rung gemacht.  Muncke  hat  nach  vielen  Anfragen  wenig  befriedigende 
Antwort  erhalten  und  hörte  von  Capt. Kater,  dass  dieser  sich  mit  Wo  11  äs- 
ten darüber  unterhalten  und  dass  Beiden  die  Erklärung  keine  Schwierigkeit 
zu  machen  Scheine.  Jeder  Körper  nämlich  nehme  Wärme  auf  im  Verhält- 
niss  seiner  Masse  und  strahle  sie  aus  im  Verhältniss  seiner  Oberfläche;  in- 
dem  aber  der  cubische  Inhalt  eines  Cylinders  dem  Quadrate  (Cubus?)  sei- 
nes Halbmessers,  die  Oberfläche  dagegen  der  einfachen  Potenz  (Quadrat?) 
des  Radius  proportional  abnehme,  so  müsse  es  eine  Grenze  geben,  bei  wel- 
cher erstere  gegen  letztere  verschwinden  werde  und  daher  die  Aufnahme 
der  Wärme  hinter  der  Ausstrahlung  zurückbleibe.  Hierauf  entgegnete 
Muncke,  dass  dieser  Satz  auf  jede  Art  von  Wärme  Anwendung  leiden 
müsse,  und  zeigte  ihm  dann,  dass  die  feinsten  Spinnfäden,  in  solcher  Ent- 
fernung über  die  Flamme  einer  Weingeistlampe  oder  einer  Kerze  gehalten, 
augenblicklich  zerstört  werden,  in  welcher  man  die  Hand  ohne  Verletzung 
zu  erhalten  vermag,  worauf  Kater  selbst  seine  Erklärung  als  ungenügend 
aufgab.  Muncke  hat  das  Phänomen  unter  der  Ueberschrift  „Ueber  Litt- 
row's  Problem"  in  PoggendorflF's  Annalen  27,  467  besprochen  und  mehrere 
dahin  gehörige  Versuche  beigebracht,  eine  bündige  Erklärung  aber  nicht 
gegeben.  Einmal  kommt  er  der  Sache  sehr  nahe,  indem  er  äussert,  dass  die 
Lichtstrahlen  an  sich  nicht  warm  sind,  sondern  durch  ihren  Impuls  die  in 
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allen  Substanzen  vorhandene  Wärme  erregten.    Wäre  der  Nachsatz  nicht 
dabei,  so  könnte  man  sich  mit  dem  ersten  Theile  beruhigen. 

Die  Erklärung  ist  jetzt  keiner  Schwierigkeit  mehr  unterworfen.  Im 
Sonnenstrahl  sind  Strahlen  von  verschiedener  Brechbarkeit  enthalten,  von 
denen  nur  ein  Theil  sichtbar  ist,  nämlich  jener  Theil,  welcher  das  Farben- 
spectrum  ausmacht.  Die  ultravioletten  und  ultrarothen  Strahlen  sind  nn* 
sichtbar,  verwandeln  sich  aber,  so  wie  sie  auf  einen  undurchsichtigen  Kör- 
per fallen ,  in  gemeine  Wärme.  Dabei  geben  die  ultravioletten  Strahlen 
sehr  wenig  Wärme,  die  jenseits  des  Roth  im  Dunkeln  liegenden  die  meiste 
Wärme  aus.  Die  farbigen  Strahlen  verwandeln  sich  ebenfalls  in  Wärme 
und  es  bleibt  die  Frage,  ob  in  den  farbigen  Strahlen  sich  auch  unsichtbare 
Wärmestrahlen  befinden,  oder  ob  die  im  Farbenspectrum  frei  werdende 
Wärme  nur  das  Aequivalent  der  farbigen  Strahlen  selbst  ist.  Bekanntlich 
gehen  dunkle  Wärmestrahlen  von  irdischen  Quellen  nicht  durch  Wasser  und 
kaum  durch  Glas.  Die  dunklen  Wärmestrahlen  der  Sonne  gehen  aber  durch 
Glaslinsen  und  Prismen,  sind  also  in  ihrer  Natur  von  den  irdischen  in 
etwas  verschieden. 

Nun  sind  aber  die  Lichtstrahlen  weder  hell ,  noch  die  Wärmestrahlen 
warm ,  sondern  die  Lichtstrahlen  werden  erst  sichtbar,  wenn  sie  in  unserem 
Auge  auf  einen  undurchdringlichen  Widerstand  stossen,  und  die  Wärmestrah- 
len werden  erst  gemeine  Wärme,  wenn  sie  ebenfalls  aufhören ,  Strahlen  za 
sein.  Es  ist  also  in  dem  Focus  einer  Linse  gar  keine  Wärme  vorhanden,  und 
wenn  der  beschienene  Gegenstand  durchsichtig  und  diatherman  ist,  so  liegt 
gar  kein  Grund  vor ,  warum  ei'  beleuchtet  oder  erwärmt  werden  soll.  Nun 
ist  aber  der  Spinnfaden  vollkommen  durchsichtig,  und  da  die  Wärmestrah- 
len der  Sonne  durch  das  Glas  der  Linse  gehen,  so  werden  sie  ebenfalls 
durch  den  glashellen  Spinnfaden  durchdringen.  Die  strahlende  Wärme  hat 
mit  der  gemeinen  geleiteten  Wärme  keinen  näheren  Zusammenhang,  als 
auch  der  galvanische  Strom,  der  sich  ebenfalls  in  jedem  Augenblicke  im  Lei- 
tungsdraht in  Wärme  umsetzt.  Es  liegt  also  jedenfalls  an  der  falschen  Auf- 
fassung unserer  Lehrbticher,  dass  man  in  dieser  Erscheinung  etwas  Auffal- 
lendes hat  erblicken  wollen  ^  weil  hier  Wärmestrahlen  und  gemeine  Wärme 
gewöhnlich  als  gleichbedeutend  dargestellt  werden.  Die  gemeine  Wärme 
strahlt  nun  auch  immer  aus,  aber  diese  Ausstrahlung  wird  erst  wieder  zu 
wirklicher  Wärme ,  wenn  sie  die  Kienrussscfaichte  der  Thermosäule  getrof- 
fen hat. 

Dass  in  dem  Focus  einer  Linse  keine  Wärme  vorhanden  ist,  hat 
Muncke  auch  durch  den  Versuch  bewiesen,  dass  ein  hineingeblaaener 
Strom  von  Wasserstoff  sich  nicht  entzündet,  wohl  aber,  wenn  man  einen 
Holzspahn  dahinter  hält,  der  als  undurchsichtig  erhitzt  wird,  ins  Brennen 
geräth  und  dann  den  Wasserstoff  entzündet.  Ein  schwarzes  Pferdehaar  ver- 
brennt augenblicklich,  ein  weisses  viel  schwieriger;  dagegen  vier  und  mehr 
mit  eiiiander  vereinigt  werden  augenblicklich  zerstört.    Sehr  dünne  Fäden 
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von  Schellack  wurden  im  Focns  nicht  einmal  so  warm,  dass  sie  sich  durch 
ihr  eigenes  Gewicht  hogen.  Je  dicker  die  Fäden  waren,  desto  rascher 
schmolzen  und  verbrannten  sie.  Muncke  zieht  nun  den  Schluss,  dass  der 
Uebergang  von  der  Zerstörbarkeit  zur  Unzerstörbarkeit  bei  abnehmender 
Dicke  der  Fäden  nicht  allmälig ,  sondern  sehr  plötzlich  geschieht.  Dies  ist 
eine  Beobachtung,  aber  keine  Erklärung. 

In  demselben  Sinne  wird  ein  im  Weltall  fliegender  Meteorit  von  klei- 
nen Dimensionen  durch  die  Strahlen  der  Sonne  nicht  merkbar  erwärmt,  wie 
auch  die  Spitze  des  Matterhorns  nicht  merkbar  warm  wird ,  und  ein  Planet 
kann  unter  gleichen  Umständen  der  Entfernung  von  der  Sonne  und  der  Sub- 
stanz um  so  grössere  Hitze  entwickeln,  je  grösser  er  selbst  ist. 

Der  Frage,  warum  die  Spinnfäden  im  Focus  nicht  verbrennen,  setzen 
wir  die  andere  Frage  entgegen:  warum  sollten  sie  verbrenneui  da  gar  keine 
Wärme  vorhanden  ist? 
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XZIL  Beiträge  zur  Theorie  der  Determinanten. 

I.     2:(itt=:-äi)n  =  2;*(l,  2...n). 

Den  hier  aasgedrückten  Satz  (die  Bedeutung  des  linksseitigen  Aus- 
drucks wird  unten  angegeben  werden)  beweist  man  gewöhnlich  durch  Re- 
cursion,  wobei  sich  dann  zunächst  nur  ergiebt,  dass 

21(10  = -01% 
ein  Quadrat  ist.     Die  Ermittelung  der  Wurzel  ^(l,2...n)  bedarf  darauf 
noch  einer  besondern  Untersuchung. 

Im  Folgenden  werde  ich  von  diesem  Satze  eine  directe  Herleitnng 
geben ,  welche  unmittelbar  obige  Gleichung  liefert  und  die  man,  wenn  auch 
etwas  umständlich ,  doch  wohl  nicht  ganz  ohne  Interesse  finden  wird. 

§  t.  Die  Zeilen,  sowie  die  Colonnen  eines  quadratischen  Systems  seien 
mit  den  Nummern  1  bis  n  bezeichnet.  Dits  Element,  in  welchem  sich  die 
t^"  Zeile  und  die  ü^^  Colonne  schneiden ,  werde  mit  (iü)  bezeichnet.  Zwei 
•Elemente  (iü)  und  (iit),  deren  Verbindungslinie  die  Diagonale  rechtwinklig 
schneidet  und  von  derselben  balbirt  wird ,  mögen  Gegenelemente  genannt 
werden.    Ein  gemeinschaftliches  Zeichen  für  beide,  wo  es  also  unbestimmt 

gelassen  wird,  welches  von  beiden  gemeint  ist,  sei  £•. 

§  2.  Das  Vorzeichen  eines  Gliedes  der  Determinante 
2?+ (ll)(22)...(fin) 
bestimmt  sich  bei  beliebiger  Reihenfolge  der  Factoren  durch  die  Anzahl 
der  Inversionen  der  ersten  Nummern  plus  derjenigen  der  Inversionen  der 
zweiten  Nummern.  Wenn  erstere  fi,  letztere  v  ist,  so  wird  das  Zeichen  des 
Gliedes  (—1)'*+''.  Ist  die  eine  Nummernreihe  nach  der  Grösse  der  Num- 
mern geordnet,  also  ohne  Inversionen,  so  bestimmt  sich  das  Zeichen  durch 
die  Zahl  der  Inversionen  in  der  andern  allein. 

§  3.  Ein  Product  (oft)  (6c) ...  (/ra),  wo  a,  6,  c.ä  irgendwelche  ver- 
schiedene der  Nummern  1  bis  n  sind,  heissen  ein  Kettenprodnct  oder  Cy- 
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klns.  Jede  dieser  Nummern  kommt  darin  zweimal  vor,  einmal  als  Zeilen 
und  einmal  als  Colonnenindex.  Je  nachdem  das  Prodnct  eine  gerade  oder 
ungerade  Anzahl  Factoren  hat,  je  nachdem  also  die  Anzahl  der  Nammern 
a,  b,.,h  gerade  oder  ungerade  ist,  werde  das  Product  ein  paares  oder  un- 
paares  genannt. 

§  4.  Ein  paares  Kettenproduct  von  tn  Factoren  lässt  sich  in  zwei  Pro- 
ducte  zerlegen,  von  denen  jedes  sämmtliche  m  Indices,  aber  jeden  nur  ein- 
mal enthält.  Der  eine  dieser  Halbcjklen  besteht  aus  dem  ersten ,  dritten 
etc.,  der  zweite  aus  dem  zweiten,  vierten  etc.  Factor  des  ursprünglichen 
Productes.   Es  ist  nämlich 

(ab)  (be)  (cd)  (de)  ...  {pq)  (qr)  (rs)  (sa) 
=^{ab)(cä)  ...  {pq){rs)X{bc)  (de)  .   ,  (qr)sa). 

§  5.  Jedes  Glied  der  Determinante  besteht  aus  einem  oder  mehreren 
Kettenproducten.  Um  dieselben  zu  bestimmen,  beginne  man  mit  irgend 
einem  Element  {ab)  und  nehme  darauf  dasjenige,  dessen  Zeilenindex  b  ist, 
also  {bc)y  und  fahre  in  dieser  Weise  fort,  so  dass  der  Zeilenindex  jedes  fol- 
genden Elementes  der  Colonnenindex  des  vorhergehenden  ist,  bis  man  zu 
einem  Element  (jga)  gelangt,  dessen  Colonnenindex  der  Zeilenindex  des 
zuerst  genommenen  Elementes  ist.  Dies  muss  spätestens  bei  dem  letzten 
Element  eintreten,  da  sonst  a  als  Colonnenindex  gar  nicht  vorkäme.  Ist 
{ga)  noch  nicht  das  letzte  Element,  so  nehme  man  jetzt  eines  der  noch 
übrigen  {kl)^  bilde  von  demselben  aus  eine  Kette  (kl),..{pk)  und  fahre  so 
fort,  bis  die  letzte  Kette  mit  dem  letzten  Elemente  schliesst. 

Die  Zahl  der  Factoren  ieines  der  in  einem  Determinantengliede  enthal- 
tenen Cyklus  kann  1  bis  n  sein.  Das  Anfangsglied  der  Determinante  be- 
steht nur  aus  Cjklen  mit  einem  Element.  Die  Anzahl  der  Glieder,  welche 
durch  einen  einzigen  Cyklns  dargestellt  werden,  ist  («— 1)!  Ordnet  man 
nämlich  die  Zeilenindices  in  einem  Kreise,  so  haben  dieselben  nicht,  wie 
bei  der  geradlinigen  Anordnung,  n!,  sondern  nur  {n  — 1)1  Permutationen, 
und  bei  jeder  derselben  lassen  sich  die  Colonnenindices  nur  auf  eine  Weise 
hinzufügen,  so  dass  das  ganze  Product  einen  Cyklus  bildet. 

§  6.  In  einem  cyklischen  Product  {ab)  (6c)  . . .  {rs)  {sa)  von  m  Factoren 
erhält  man  die  Reihe  der  zweiten  Nummern  aus  der  Reihe  der  ersten,  in- 
dem man  den  Zeilenindex  a  der  Reihe  nach  mit  jedem  folgenden  Zeilen- 
index, also  mit  m— I  Nummern  vertauscht. 

Wenn  nun  ein  Determinantenglied  aus  p  Ketten  besteht  mit  m, ,  m^,„mp 
Factoren,  so  erhält  man  also  die  Reihe  der  zweiten  Nummern  desselben  aus 
derjenigendererstendurchm|  —  l  +  m2  —  l...+Wp—l=n—p  Vertauschungen 
von  jedesmal  zwei  Nummern.  Die  Differenz  und  damit  auch  die  Summe  der 
Inversionszahlen  in  den  beiden  Nummernreihen  ist  daher  eine  gerade  oder 
ungerade  Zahl,  je  nachdem  n— />  gerade  oder  ungerade  ist.  Das  Vorzeichen 
des  Gliedes  ist  demnach  (—1)"""'*,  also  +  oder  — ,  je  nachdem  die  Zahl  der. 
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Ketten  in  demselben  sich  Ton  dem  Exponenten  der  Deferminaute  um  eine 
gerade  oder  ungerade  Zahl  unterscheidet.  (Vergl.  Cauchy,  Journ.  de  Vecoie 
pol.  17  png.  42.) 

§  7.  Ein  Glied  der  Determinante  mit  lanter  paaren  Ketten  lässt  sich 
in  zwei  Producta  zerlegen,  deren  jedes  lauter  verschiedene  Nummern  I 
bis  n  enthält. 

Man  zerlege  nämlich  jede  der  in  dem  Gliede  enthaltenen  Ketten  nach 
$4,  wobei  man  verschiedene  Theilungen  des  Gliedes  erhält,  je  nachdem 
man  die  eine  oder  die  andere  Hälfte  einer  Kette  auf  die  rechte  oder  linke 
Seite  bringt. 

§  8.    In  einem  nach  §  4  zerlegten  Kettenproduct 

(a&)  (crf)  .. .  {P9)  (rs)  X  {bc)  {de)  ...  {qr)  {sa) 
von  m  Factoren  entsteht  die  ganze  Reihe  bcde ...qrsa  der  Indices  rechts 
ans  derjenigen  abcd .. .  pqrs  links  durch  m  —  Imalige  Vertanschung  von 
jedesmal  zwei  Elementen.  Enthält  nun  ein  nach  §  7  zerlegtes  Determinan- 
tenglied p  Ketten  mit  nii^  m^..  m^  Factoren ,  so  entsteht  die  ganze  Num- 
mernreihe rechts  aus  derjenigen  links  durch 

m,  — l+m,-l  +  ...  +  mp-l  =  «— /> 
Vertauschungen  von  jedesmal  zwei  Elementen.   Die  Differenz  und  folglich 
auch   die  Summe   der  Inversionszahlen  der  beiden  Ilälften  ist  daher  mit 
n — p  gerade  oder  ungerade. 

§  9.  Wenn  man  ein  oder  mehrere  Elemente  eines  Determinantenglie- 
des durch  ihre  Gegenelemente  (lü  durch  üi)  ersetzt,  so  erhält  man  nur  dann 
wieder  ein  Glied  derselben  Determinante,  wenn  man  auf  diese  Weise  einen 
oder  mehrere  ganze  Cyklen  umkehrt. 

Kehrt  man  nämlich  irgend  ein  Element  {ab)  um,  so  muss  man  auch 
das  damit  zusammenhängende  {bc)  umkehren,  da  sonst  zwei  Elemente  {ba) 
und  {bc)  in  der  ersten  Nummer  übereinstimmten.  Ebenso  muss  man  dann 
auch  {cd)  umkehren  u.  s,  w. ,  mithin  einen  ganzen  Cyklus. 

§  10.  Alle  Glieder,  welche  durch  Umkehrung  eines  oder  mehrerer 
Cyklen  nach  §9  aus  einander  entstehen,  haben  nach  §6  dasselbe  Vorzeichen, 
da  die  Zahl  der  Ketten  dieselbe  ist. 

§  11,  Ein  Glied  der  Determinante  kann  Paare  von  Gegen elementen 
{ab)  {ba)  enthalten.  Durch  Umkehrung  solcher  zweielemeatigen  Cyklen 
ändert  sich  das  Glied  nicht.  Besteht  es  nur  aus  solchen,  so  kann  durch  der- 
artige Umkehrung  kein  anderes  Glied  der  Determinante  erhalten  werden. 
Dasselbe  gilt  von  den  jedes  für  sich  einen  Cyklus  darstellenden  Elementen 
der  Diagonale. 

Durch  Umkehrung  von  einem  oder  mehreren  mehr-  als  zweielemen« 
tigen  Cyklen  erhält  löan  dagegen  lauter  verschiedene  Glieder,  weil  ein 
Cyklus  mit  seiner  Umkehrung  kein  Element  und  mit  den  übrigen  Cyklen 
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keine  Nummer  gemein  hat,  mithin  ein  Element  einer  Kette  durch  Umkeh- 
rnig  sich  weder  in  ein  anderes  Element  derselben  Kette,  noch  in  ein  sol- 
ches einer  andern  Kette  verwandeln  kann. 

§  12.  Nach  §§  11  und  10  zerfallen  die  Glieder  der  Determinante  in 
mearere  Gruppen,  deren  jede  nur  solche  enthält,  welche  durch  Umkehrung 
aus  einander  entstehen.  Zwei  Glieder  aus  verschiedenen  Gruppen  können 
sici  durch  Umkehrung  eines  oder  mehrerer  Elemente  nicht  in  einander  ver- 
waideln. 

§  13.  Betrachten  wir  jetzt  ein  System,  in  welchem  jedes  Element  sei- 
nei  Gegenelcment  entgegengesetzt  gleich  ist,  also 

(iö)  =  — (öf)  und  (ti)  =  — (fi)=aO. 
Di<  Determinante  eines  solchen  Systems  möge  mit 

2;+(iö  =  ~öi), 

beaichnet  werden. 

veiichten  sich  alle  Glieder  mit  einem  oder  mehreren  unpaaren  Cyklen. 

Die  mit  irgend  einem  Gliede  zu  derselben  Gruppe  (§  12)  gehörenden 
kam  man  erhalten,  indem  man  zuerst  auf  alle  Weise  die  paaren  Cyklen 
umehrt  und  in  jedem  der  so  erhaltenen  Glieder  auch  die  unpaaren.  Wenn 
nuidie  Anzahl  der  letzteren  m  ist ,  so  kann  man  p  von  denselben  auf 

/m\      ;n(;n-l)...(m-p+l)    ^^^^^  ^^.^^ 

\pj  ^  1.2...P 

aufählen.     Indem  man  also  eine  gerade  Zahl  0,  2,4...  solcher  Ketten 
umehrt,  erhält  man 

(:)+0- 

un durch  Umkehrung  einer  ungeraden  Zahl  1,  3,  5... 

(:)+(:)•■•  ^ 

Glder  der  Determinante.   Die  eine  Anzahl  ( /v  )+(«)••  •  '^^  gleich  der 
aiern  (^^j  +  ^^j...,  da 

.     (:)-(T)+(:)-=''-')"=»- 

Wegen  iö  =  —  üi  verwandelt  sich  aber  bei  der  Umkehrung  einer  un- 
gaden  Anzahl  von  unpaaren  Cyklen  das  Zeichen  des  Productes  in  das 
egegengesetzte,  während  es  bei  Umkehrung  einer  geraden  Anzahl  uuver- 
älert  bleibt.  Da  nun  das  Vorzeichen  nach  §  10  immer  dasselbe  ist,  so  ver- 
übten sich  die  Glieder,  welche  durch  Umkehrung  der  unpaaren  Cyklen 
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entstehen,  und  folglich  auch  der  sämmtlichen  Glieder,  welche  zu  der  betref- 
fenden Gruppe  gehören. 

§  15.  Wenn  der  Exponent  der  Determinante  ungerade  ist,  so  kmn 
kein  Glied  derselben  nur  paare  Cyklen  enthalten;  also  vernichten  sich  dorn 
sämmtliche  Glieder  und  es  ist 

£+  (iö  =  — öt)„  =  0. 

Im  Folgenden  setzen  wir  immer  voraus ,  dass  n  eine  gerade  Zahl  st. 

§  16.  Irgend  eines  der  nicht  verschwindenden,  also  nur  paare  Keten 
enthaltenden  Glieder  von  JS  +  (iä  =  — öi)„  möge  nun  ausser  den  etwai^n 
Paaren  von  Gegengliedern,  durch  deren  Umkehrung  kein  anderes  Gfed 
der  Determinante  entsteht,  m  paare  Ketten  enthalten.     Aus  diesen  kau 

man  p  auf  (      j- fache  Weise  auswählen,  und  indem  man  also  auf  alle  WcBe 

0,1,2  etc.  bis  tn  solche  Ketten  umkehrt,  erhält  man  eine  Anzahl 

-(:)+(:)+(:)-=('+"■=- 

ursprünglich  verschiedene  Determinantenglieder,  welche  aber  infolge  obier 
Voraussetzung  [(lö)  =  —  (öt)]  und  wegen  §  10  einander  gleich  sind. 

§  17.     Das  Aggregat  aller  verschiedenen  Producte  aus  -  Elemeen 

oberhalb  der  Diagonale  (wo  nlso  immer  der  Zeilenindex  kleiner  ist  als  er 
Coionnenindex)  mit  lauter  verschiedenen  Nummern  1  bis  n  werde  lit 
^  (1 ,  2  . . .  n)  bezeichnet.  Das  Zeichen  eines  Gliedes  ist  positiv  oder  negiv, 
je  nachdem  die  Zahl  der  Inversionen  der  ganzen  Nummernreihee- 
rade  oder  ungerade  ist.  Die  Reihenfolge  der  Factoren  ist  hierbei  gleicbl- 
tig;  vertauscht  man  irgend  zwei  Elemente  mit  einander,  su  werden  zei 
Nummern  einzeln  mit  zwei  anderen  vertauscht. 

Das  Quadrat  von  -Z  (1 ,  2 . . .  w)  werde  mit  ^^1 ,  2   . .  n)  bezeichnet. 

Sämmtlicbe  Glieder  von  27(1,  2... n)  erhält  man  auf  bekannte  Wee. 

§  18.  Mit  Pi  und  P/  mögen  zwei  Glieder  (die  auch  ein  und  dassee 
sein  können)  von  27  (1 ,  2  . . .  7i)  bezeichnet  werden.  Dann  ist  P^Pi  ein  Gld 
von  2:*  (1,2...«). 

Man  nehme  aus  Pk  irgend  ein  Element  {ab)  und  aus  Pi  das  damit  duh 

b  zusammenhängende      [d.  h.  {bc)  oder  (c6),  je  nachdem  ^^c],  hienf 

b  c  *      . 

aus  P]^  das  mit      zusammenhängende    .    Hiermit  fahre  man  fort,  bis  na 
c  d 

zu  einem  Elemente  von  P/  gelangt,   dessen  eine  Nummer  a  ist.    Man  k 

dann  das  Product 

a  b  c       h 

b  c  d'"  a' 
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dessen  Factoren  abwechselnd  zu  Pj,  und  Pi  geboren;  also  wenn  man  diesel- 
ben wieder  demgemäss  trennt: 

a  c       w^  ^ 
,     ...  X         . . .• 
b  d  c  e 

Die  Nummern  links  sind  dieselben,  wie  die  rechts;  das  Ganze  kann 
man  auch  hier  einen  Cyklus  nennen,  die  beiden  Theile  Halbcyklen. 
(Vergl.  S  4.) 

Auf  gleiche  Weise  kann  man  aus  den  noch  übrigen  Factoren  Cyklen 
bilden.  Nennt  man  die  aus  Pk  entnommenen  Halbcyklen  Atj,  Ar,...,  die  aus 
Pi  entnommenen  /, ,/,...,  so  ist  also 

PkPi  =  k^k^k,,..Xl,hl,. 
Zwei  zusammengehörige  k  und  /  enthalten  dieselben  Nummern   als 
Elementenindices.    (Vergl.  §  7.) 

§  19.  Will  man  in  dem  Producte  Pjg  X  Pt  irgendwelche  Elemente  aus 
jPjfc  in  Pi  und  ebenso  viele  aus  Pi  in  Pk  bringen,  aber  so,  dass  Pk  und  Pi  Glie- 
der von  2? (1 ,  2 ...  n)  bleiben ,  PmXPi  also  noch  ein  Glied  von  2;* (1 ,  2 . . . «) 
darstellt,  so  muss  man  einen  oder  mehrere  Halbcyklen  links  mit  den  zu- 
gehörigen rechts  vertauschen.  Da  nämlich  jedes  der  beiden  P  wieder 
sämmtliche  Nummern  enthalten  muss,  so  müssen  die  nämlichen  Nummern 
von  links  nach  rechts  und  von  rechts  nach  links  gebracht  werden.   Sind  also 

a  c  e  ^    h  d  f 

...    und  ... 

b  d  f  c  e  g 

zwei  Halbcyklen  und  bringt  man      nach  rechts,  so  muss      nach  links;  um 

dort  wieder  b  zu  erhalten ,  dann  aber      nach  rechts,  damit  hier  wieder  c  er- 
scheine etc.;  mithin  muss  der  ganze  Cyklus  umgekehrt  werden.    (Vgl.  §9.) 

§  20.  Stimmen  P^  und  Pt  in  irgendwelchen  Elementen  überein,  so 
bilden  je  zwei  solche  gleiche  Elemente  (den  Paaren  von  Gegenelementen  in 
SU  entsprechend)  einen  Cyklus,  durch  dessen  ümkehrung  Pt  sowohl,  wie 
Pi  unverändert  bleibt,  mithin  auch  kein  neues  (d.  h.  durch  Multiplication 
von  anderen  P  entstandenes)  Glied  von  2?*(l,2...n)  erhalten  wird.  Wer- 
den dagegen  mehr-  als  zweielementige  Cyklen  umgekehrt,  so  entstehen 
lauter  dem  Ursprünge  nach  verschiedene  (d,  h.  durch  Multiplication  von 
anderen  P  entstandene)  Glieder  von  2^*(1 , 2...n).  Ersetzt  man  nämlich 
irgendwelche  Halbcyklen  von  Pk  durch  die  entsprechenden,  so  entsteht  ein 
von  Pk  verschiedenes  Product,  weil  ein  Halbcyklus  mit  dem  zugehörigen 
kein  Element  und  mit  den  übrigen  keine  Nummer  gemein  hat.    (Vgl.  §  11.) 

§  21.  Alle  nach  §  20  durch  Vertauschung  von  Halbcyklen  aus  einander 
entstehenden  Glieder  von  ^*(l,  2...«)  sind  gleich  und  haben  auch  gleiche 
Vorzeichen,  weil  durch  eine  solche  Vertauscbung  nur  eine  gewisse  Anzahl 
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von  Inversionen  aus  Pk  in  Pi  und  eine  andere  aus  Pi  in  Pk  gebracht  wird, 
mithin  die  Zahl  in  beiden  zusammen  sich  nicht  ändert.  Die  Inversionen  der 
Nummern  eines  Halbcyklus  mit  denen  der  übrigen  Halbcyklen  ändern  sich 
nämlich  nicht,  wenn  man  denselben  durch  oinen  andern  Halbcyklus  ersetzt, 
welcher  die  nämlichen  Nummern  enthält.    (Vergl.  S  10.) 

§  22.  Ausser  den  etwaigen  Paaren  von  gleichen  Elementen  möge  nua 
ein  Glied  von  2^^(l ,  2  ...  n)  m  Cyklen  enthalten.  Wählt  man  aus  diesen  auf 
alle  Weise  0,  1 ,  2 . . .  bis  m  ans  und  kehrt  dieselben  um,  so  erhält  man 

(:)+(T)+ö-+(:)=- 

gleiche  Glieder.   (Vergl.  S  16.) 

Die  Glieder  von  2^*(l,  2...«)  zerfallen  demnach  in  Gruppen  von  glei- 
chen Gliedern.  Je  zwei  Glieder,  welche  verschiedenen  Gruppen  angehö- 
ren, sind  ungleich.    (Vergl.  §12.) 

§  23.    Jedes  Glied  von 

-S+(tä  =  -iiO„ 
ist  einem  Gliede  von  ^'(l,  2...n)  und  jedes  Glied  von 

2;«(i,2...fi) 

einem  solchen  von  E  +  (fM=:  — üi)^  gleich. 

Man  theile  ein  Glied  der  Determinante  S  +  (f m  =  —  im)«  nach  S  7. 
Jedes  der  beiden  Halbglieder  enthält  sämmtliche  Nummern  1  bis  n;  ersetzt 
man  also  jedes  Element,  dessen  Zeilenindex  grösser  ist  als  der  Colonnen- 
index,  durch  sein  Gegenelement,  so  werden  beide  Halbglieder  Glieder  von 
2?  (1 ,  2 . . . «) ,  mithin  das  Ganze  ein  Glied  von  ^*  (1 ,  2  • . .  n). 

Ebenso  sieht  man  leicht,  wie  sich  ein  in  Cyklen  nach  %\H  zerlegtes 
Glied  von  2?^  (1 , 2  ...  n)  durch  Umkehrung  einzelner  Elemente  in  ein  sol- 
ches  von  2?+  (iö  =  — üt)  verwandeln  lässt. 

Zwei  derartige  Glieder  von  2J  +  (iii==  — ßi)»  und  2?* (1,2...«)  stim- 
men in  der  Anzahl  der  Cyklen  und  diese  paarweise  in  der  Anzahl  der  Ele- 
mente überein.  Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  dieselben  auch  gleiche  Zeichen 
haben. 

Das  nach  §  7  zerlegte  Determinantenglied  sei  (?*XG|.  Die  Zahl  der 
Inversionen  der  ganzen  Nummernreihen  in  Gk  und  Gi  zusammen  sei  ft. 
Dann  ist  (— l)^  "*^^^  §§  ^  "°^  ^  ^*^  Vorzeichen  von  CtG/.  Müssen  nun  v 
Elemente  umgekehrt  werden,  um  Pj^Pi  aus  GkGi  zu  erhalten,  so  ist  |*  — v 
die  Zahl  der  Inversionen  in  P^Pi  zusammen,  mithin  ( — !)'*'"•'  das  Vorzei- 
chen von  PkPh    ^s  muss  demnach 

{^\yG,Gi^{r-\f-''PkPi 
sein.    Dies  ist  aber  in  der  That  der  Fall,  da  wegen  der  Umkehrung  von  v 
Elementen  und  wegen  (lö)  =  —  (öi) 
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§  24.   Es  ist 

Z(iö  =  -Öf)„  =  2:^(1,2...«). 

Man  nehme  irgend  ein  Glied  G  von  ^(löcs  — öi)«  mit  p  mehr-  als 
zweielementigen  Cyklen;  dasselbe  ist  nach  §  23  gleich  einem  Gliede  F  von 
2?'(1,  2  ...n)  ebenfalls  mit  p  mehr-  als  zweielementigen  Cyklen.  G  sowohl, 
wie  r  gehört  aber  nach  SS  lö  und  22  zu  einer  Gruppe  von  2P  gleichen  Glie- 
dern ;  diese  beiden  Gruppen  sind  also  gleich. 

Jede  Gruppe  von  2^(iä=— öi%  ist  demnach  einer  solchen  von 
Z(l,2...n)  gleich,  und  umgekehrt.  Da  nun  zwei  verschiedene  Gruppen 
weder  in  2?(iö  =  — öi),  noch  in  2?(1,  2  ...n)  gleich  sind,  so  ist  klar,  dass 
2?  (i  ö  =  —  ö  f )  „  =  2;  *  ( 1 ,  2 . . .  n ) . 

II.     Die  orthogonale  Substitution. 

Eine  orthogonale  Substitution  lässt  sich  unter  der  Voraussetzung 

6,a  =  —  &fli,     ^11  =&t«  =  ^88  ••• 
durch  folgende  Gleichungen  ausdrücken: 

*tl  ^l  +  *M*t  •  •  •  +  ^n  ^n  =  b^tt/i  +  bnVt  . . .  +  Än2|/» 

u.  s.  w.  bis 

Die  Zeilen  der  Coefficienten  links  stimmen  hier  mit  den  Culonnen  rechts 
übercin.  Löst  man  diese  Gleichungen  das  eine  Mal  nach  den  x,  das  andere 
Md  nach  den  y  auf,  so  erhält  man  zwei  Coefficientensysteme ,  in  welchen 
ebenfalls,  einer  charakteristischen  Eigenschaft  der  orthogonalen  Substitu- 
tion gemäss,  die  Zeilen  des  einen  mit  den  Colonnen  des  andern  Überein- 
stimmen. 

Setzt  man 


und  ist 


ftn  ...  [?i„ 

6„  ...  6.11 

b^ 

In 

= 

n  •  •  •  ^nn 
ßii   •••   ßn\ 
ßin-"  ßnn 

i3„i...> 

nn 

die  zu  der  vorigen  adjungirte  Determinante,  stellt  man  ferner  die  Auflösung 
obiger  Gleichungen  nach  y  durch 

yi  =  Cn  Xi  +  Ci2Xt  . . .  +  CinOCn 

und  diejenige  nach  x  durch 

^a  =  ^öi  yi  +  Ö^Ö2  ^2  • .  •  +  Qün  Vn 
dar,  so  bestimmen  sich  die  Coefficienten  von  o"«  in  y,-  durch 

B  Ciü=ßit  bia  +  ßi2  hü'*'  +  ßiü  ^öö  . . .  +  ßin  *na« 
Setzt  man 

*  =  ft  t  bat  +  ßn  bü2...+  p'"  Äaa  . . .  +  ft„  bü„, 
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80  ist 

Da  s=B  oder  =0,  je  nachdem  i=ü  oder  nicht,  so  wird 

_2ßiübüü                  ^ßiibii—B 
da ^—,       c«  = . 

Der  Coefficient  gm  von  yi  in  Xü  bestimmt  sich  ans 

^9üi^  ß^a  bii  +  ß2ü  bi2  ...+  ßiü  bii  ...+ßnü  &m. 

S  =  ßlübu  +  ß2äb2i...+ßiübu,..+ß„fibni, 
^9üi  +  S=:2ßicbii. 

Da  s=B  oder  =0,  je  nachdem  i=ü  oder  nicht,  so  ist 

mithin 

ffüi  =  cm. 

Die  Zeilen  der  Coefficienten  c  sind  also  die  Colonnen  der  g.  Man 
kann  daher  setzen: 

yi  =  CaXi+Ci2Xi  ...+CinXn,      i^i  ==  CifX^  +  C2iXt  ...  +CniXu. 

Hieraus  folgt  aber  auf  bekannte  Weise 

cuCm  +  C2iC2a  ...  +^„^^„0  =  0, 

^l*  +  a:,^..+a:„*  =  y,«  +  y,^  .+y„«. 

Das  System  der  Coefficienten  c  entsteht  hier  auf  dieselbe  Weise,  als 
wenn  man  die  Determinante  £  +  6,,  ...ä„„  mit  derjenigen  des  um  die  Dia- 
gonale gedrehten  adjnngirten  Systems  multiplicirt.  Bestimmt  man  die  x  als 
Functionen  der  y,  so  erhält  man  die  Coefficienten  c,  indem  man  die  Multi- 
plication 


.6«! 


^In  ...  bnn 


ßn  •••  ßit 


colonnenweise  ausführt  und  jedes  Element  des  resultirenden  Systems  durch 

bn  ...  bn\ 


B== 


bu 


dividirt. 

Bestimmt  man  dagegen  die  y  als  Functionen  dera;,  so  muss  man  die 
Multiplication 


^1  ....  &ln 


^nl 


..^n 


ßu    •••  ßn\ 

.    •    ,    •    . 
ßin  .../^n« 


colonnenweise  ausführen  und  jedes  erhaltene  Element  durch  B  dividiren. 

Da  in  beiden  Fällen  die  resultirende  Determinante  durch  5"  dividirt 
wird  und 
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b^^   .    .  bnt 


^\n 


bnn 


/^ll    ••     ßin 
ßn\  '"ßnn 


Ä,,    ...  &i„| 


?n1 


ßu  ...|5„, 
ß\n  '"ßnn 


=  ^, 


SO  ergiebt  sich  zugleich,  dass  die  Determinante  einer  durch  obige  Gleich- 
ungen gargesteUten  orthogonalen  Substitution  =  1  ist.  Die  Substitutionen 
mit  Determinante  = — 1  erhält  man  daraus  auf  bekannte  Weise. 


III.    bnX^  +  f>„^iX'*'^^ ... +bQ  als  Determinante. 
Subtrahirt  man  in  der  Determinante 


i>  = 


X 


«1.-1  bn 
«..-1  bn 
On^l       bn 


«I       02 
flf,       ff. 


'U  •  • 


ün-iX   bn 
0>»-l«n  bn 


von  jeder  Zeile  die  folgende,  so  erhält  man 
x^Oi     a^  —  x         0  0 


0 
0 


X  —  a.    a^  —  X 


fl» 


X  —  fl„_i     a„_i  —  X     0 
X—ün        0 


Jedes  Glied  dieser  Determinante,  welches  aus  der  letzten  Zeile  eines 
der  Elemente  a|,a,  ...a«  enthält,  hat  aus  der  letzten  Colonne  0.  Nimmt 
man  aber  aus  der  letzten  Zeile  &„,  so  kann  man,  ohne  dass  das  Glied  =0 
wird,  aus  der  vorletzten  nur  x — 0^  dann  aus  der  drittletzten  nur  x — a„_i 
etc.  nehmen.    Es  ist  also 

i>=  (ar— a,)  (a:  — 0,)  •••  (^— o„)6„. 

Sind  demnach  Aj  ,  o,  . . .  <in  die  Wurzeln  einer  Gleichung 


so  ist 


Ä„a:»  +  />„_,a:'— i...+6o  = 


Wiedenbrtick  (Westphalen). 


«1 

X 


fln-l  bn 

fl«  — 1        bn 


ö,      o, 


</„-l  X      bn 
«<•— 1  ''fi     *« 

W.  VeiiTMAnn. 
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XXm«    lieber  einen  Ftindamentalsatz  der  Determinantenfheorie. 

Seit  unsere  grossen  neueren  Analytiker,  insbesondere  Dirichlet, 
die  Unrichtigkeit  und  Ungenauigkeit  so  mancher  Sfttze,  Beweise  und  Me- 
thoden dargethan  haben,  die  vorher  von  allen  Mathematikern  als  richtig 
angesehen  worden  waren,  hat  man  sich  in  vielen  schwierigen  Untersnch- 
ungen  der  grössten  Genauigkeit- und  Strenge  befleissigt. 

Dies  hat  jedoch  nicht  verhindert,  dass  dafür  in  anderen  Gebieten  neue 
Irrthnmer  sich  eingeschlichen  haben  und  falsche  Beweise,  sogar  falsche 
Sätze  in  manchen  Werken  von  Mathematikern  ersten  Hanges  zu  finden 
sind ,  ohne  dass  sie  angefochten  worden  waren.  Ich  erinnere  beispielsweise 
nur  an  die  zuerst  von  Chasles  mit  einem  falschen  Satze  begründete  und 
von  Cremen  a  seiner  Theorie  der  algebraischen  Curven  zu  Grunde  gelegte 
neue  Definition  der  Projectivität  zweier  Punktreihen,  deren  Unzulässigkeit 
gleichzeitig  von  Geiser  {„Sopra  un  teorema  fondamentale  della  Geomeiria^  in 
Cremen a's  Annäli  di  Malern.)  und  von  mir  in  meinen  „Abhandlungen  aus 
dem  Grenzgebiete  der  Mathematik  und  Philosophie^'  (Zürich ,  bei  Friedrich 
Schulthess,  1870)  nachgewiesen  wurde. 

Zu  dem  Capitel  dieser  Incorrectheiten  scheint  mir  auch  die  Art  und 
Weise  zu  gehören,  wie  der  erste  Fundamentalsatz  der  Determinanten- 
theorie, dass  die  Determinante  ihren  Werth  nicht  ändert,  wenn 
die  Horizontalreihen  als  Verticalreihen  geschrieben  wer- 
den, oder  wenn  statt  der  zweiten  Indices  die  ersten  per- 
mutirt  werden,  in  die  Wissenschaft  eingeführt  zu  werden  pflegt. 

Der  Satz  selbst  ist  ohne  Zweifel  richtig,  aber  keineswegs  von  selbst 
verständlich  oder  unmittelbar  in  der  Definition  der  Determinante  enthalten, 
wie  man  meinen  sollte,  wenn  man  z.  B,  Salmon's  Vorlesungen  liest,  wo 
als  ganze  Begründung  die  Worte  stehen: 

„Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  Bildungsgesetz,  welches  in  Bezug 
auf  horizontale  und  verticale  Reihen  vollkommene  Symmetrie  bedingt.'^ 
Aus  dem  Bildungsgesetz  folgt  es  allerdings,  aber  doch  nicht  so,  dass 
ohne  Weiteres  eingesehen  werden  könnte,  wie,  und  doch  scheint  dies  die 
Meinung  Salmon's  zu  sein,  der  ja  seine  Leser  erst  mit  den  Determinanten 
bekannt  machen  will  und  ihnen  sonst  nicht  zumuthet,  die  Beweise  selbst  zu 
finden. 

Ich  muss  daher  annehmen,  diese  Worte  sollen  soviel  sagen,  als: 
„Wenn  man  die  ersten  Indices  unverändert  lässt  und  die  zweiten 
permutirt,  so  erhält  man  dem  Werth  und  Zeichen  nach  dieselben  Glieder 
in  derselben  Reihenfolge,  wie  wenn  man  die  zweiten  Indices  unverändert 
lässt  und  die  ersten  in  derselben  Weise  permutirt,  wie  im  andern  Falle 
die  zweiten." 
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Denn  nur  wenn  dies  der  Fall  wäre,  würde  man  berecbtigt  sein,  zu 
sagen,  der  obige  Satz  folge  unmittelbar  aus  der  Symmetrie,  die  zwiscben 
borizontalen  und  verticalen  Reiben  bestebt. 

Dass  nun  in  der  Tbat  vielfach  die  citirten  Worte  Salmon*s  so  ver- 
standen werden,  wird  man  mir  leicbt  zugeben,  und  Mancber  wird  sogar 
verwundert  fragen,  ob  denn  diese  Auffassung  etwa  falscb  sei?  In  dem 
„Taacbenbucb  der  Mathematik"  von  W.  Ligowsky  z.  B.  ist  die  Sache 
einfach  mit  den  Worten  abgemacht:  „Vertauscht  man  die  Zeilen  einer  De- 
terminante mit  den  Colonnen,  dann  wird  dieselbe  nicht  geändert,  weil 
die  Anfangsglieder  dieselben  bleiben."  Soll  dies  ein  Grund  sein, 
so  müsste  doch  vorerst  richtig  sein,  was  ich  als  den  Sinn  der  Salmon- 
sehen  Worte  supponirt  habe.  Nun  ist  diese  Voraussetznng  aber  nur  richtig, 
wenn  allgemein  ai,jfc  =  «rjfc,<  ist.    Wird  die  Determinante 

^  +  flJ,  1^2,2 -..06,6 

einmal  durch  Permutation  der  ersten  und  dann  durch  Permutation  der  zwei- 
ten Indices  entwickelt,  so  entspricht  z.  B.  dem  Gliede 

A  =  ^6, 1  «8,2  «1,3  «3,4  «4,5  «2,6 

der  ersten  Entwickelung  das  Glied 

^t  =  «1,5  ^2,6  (f3,i  Ö4,3  «5,4  ^'G, 2 

in  der  zweiten  Entwickelung.  Soll  aber  die  Identität  beider  Entwicke- 
lungen  dargethan  werden,  so  ist  zu  beweisen,  dass  die  numerisch  glei- 
chen Glieder,  und  nicht  blos  die  symmetrisch  entsprechenden, 
gleiche  Vorzeichen  haben,  also  z.  B.,  dass  A^  mit 

^t  =  öl, 3  «2,0  Ö3,4  Ö4,5  «5,1  ^6,2 

im  Zeichen  übereinstimmt,  was  erfordert,  dass  die  Permutationen  561342 
und  364512,  die  gar  keine  Symmetrie  aufweisen,  derselben  Classe  angehö- 
ren.   Und  das  versteht  sich  doch  ganz  gewiss  nicht  von  selbst! 

Baltzer  giebt  in  seiner  Theorie  der  Determinanten,  sowie  in  seinen 
Elementen  für  den  fraglichen  Satz  zwar  einen  Beweis,  aber  einen  solchen, 
der  ebenso  wenig  befriedigt,  wie  die  schwer  begreiflichen  Worte  Sal- 
mon^s. 

Dieser  Beweis  lantet  nämlich  so : 

„Bedeutet  k^k^k^,,, Ar„  irgend  eine  Permntation  der  Suffixe  J 2 . . . w, 
so  drückt  Ol, Ai  02,^,03, fr,  ...ein.jtn  irgend  ein  Glied  der  Determinante  aus. 
Dieses  Glied  wird  aber  ans  dem  Anfangsglied  «i,i  «2,2  «3,3  •••  «»,«  sowohl 
dadurch  abgeleitet,  dass  man  die  zweiten  Suffixe  12... n  der  Reihe  nach 
durch  Ati  ,  Ar, . . .  A-„  ersetzt,  als  auch  dadurch,  dass  man  in  der  Keihe  der 
ersten  Suffixe  k^  durch  1,  /r,  durch  2,  ...k^  durch  n  ersetzt.  In  beiden 
Fällen  hat  man  die  gleiche  Anzahl  Vertauschungen  von 
jedesmal  zwei  Suffixen  vorzunehmen}  folglich  erhält  das  ab- 
geleitete Glied  bei  dem  zweiten  Verfahren  dasselbe  Zeichen,  wie  beim 
ersten."  , 
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In  der  That  erhält  man  aas  ^ij  02,203,3^4,4  05,5  ^5,6  das  Glied 

A  ^'Jfs,!  06,2  «1,3  «8,4  «4,5  «2,6» 

wenn  man  in  der  Reihe  der  ersten  Indices  snccessive  1  durch  5,  2  durch  6, 
3  durch  1,  4  durch  3,  5  durch  4,  6  durch  2  ersetzt,  und  das  ihm  numerisch 
gleiche  Glied  der  zweiten  Entwickelung 

-^1  =  «1,3  «2,6  «3,4  «4,6  «5,1  «8,2 

dadurch,  dass  man  in  der  Reihe  der  zweiten  Indices  successive  5  durch  1, 
6  durch  2,  1  durch  3,  3  durch  4,  4  durch  5,  2  durch  6  ersetzt.  Dass  aber  za 
der  ersten  Operation  ebenso  viele  successive  Vertauschungen  von  je  zwei 
Suffixen  erforderlich  sind,  wie  zur  zweiten,  ist  durchaus  nicht  ohne  Weite- 
res klar. 

Wenn  ich  in  der  Reihe  123450  den  Index  1  durch  5  ersetzen  will,  so 
mnss  ich  1  mit  5  vertauschen,  und  dasselbe  muss  ich  thnn,  um  5  durch  1  za 
ersetzen.  Soll  ich  dann  2  durch  6  oder  6  durch  2  ersetzen,  so  muss  ich  aber- 
mals in  beiden  Fällen  6  mit  2  vertauschen  und  erhalte  die  Complexion 
563412.  Hier  aber  hört  die  Uebereinstimmung  auf;  denn  soll  ich 
jetzt  1  an  die  dritte  Stelle  setzen,  so  muss  ich  in  der  vorstehenden  Com- 
plexion 3  mit  1  vertauschen  und  erhalte  561432;  soll  ich  aber  3  an  die  erste 
Stelle  setzen,  so  muss  ich  in  der  Complexion  563412  die  Indices  3  und  5 
vertauschen  und  erhalte  365412.  Soll  jetzt  im  ersten  Falle  3  an  die  vierte 
Stelle  treten,  so  muss  4  mit  3  vertauscht  werden  und  man  erhält  561342; 
soll  aber  im  zweiten  Falle  4  an  die  dritte  Stelle  treten,  so  muss  4  mit  5  ver- 
tauscht werden  und  man  erhält  364512.  In  der  der  ersten  Entwickelang 
angehörigen  Complexion  561342  sind  jetzt  keine  Vertauschungen  mehr  nö- 
thig,  da  bereits  4  an  der  fünften  und  2  an  der  sechsten  Stelle  steht.  Dass 
aber  auch  bei  der  zweiten  Entwickelung  mit  der  vierten  Vertauschung  die 
Forderung,  dass  5  an  der  vierten  und  6  an  der  zweiten  Stelle  stehen,  bereits 
erfüllt  ist,  davon  konnte  mit  Sicherheit  ohne  Weiteres  nur  das  Letztere 
vorausgesagt  werden ,  da  gleich  anfangs  6  mit  2  vertauscht  und  dann  nicht 
mehr  vom  Platze  gestellt  wurde ,  während  5  dreimal  seinen  Platz  ändern 
musste. 

Man  sollte  sich  im  Gegentheil  darüber  verwundern,  dass  zu  dem  ersten 
Verfahren  gerade  soviel  Vertauschungen  von  je  zwei  Indices  erforderlich 
und  hinreichend  sind,  wie  zu  dem  zweiten,  da  doch  im  Allgemeinen  schon 
bei  der  dritten  Vertauschung  der  Index,  welcher  an  die  Stelle  eines  andern 
treten  soll,  nicht  mit  diesem,  sondern  mit  einem  dritten  vertauscht  wird,  der 
inzwischen  seinen  Platz  eingenommen  hat  (z.  B.  damit  in  der  Complexion 
123456,  nachdem  2  durch  6,  3  durch  5  ersetzt  ist,  2  an  die  Stelle  von  5 
trete,  muss  n^cht  2  mit  5,  sondern  2  mit  3  vertauscht  werden,  welches  auf 
der  fünften  Stelle  steht). 

Baltzer  hat  seinem  Beweise  (wenigstens  in  den  beiden  ersten  Auf- 
lagen seiner  Determinantentheorie)  ein  Beispiel  beigefügt,  in  welchem  die  in 
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dem  Beweise  dem  Verstände  gemachte  Zumutbang  dadurch  verdeckt  ist, 
dass  allgemein  jedem  Factor  a^^A  ein  anderer  a^^^i  entspricht.  Er  sagt 
nämlich: 

„Ans 

fl|,l  «2,2  «8,8  «4,4  «5,5  «6,6 

entspringt 

«1,3  «2,2  «3,1  «4,4  «5,6  «6,5 » 

indem  man  die  zweiten  Suffixe  123456  mit  321405  vertauscht.  Dasselbe 
Glied  kann  man  aus  dem  Anfangsgliede  auch  dadurch  finden,  dass  man 
die  ersten  Suffixe  321456  der  Reihe  nach  in  123465  verwandelt.  Bei 
dem  einen,  wie  bei  dem  andern  Verfahren  werden  vier  Suffixe  durch  an- 
dere ersetzt  und  in  beiden  Fällen  erhält  das  abgeleitete  Glied  dasselbe 
Zeichen.*' 

Es  ist  nicht  recht  klar,  ob  hier  der  Nachsatz  als  eine  selbstständige 
Bemerkung  anfgefasst  werden  soll,  deren  Begründung  dann  dem  Leser 
tiberlassen  wäre,  oder  ob  der  Vordersatz  als  Grund ,  der  Nachsatz  als  Folge 
zu  nehmen  ist.  Im  letzteren  Falle  läge  ein  Irrthum  vor,  der  demnach  jeden- 
falls dem  Leser  sehr  nahe  gelegt  ist  Denn  wenn  gleichviel  Suffixe  durch 
andere  ersetzt  werden  sollen,  folgt  daraus  keineswegs,  dass  dazu  auch  gleich- 
viel Vertauschungen  nöthig  sind.  Um  1 2345  in  28451  umzuwandeln,  müssen 
alle  5  Indices  durch  andere  ersetzt  werden;  ebenso,  wenn  12345  in  21453 
verwandelt  werden;  im  ersten  Falle  sind  aber  dazu  vier  Vertauschungen 
nöthig  und  im  andern  drei. 

Die  Behauptung  also,  das$  ebenso  viele  Vertauschungen  von  jedesmal 
zwei  Suffixen  vorzunehmen  sind,  wenn  man  in  der  Reihe  1234...n  succes- 
sive  1  durch  /tj,  2  durch  k^  u.  s.  w.,  n  durch  /r„  ersetzt,  wie  wenn  man  in 
derselben  Reihe  successive  Ati  durch  1,  k^  durch  2,  ...Ar„  durch  n  ersetzen 
will,  ist,  so  lange  sie  nicht  anders  erwiesen,  als  dadurch,  dass  es  jedesmal 
zutrifft,  wenn  man's  versucht ,  lediglich  eine  Hypothese.  Die  Richtig- 
keit derselben  will  ich  zwar  keineswegs  bestreiten,  obwohl  mir  bis  jetzt 
noch  ein  Erkenntnissgrund  fehlt,  aus  dem  sie  als  unzweifelhaft  hervorgeht, 
wohl  aber  ihre  unmittelbare  Evidenz. 

Wenn  man  sich  damit  beruhigen  will,  dass  eine  Sache  bei  jedem  ein- 
zelnen Versuche  zutrifft,  so  kann  man  anch  noch  den  folgenden  Satz  auf- 
stellen, dessen  wissenschaftliche  Begründung  ich,  wie  die  der  fraglichen 
Hypothese ,  geübteren  Analytikern  überlasse : 

Ordnet  man  die  Factoren  eines  Gliedes  einer  Deter- 
minante, bei  deren  Entwickelung  die  ersten  Indices  in  der 
natürlichen  Reihenfolge  gelassen  worden  sind,  so,  dass 
die  zweiten  Indices  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  st  eben, 
so  ist  die  Zahl  der  Inversionen  in  der  nun  von  den  ersten 
Indices  gebildeten  Complexion  ebenso  gross,  wie  bei  der 
ersten  Anordnung  die  in  der  Complexion  der  zweiten  In- 
dices. 

Zeitftchrifl  f.  Malheroalik  u.  Physik.  XVI,  6. 
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Ich  begnüge  mich  hier,  zn  zeigen,  dass  diese  beiden  Complexio- 
nen  derselben  Classe  angehören  müssen  (beide  gerade  oder  beide 
ungerade  Permutationen  von  1  234  . . .  /<  sind);  denn  damit  ist  sofort  auch  der 
in  Frage  gestellte  Fundamentalsatz  der  Determinantentheorie  erwiesen  und 
somit  der  Zweck  dieser  kleinen  Arbeit  erfüllt. 

Werden  zwei  Factoren  des  Gliedes  öi,t,  ^2, jt, ^3,*,  ...  ä«,*«  vertauscht, 
so  vertauscht  man  dadurch  jedesmal  sowohl  zwei  zweite,  als  zwei  erste  In- 
dices;  und  wenn  diese  successiven  Vertauschungen  so  ausgeführt  werden, 
dass  zuletzt  die  Eeihe  der  zweiten  Indices  ^|  A-,  ,.kn  in  123.. .n  über- 
gegangen ist,  so  ist  die  Reihe  123...n  der  ersten  Indices  durch  ebenso 
viele  Vertauschungen  in  eine  im  Allgemeinen  von  beiden  verschiedene  Per- 
mutation der  Indices  übergegangen,  welche  aber  von  derselben  Classe  ist, 
wie  k^kf,,.kny  weil  offenbar  k^k^,.,kn  durch  ebenso  viele  Vertauschungen 
aus  12...f2  erhalten  wird,  wie  12...»  aus  Ar,  A-, . . .  Ar«,.  Da  aber  durch  die 
Vertauscliungen  der  Factoren  aus  einem  Gliede  der  durch  Permutation  der 
zweiten  Indices  entwickelten  Determinante  das  ihm  gleiche  in  der  durch  die 
Permutation  der  ersten  Indices  hervorgehenden  Entwickelung  geworden  ist, 
so  ist  mithin  für  je  zwei  solche  Glieder  auch  die  Gleichheit  der  Zeichen  und 
damit  die  Identität  beider  Entwickelungen  nachgewiesen. 

Die  Sache  ist  so  ausserordentlich  einfach,  dass  es  mich  sehr  wundern 
sollte,  wenn  dieser,  wie  mir  scheint,  einzig  richtige  Beweis  des  Satzes  nicht 
bereits  von  Anderen  gefunden  und  publicirt  sein  sollte.  Mir  ist  aber  bis 
jetzt  eine  solche  Darstellung  der  Sache  nicht  bekannt  geworden,  und  da 
gegenwärtig  die  Schriften  Salmon's  und  Baltzer's  die  Hauptquellen  für 
das  Studium  der  Determinanten  sind  und  diese  Lehre  immer  mehr  auch  in 
Gymnasien  und  Bealschulen  Eingang  findet,  wo  nichts  gelehrt  werden 
sollte,  was  nicht  durchaus  klar  gemacht  werden  kann,  nehme  ich  keinen 
Anstand,  diese  kleine  Erörterung  zu  veröffentlichen,  obwohl  ich^mich  da- 
durch in  die  Lage  versetzt  sehe,  zum  drittenmal  gegen  Herrn  Professor 
Dr.  Baltzer  zu  polemisiren,  dessen  trefflichen  Werken  ich  sehr  viele  An- 
regung zu  verdanken  habe  und  deren  ausserordentliche  Vorzüge  Niemand 
weniger  verkleinern  möchte,  als  meine  Wenigkeit. 

Schaffhausen,  6.  Juni  1871.  Prof.  J.  C.  Becker. 


XXIV.    Kleine  Beiträge  zur  Geometrie. 

(Hierzu  Taf.  X ,  Fig.  l  —  3.) 

I.    Einfache  Construction  des  Kegelschnittes  durch 
fünf  gegebene  Punkte. 

Seien  jP,  S,,  S,,  A  und  B  (Fig.  1)  die  gegebenen  Punkte,  so  ziehe  ich, 
um  leicht  eine  beliebige  Anzahl  weiterer  Punkte  des  durch  sie  bestimmten 
Kegelschnitts  zu  erhalten,  eine  beliebige  Parallele  zu  5jP,  welche  von  den 
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Strahlen  SiAy  Si  B  beziehnngswoise  in  Mi  und  iV,  geschnitten  werde  ^  und 
ebenso  eine  Parallele  zu  S^P^  welche  die  Strahlen  S^A^  S^B  in  M^  und  A^, 
treffe. 

Diese  beiden  Geraden  werden  von  den  beiden  projectivischen  Strahlen- 
büscheln 5i  und  5,,  deren  entsprechende  Strahlen  sich  in  dem  Kegelschnitte 
schneiden,  in  projectivisch  ähnlichen  Pnnktreihen  geschnitten.  Da  nun 
Ml  und  Ni ,  Mf  und  JV,  entsprechende  Punkte  sind,  so  ist  es  sehr  leicht,  be- 
liebig viele  andere  Paare  entsprechender  Punkte  and  damit  auch  Paare 
entsprechender  Strahlen  deriStrahlenbüschel  ^i  und  5,  zu  finden. 

'  II.     Büschelcoordinatensysteme. 

Wird  eine  Curve  auf  ein  Parallelcoordinatensystem  bezogen,  so  kann 
man  sie  auch  ansehen  als  die  Durchdringungscurve  zweier  auf  einander 
bezogener  Strahlenbiischel,  deren  Scheitel  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Axen  sind.  Denn  durch  eine  Gleichung  zwischen  Abscissen  und  Ordinalen 
werden  nicht  blos  diese,  sondern  auch  die  dadurch  bestimmten  Strahlen 
einander  zugeordnet.  Es  liegt  nun  nahe,  die  Scheitel  der  aufeinander  be- 
zogenen Strahlenbiischel  in  endlichem  Abstände  vom  Coordinatenanfang  zu 
nehmen,  wodurch  wir  eine  neue  Classe  von  Coordinatensystemen  erhalten, 
wovon  die  Parallelcoordinaten  nur  ein  besonderer  Fall  sind. 

In  dem  berühmten  Werke  von  Clebsch  und*  Gor d an  über  die 
▲  bePschen  Functionen  wird  ein  solches  Büschel  coordinatensystem 
(:o  darf  ich  es  wohl  nennen)  angewendet,  das  auf  folgender  Betrachtung 
btruht:  Bezeichnen  Si^  S^^  S^,  S^  beliebige  lineare  Ausdrücke  in  x  und  y^ 
so  stellen  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Linearcoordinatensystem 

zwd  Strahlenbüschel  dar,  und  jedem  Werthepaar  von  k  und  i  entspriclit 
dam  ein  ganz  bestimmter  Punkt,  einer  Gleichung  zwischen  k  und  t  also 
eineCurve,  in  welcher  sich  die  durch  dieselbe  auf  einander  bezogenen  Strah- 
len cer  Büschel  schneiden. 

n  dem  Folgenden  möchte  ich  auf  ein  Büschelcoordinatensystem  auf- 
merkam  machen,  durch  welches  die  Strahlen  zweier  Büschel  ohne  Hilfe 
eines  ?aralleIcoordiuatensystem8  auf  einander  bezogen  werden. 

Ui  einen  Strahl  eines  Büschels  zu  bestimmen,  genügt  es,  den  Abstand 
seines  ^urchschnittspunktes  mit  einer  festen  Geraden  von  einem  Punkte 
derselbei  zu  messen,  wenn  man  noch  feststellt,  dass  derselbe  als  positiv 
oder  negitiv  anzusehen,  je  nachdem  er  nach  der  einen  oder  andern  Seite 
von  diesfm  festen  Punkte  abzumessen  ist. 

Sindnun  0,7,  OiX  (Fig.  2)  zwei  feste  Gerade,  5,,  S,  zwei  Strahlen- 
büschel, i  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene;  schneidet  ferner  PSi  die 
Gerade  0^:  m  A^  und  PS^  dio  Gerade  0, Fin  ^,  so  können 
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als  Coordiuaten  des  Punktes  P  angesehen  werden.  Denn  jedem  Werthepaar 
von  X  und  y  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  jP,  ausgenommen  nur  die 
Punkte  der  Geraden  iS^i'^ti  welche  sftmmtlich  demselben  Werthepaar  von 
X  und  y  entsprechen. 

Zur  Vereinfachung  dieses  Btischelcoordinatensystems  kann  man  die 
Nullpunkte  O^,  0,  in  den  Schnittpunkt  0  der  Axen  O^X^  O^F,  und  diese 
selbst  durch  die  Scheitel  5, ,  S^  der  Strahlenbüscbel  legen  (wie  beim  ge- 
wöhnlichen Linearcoordinatensystem).  Liegen  die  Scheitel  beider  Strahlen- 
büschel im  Endlichen,  so  kann  man  sie  aach«(Fig.  3)  auf  eine  und  dieselbe 
Axe  OAC  beziehen  und  als  Nullpunkt  den  Schnittpunkt  derselben  mit  der 
Geraden  ^i^i  annehmen. 

Bei  allen  diesen  Coordinatensjstemen  ist  der  Grad  der  Gleichung  einer 
darauf  bezogenen  Curve  nicht  mehr  von  der  Lage  gegen  das  System  unab- 
hängig. Dennoch  dürften  bei  manchen  speciellen  Untersuchungen  sich  auch 
diese  Coordinatensysteme  empfehlen,  zumal  in  solchen  Fällen,  wo  eine 
Curve  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  ein  solches  System  durch  eine  Gleich- 
nng  niedrigeren  Grades  ausgedrückt  werden  kann. 

Aus  den  Elementen  der  neueren  synthetischen  Geometrie  folgt  sofort, 
dass  ein  durch  die  Scheitel  5| ,  S^  gehender  Kegelschnitt  nothwendig  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form 

1)  '  axy  +  bx  +  cy+d  =  0 

dargestellt  wird.  Wählt  man  aber  die  Axen  so,  dass  die  im  Kegelschnit 
sich  schneidenden  projecüvischen  Strahlenbüscbel  5| ,  S^  auf  denselben  pr«- 
jectivisch  ähnliche  Punktreihen  bestimmen,  so  ist  die  Gleichung  d)8 
Kegelschnittes  vom  ersten  Grade» 

Da  zwei  Strahlenbüschel,  deren  entsprechende  Strahlen  sich  auf  eker 
Geraden  schneiden,  projectivisch  sind  und  perspectivisch  liegen,  so  f^gt, 
dass  auch  die  Gleichung  der  Geraden  im  Allgemeinen  von  der  Form  l)6ein 
muss.  Schneidet  ferner  S^ ,  Sf  die  Axe  O^X  im  Punkte  a:=:5|,  die  AxeO,^ 
im  Punkte  y=Stt  so  muss  die  Gleichung  der  geraden  Linie  so  beschaffen 
sein,  dass  sie  durch  das  Werthepaar  a?=f, ,  y=St  befriedigt  wird* 

Nehmen  wir  OÄ^  0  Y  (Fig.  2)  als  Axen  eines  Linearcoordinatens^fitems, 
ziehen  jP^HöFund  Pn\\OX,%Q  sind 

die  auf  dasselbe  bezogenen  Coordinaten  des  Punktes  P. 

Sei  nun 

2)  5*1  =  (^s ,     CS,  =  (^1 ,     SfSi^^  d, 

so  erhält  man  zur  Transformation  des  Linearcoordinatensystecs  auf  das 
Büschelcoordinatensystem  die  Gleichungen  (wobei  zur  Abkürzung 

tf, +  rf— <y,  =  c 
gesetzt  ist) : 
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2)  }^  ^t^i  —  cyi  ' 
^               a?i[g,(g,-"g)  +  c6]  +  ir|tf,(y,--6) 

Siöf  —  CXi 

Nach  Xf  und  yi  aufgelöst: 

^  ^     ^i  ^t  gj  gf  (g+a^)  —  g|  <ft  (^+y)  [^!  (g|  — g)  +  c  (g+a?)3 

3)  )     '      [Si(<fi'-c)'-c{a+x)][s^{a^^c)  +  c{b+y)]  +  s^s^ö,at' 
^     5|5,  tfj  g,  (&+y)  -  ^,tfi  (fl+a:)  [^t(gt— g)  +  c  (^+y)] 

'       [5,  (<fi— <?)  —  c  (a+a:)]  [^,(<f,— c)  +  c  (6+y)]  +**,^,  <f,  a»* 

Wählt  man  die  Scheitel  Si,  S^  auf  den  Axen  OF,  OJT  und  läset  0^  und 
Ot  mit  0  zasammenfallen ,  setzt  man  also 

so  erhält  man  einfacher; 

41  a;  = ,    y  = 

und 

*i5,  —  ary  5|5,  —  a:y 

Dm  auch  das  in  Fig.  8  dargestellte  einaxige  BUschelcoordinatensystem 
mit  einem  Linearcoordinatensjstem  vergleichen  zu  können,  wähle  ich  ein 
System,  in  welchem  OÄ  als  Abscissen-,  05,  als  Ordinatenaxe  angenommen. 
Ist  PQ\\0 St  und 

Oß  =  a?,,     QP  =  yi,     OA  =  Xy     OB  =  y,     0S,  =  5,,     05,  =  *,, 
so  hat  man 

«\  ^f  •''I  ^1  tfi 

«i-yi  ^t— yi 

und 

Aus  den  Gleichungen  6)  folgt,  dass  der  Punkt  F  um  Q  als  Mittelpunkt 
einen  Kreis  beschreibt,  wenn  OS^Si  sich  nm  0  dreht. 

Dagegen  lehrt  die  erste  der  Gleichungen  7) ,  dass  P  eine  Parallele  zu 
OB  beschreibt,  wenn  die  Strahlen  S^B,  5,  ^  nm  ihre  Scheitel  sich  so  drehen, 
dass  das  Verhältniss  OAiOB  constant  bleibt. 

Die  sämmtlichen  gefundenen  Transformationsformeln  lehren,  dass, 
wenn  eine  Curve  n*«"  Grades  auf  ein  BUschelcoordinatensystem  bezogen 
wird,  ihre  Gleichung  im  Allgemeinen  vom  2n**°  Grade  sein  wird,  umgekehrt 
wird  aber  auch  eine  Curve,  welche  auf  ein  BUschelcoordinatensystem  durch 
eine  Gleichung  n^^^  Grades  ausgedrtlckt  ist,  im  Allgemeinen  vom  2n^^ 
Grade  sein. 

Werden  demnach  dieselben  Gleichungen  mit  zwei  Varia- 
bein einmal  auf  ein  Linearcoordinatensystera,  das  andere 
Mal  auf  ein  BUschelcoordinatensystem  bezogen,    so   stehen 

Digitized  by  LjOOQ IC 


534  Kleinere  Mittlieilungen. 

die  auf  die  letztere  Art  erhalteDeii  Gebilde  zu  denen  auf  die 
erstere  Art  erhaltenen  in  einer  Verwandtschaft  zweiten  Gra- 
des. In  den  Büschelcoordinatensystemen  hat  man  demnach  neue  Mittel, 
diese  Verwandtschaft  zu  stndiren. 

III.     Eine  polygonom  etrische  Formel. 
Der  Flächeninhalt  eines  ebenen  Polygones,  dessen  auf  einander  fol- 
gende Seiten  a,,^,...^!,  mit  einer  beliebigen  Richtung  die  Winkel  cti,«,,  er,...«!, 
bilden,  ist 

i==:n  f==w--l  /  i:  =  n  \ 

=  ^  ^^ a^i sin%cLi  +    ^^  1  a^ sin a<  ^^  ä^ cos Ok  )• 

Um  diese  Formel  zu  entwickeln,  nehme  ich  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  zu  Hilfe ,  dessen  positive  Abscissenrichtnng  mit  der  angenom- 
menen Richtung  übereinstimmt,  und  zwar  des  leichteren  Verständnisses 
wegen  von  der  Lage,  dass  das  ganze  Polygon  in  den  positiven  Quadranten 
fällt.  Seien  nun  bei  negativem  Umlaufe  (wie  der  Zeiger  einer  Uhr)  von 
Seite  ^1  beginnend  die  Coordinaten  der  auf  einander  folgenden  Eckpunkte 
^1^1 1  ^tUfi  ^8^8  •••  ^ny«»  sei  ferner  of,-  der  Winkel,  den  die  positive  Abscis- 
seuaxe  beschreibt,  wenn  sie  sich  in  positivem  Sinne  so  lange  dreht,  bis  sie 
die  Richtung  erhält,  in  welcher  ai  bei  negativem  Umlaufe  durchlaufen  wird, 
so  hat  man  ftir  alle  t  von  t  =  1  bis  i  =  n  —  1 : 

V  __  Jg^+1  —  ^f__y>-fi  —  y> 

^  '  cosoti  sinui 

und 

cos  ccn         sm  a„ 
Andererseits  ist  bekanntlich 

Nun  folgt  aus  1) : 

y^  =  a^sma^  +  y^, 

!/i  =  o^  sin  a,  +  y,  ==  a,  sin  er,  +  «t  sin  «i  +  y, 
u.  s.  w.   Allgemein: 

4)  yi  =  yi  +  öi  sina^  +  «2  sinat  + . . .  +  «i-i  ««a,-i ; 

endlich  die  bekannten  Formeln: 

i     0  =  rt,  Äinofi +a,5fna, +  •••  +  ««  ^*'*«n» 
I     0=:a^cosai+afCosa^  +  ,.,  +  anCosan> 
Hieraus  ergiebt  sich  ferner  für  alle  i  von  i=  1  bis  « =  «  —  1: 
yi^\+yi  =  2f/i  +  ai  sin  ctg +2  (a,  sin  a,  +  a,  sin  a,  +  . . .  +  flf-i  sin  aj-i). 
Dies  in  3)  eingesetzt,  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  der  Gleich- 
ungen 5) : 
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/ii  =  i  ^^  a*f  sin  or^  co5an  +  ^t  ^2  sin  a^  cos  er,  +  (er, ««  «i  +  «,  5f«  a,)  a,  co*  a, 

+  (a|  sin  «,  +  «t  ^'^  ^i  +  ^s  *•'*  ^s)  ^4  co^  «^  +  . . . 

+  (ö,  5m «,  +  wj  «Via,  +  . . .  +  a«-i  «««jt-i)  fl«  C05a„, 
was  mit  den  oben  für  f  gegebenen  Ausdrücken  identisch  ist. 

Diese,  wie  mir  scheint,  noch  nicht  bekannte  Formel  enthält  zwar  n 
Glieder  mehr,  wie  die  bekanute  von  L'Huilier  [Polygonomelrie^  p.  8;  siehe 
auch  Baltzer,  Elemente,  II. Bd.  6.  Buch  S.  Ö,  Satz  12),  hat  aber  für  grös- 
sere n  den  Vorzug  vor  derselben,  dass  zwischen  den  in  ihr  vorkommenden 
Grössen  immer  nur  die  zwei  bekannten  Relationen  5)  bestehen,  während  die 
in  die  Formel  von  L*Huilier  eingehenden  Grössen  durch  eine  viel  grössere 
Anzahl  und  überdies  durch  keine  bekannten  Formeln  gegebene  Relationen 
verbunden  sind. 

Schaffhausen.  Prof.  J.  C.  Becker. 


XXV.    Ableitung  des  Wftrmeverhältnisses  bei  constantem  Volum  und 
Druck  [~.  j  aus  der  mechanischen  Wärmetheorie. 

Das  Verhältniss  derjenigen  Wärmemenge,  welche  nöthig  ist,  ein  Gas 
bei  constantem  Volum  und  Druck  auf  dieselbe  Temperatur  zu  erwärmen, 
kann  nicht  experimental  festgestellt  werden,  weil  die  Gase  bei  ibrem  ge- 
ringen Gewicbte  und  kleiner  Wärmecapacität  niemals  ohne  den  Einfluss 
starker  und  gutleitender  Wände  gehandhabt  werden  können.  Es  ist  deshalb 
auch  dies  Verhältniss  auf  einem  Umwege  aus  der  wirklichen  Schallgeschwin- 
digkeit im  Vergleich  zur  theoretischen  abgeleitet  und  zu  1,417  gefunden  wor- 
den. Es  ist  nun  überall  wünschenswerth,  wenn  solche  theoretische  Gröäsen 
auch  noch  auf  einem  andern  Wege  gefunden  werden  können ,  wie  die  Ge* 
seh  windigkeit  des  Lichtes  aus  astronomischen  Beobachtungen  und  Experi- 
menten mit  Apparaten,  das  specifische  Gewicht  der  Erde  aus  dem  Mond- 
Umlauf  und  den  Versuchen  von  Cavendish  und  Eeich,  und  ähnliche,  und 
es  bietet  eine  grosse  Sicherheit,  wenn  zwei  auf  verschiedenen  Wegen  ge- 
fundene Grössen  tibereinstimmen.  Aus  diesem  Grunde  versuche  ich  die  Ab- 
leitung des  Verhältnisses  —  aus  der  mechanischen  Wärmetheorie. 

Man  habe  1  Liter  Luft  von  0^  und  760""  Druck,  und  erwärme  es  bei 
constantem  Druck  auf  273^0.  Es  hat  dann  sein  Volum  verdoppelt,  aber 
sein  Druck  ist  unverändert  geblieben.  Denkt  man  bich  das  Liter  Luft  in 
einem  Cylinder  von  1  Quadratdccimeter  Querschnitt,  so  nimmt  es  darin  eine 
Höhe  von  0,1  Mtr.  ein.  Durch  die  Erwärmung  wird  der  ohne  Reibung  ge- 
dachte Kolben  um  0,1  Mtr.  gehoben  und  übt  bei  dem  Gewichte  der  Atmo- 
phäre  von  103,33  K^  auf  1  Quadratdccimeter  eine  Arbeit  von 
103,:53X  0,1  =  10,333  K^»  Mtr. 
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aas.    Nimmt  man  das  auf  anderem  Wege  gefundene  Aequivalent  der  Arbeit 

424K*Mtr.  =  ]  Wärmeeinheit  an,  so  entsprechen  obige  10,333  K°Mtr.  einer 

10  333 
Wärmemenge  von  — ^ —  =  0,0244  W.  E,    Diese  Wärmemenge  ist  also  hio- 
424 

reichend,  1  Liter  Luft  bei  gleichbleibendem  Druck  auf  2  Liter  auszudehnen. 

Die  specifische  Wärme  der  Luft  bei  gleichbleibendem  Druck  ist  von 

Begnanlt  zu  0,2377  von  der  Menge  eines  gleichen  Gewichtes  Wasser  auf 

experimentalem  Wege  festgestellt  worden.    1  Liter  Luft  wiegt  0,001203  K^ 

und  hat  von  0^  bis  273°  C.  eine  Wärmemenge  von 

273  X  0,001293  X  0,2377  =  0,083311  W.  E. 

aufgenommen.    Wäre  die  Luft  bei  constantem  Vohim  auf  273® C.  erwärmt 

worden,  so  wären  jene  0,0244  W.E.  weniger  verbraucht  worden,  die  auf  die 

Ausdehnung  kamen  und  sich  aus  der  geleisteten  Arbeit  berechneten.    Es 

wären  also  zur  Erwärmung  bei  constantem  Volum 

0,08381 1  —  0,0244  =  0,05941  W.  E. 

verbraucht  worden  und  das  Verhältniss  ->  ist  =  J  ^,^  .  =  1,41 1 ,   was  mit 

c  0,05941  ' 

dem  aus  der  Schallgeschwindigkeit  abgeleiteten  1,417  sehr  gut  stimmt. 

Behalten  wir  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Druck  =0,2377  bei, 
so  ergiebt  sich  jene  bei  constantem  Volum ,  die  wir  als  x  einführen ,  aus  der 
Gleichung  273  X  0,001293  .  x  =  0,0591 ,  woraus  x  =  0,1683  (bei  Müller,  Phy- 
sik, 6.  Aufl.,  2,795  =  0,1686). 

Wenn  man  die  auf  273°  C.  erwärmte  und  auf  2  Volum  ausgedehnte  Luft 
plötzlich  wieder  auf  1  Volum  zusammendrückt,  so  muss  sie  die  Temperatur 
273X1,411  =  385,2  zeigen;  man  hat  alsdann  zuletzt  eine  höhere  Spannung 
als  2  Atmosphären  zu  überwinden  gehabt.  Denkt  man  sich  aber  die  Com- 
pression  so  langsam  vor  sich  gehend,  dass  der  üeberschuss  über  273® C.  ent- 
weichen kann,  so  ist  zuletzt  eine  innere  Spannung  von  2  Atmosphären  vor- 
banden, die  Temperatur  um  112,2®  C.  gesunken  und  die  0.0244  W.E.  sind 
entwichen.  Könnte  man  die  bei  der  Compression  auf  1  Volum  eintretende 
höhere  Spannung  durch  den  Versuch  bestimmen,  was  Witte  (Pogg.  138, 1&5) 

versucht  hat,  so  Hesse  sich  auch  daraus  der  Quotient  —,  berechnen.    Dies 

scheint  aber  nicht  möglich,  weil  das  kleine  Gewicht  der  Luft  durch  die  Me- 
tallwände rasch  abgekühlt  wird  und  niemals  die  Temperatur  385,2®  C.  an- 
nehmen kann. 

Bonn.  Dr.  Mohr. 
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Recensionen. 

1.  Der  Inquisitionsprocess  des  Galileo  Galilei,  eine  Prüfung  seiner  recht- 

lichen Grundlage  nach   den  Acten   der  römischen  Inquisition  von 
Emil  Wohlwill.    Berlin  1870,  Verlag  von  Robert  Oppenheim.  96  S. 

2.  II  Prooesso  Galileo    riveduio  sopra  documenti  di  nuova  fönte  dal   Prof. 

Comm,  Silvestro  Cherardi  segreiario  generale  in  di  Min  isiro  in  ierin  o 
deir  isiruzione  puhhlica  a  Roma  ne  1849.     Eslra  dei  fascicoli  \^  e  2^, 
Vol.  III  ^   1^  giugne  e  1®  luglio  1870  detla  Rivisla  Europea  direita  in 
Firenze  dal  Cav.  Prof.  Angelo  de  Guhernaiis,    60.  S. 
Wenn  Referent  schon  in  einer  Besprechung  des  Martin 'sehen  Buches 
über  Galilei  in  der  Literaturzeitung  des  XIII.  Bandes   dieser  Zeitschrift 
seine  Verwunderung  laut  werden  lassen  durfte,  dass  der  vielfach  behandelte 
Gegenstand  noch  immer  neue  Seiten  darbiete,  welche  den  früheren  Bear- 
beitern entgangen  waren,  um  wie  viel  mehr  wird  er  verpflichtet  sein,  heute 
den  gleichen  Gefühlen  Ausdruck  zu  geben ,  wo  zwei  Forscher  gleichzeitig 
mit  einer  historinchen  Entdeckung  von  grösster  Tragweite   hervortreten, 
welche  vor  ihnen  kein  Geschichtskundiger  auch  nnr  ahnte,   und  welche 
Alles  über  den  Haufen  wirft,  was  man  bisher  über  den  Process  Galilei's  zu 
wissen  glaubte.  Um  es  gleich  mit  einem  Worte  zu  sagen:  durch  die  Herren 
Wohlwill  und  Gherardi  ist  unabhängig  von  einander,  aber  sich  bestätigend 
und  ergänzend  der  Beweis  geliefert  worden,   dass  das  Protocoll  von  1616, 
welches  die  eigentliche  juristische  Grundlage  des  Anklageverfahrens  von 
1633  bildet,  nicht  mehr  noch  weniger  als  eine  nichtswürdige  Fälschung  ist! 
Gehen  wir  nun  zunächst  mit  Herrn  Wohlwill  auf,die  genauere  Beweis- 
führung ein.  Im  Winter  des  Jahres  1615  auf  1616  wurde,  während  Galilei 's 
Anwesenheit  in  Rom  ,  eine  doppelte  Frage  znr  Entscheidung  gebracht:  die 
Frage,  ob   das  copemicanische  System    überhaupt  mit    dem    Glauben   in 
Einklang  zu  bringen  sei,   und  die  zweite  Frage,  ob  Galilei  durch  seine 
Schrift  über  die  Sonnenflecken  sich  als  Befolger  jener  Lehre  mit  der  Re- 
ligion in  Widerspruch  gesetzt  habe.     Die  doppelte  Frage  wurde  doppelt 
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beantwortet;  das  Verfahrea  gegen  die  copernicanischen  Lehre  endete 
mit  einer  öffentlichen  Verurtheilung,  das  gegen  Oalilei  mit  einer  vertrau- 
lichen Warnung.  Unter  dem  Datum  des  19,  Februar  ward  von  den 
Qualificatoren  der  Inquisition  die  Lehre  des  Copernicus  als  thöricht  und 
absurd  in  der  Philosophie,  als  theilweise  irrig,  theilweise  geradezu  ketze- 
risch im  Glauben  gebrandmarkt,  und  am  5.  März  erschien  dasDecret,  welches 
Schriften  wie  die  des  Pater  F ose arini,  welche  den  Nachweis  der  Wahrheit 
der  copernicanischen  Lehre  zu  führen  bestimmt  waren,  durchaus  verbot, 
die  Schriften  des  Copernicus  selbst  dagegen  zur  Veränderung  in  dem 
Sinne  verurtheilte ,  dass  die  Erdbewegung  eine  blosse  Hypothese  sei,  von 
welcher  aus  mathematisch  richtige,  philosophisch  zweifelhafte,  weil  auf 
zweifelhafter  Grundlage  beruhende  Folgerungen  gezogen  wurden.  Was 
mit  Bezug  auf  Galilei  und  zwar  am  25.  l^^bruar  beschlossen  wurde,  darüber 
geben  uns  die  Processacten,  welche  im  Vatican  aufbewahrt,  Herrn  Henri 
de  TEpinois  1867  zur  Verfügung  standen ,  deutliche  Auskunft.  Cardinal 
Bellarmin  hatte  von  Papst  Paul  V.  den  Auftrag,  Galilei  vor  sich  zu 
laden  und  ihn  zu  ermahnen,  dass  er  die  copernicanischen  Ansichten  auf- 
gebe, und  wenn  er  sich  weigern  sollte  zu  gehorchen,  sollte  der  Pater 
Commissarius  der  heiligen  Inquisition  in  Gegenwart  von  Notar  und  Zeugen 
ihm  den  Befehl  ertheilen,  gänzlich  darauf  zu  verzichten,  eine  derartige 
Lehre  und  Meinung  zu  lehren  (docere),  zu  vertheidigen  (defendere),  oder 
zu  erörtern  (tractare);  wenn  er  aber  sich  nicht  dabei  beruhigte,  sollte  man 
ihn  in's  Gefängniss  werfen.  Dieses  Urtheil  blieb  seiner  Existenz  wie 
seinem  Wortlaut  nach  volle  250  Jahre  unbekannt.  Die  Wirkung  desselben 
dagegen  ist  seit  geraumer  Zeit  durch  zwei  Actenstücke  bezeugt,  durch 
einen  Brief  des  üardinals  Bellarmin  an  Galilei  und  durch  ein  in  den 
Processacten  des  Vatican  vorhandenes  ProtocoU,  dessen  ganzen  Wortlaut 
wir  freilich  auch  erst  durch  Herrn  de  TEpinois  erhalten  haben.  Beide 
Actenstücke  wollen  wir  hier  in  den  Uebersetzungen  mittheilen,  welche  Herr 
Wohlwill  den  Originaltexten  beigefügt  hat.  Darnach  lautet  der  Brief 
folgendermassen:  „Rom,  26.  Mai  1616.  Wir  Robert  Cardinal  Bell  arm  in, 
der  wir  vernommen,  dass  der  Herr  Galileo  Galilei  verläumdet  und  ihm 
zur  Last  gelegt  worden  sei,  in  unsere  Hand  abgeschworen  zu  haben,  so  wie 
dass  aus  diesem  Anlass  ihm  heilsame  Büssungen  auferlegt  worden  seien, 
und  da  wir  um  ein  Zeugniss  für  die  Wahrheit  angegangen  sind ,  erklären, 
dass  der  gedachte  Herr  Galileo  weder  in  unsere  Hand,  noch  vor  anderen 
in  Rom ,  noch ,  so  viel  wir  wissen ,  anderswo  irgend  eine  seiner  Ansichten 
und  Lehren  abgeschworen  hat,  so  wie  auch,  dass  ihm  keine  heilsamen 
Büssungen  auferlegt,  sondern  nur  die  von  Unserem  Herrn  abgegebene 
und  von  der  heiligen  Congregation  des  Index  publicirte  Erklärung  zur 
Kenntniss  gebracht  worden  ist,  des  Inhalts,  dass  die  dem  Copernicus 
beigemessene  Lehre,  dass  die  Erde  sich  um  die  Sonne  bewege  und  die 
Sonne  im  Centrum  des  Weltgebändes  stehe,  ohne  sich  von  Aufgang  zu 
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Niedergang  zu  bewegen,  der  heiligen  Schrift  zuwider  ist  und  somit  weder 
für  wahr  gebalten,  noch  vertbeidigt  werden  darf.  Zn  Urkand  dessen  haben 
wir  Gegenwärtiges  eigenhändig  geschrieben  und  unterschrieben.  Wie 
oben  Robert  Cardinal  Bei  lärm  in."  Das  Protocoll  dagegen  in  den 
Processaeten ,  unmittelbar  an  den  schon  erwähnten  Beschluss  vom  15.  Fe- 
bruar sich  anschliessend,  lautet:  , .Freitag  am  26.  desselben.  In  der  ge- 
wöhnlichen Residenz  des  Herrn  Cardinais  Bell  arm  in  hat  der  Herr  Car- 
dinal, nachdem  genannter  Galilei  vorgeladen  und  vor  Sr.  Eminenz 
erschienen  war,  in  Gegenwart  des  sehr  ehrwürdigen  Bruders  Michael 
Anfi:elo  Segnitins  de  L  a  u  d  a  vom  Dominicanerorden ,  des  Generalcommis- 
sars des  heiligen  Officium,  yorgenannten  Galilei  ermahnt  wegen  des 
Irrthums  obengenannter  Meinung,  und  dass  er  sie  aufgeben  möge,  und 
darauf  folgend  und  sofort  in  meiner  und  der  Zeugen  Gegenwart  und  wäh- 
rend derselbe  Herr  Cardinal  gleichfalls  noch  anwesend  war,  hat  der  oben- 
genannte Pater  Commissarius  dem  Torgenannten  noch  ebendaselbst  anwe- 
senden und  auf  Vorladung  erschienenen  Galilei  im  Namen  Sr.  Heiligkeit 
und  der  ganzen  Congregation  des  heiligen  Officium  die  Anweisung  und  den 
Befehl  ertheilt,  dass  er  die  obengenannte  Meinung,  dass  die  Sonne  das 
Gentrum  der  Welt  und  unbeweglich  sei  und  die  Erde  sieh  bewege,  gänzlich 
aufgebe  und  sie  fernerhin  in  keinerlei  Weise  für  wahr  halte,  lehre  oder 
yertheidige,  in  Worten  oder  Schriften;  sonst  werde  gegen  ihn  im  heiligen 
Officium  verfahren  werden;  und  bei  diesem  Befehl  hat  derselbe  Galilei 
sich  beruhigt  und  zu  gehorchen  versprochen.  Worüber  verhandelt  zu  Rom 
an  oben  gemeldetem  Ort,  in  Gegenwart  von  Badino  Nores  aus  Nicosia  im 
Königreich  Cypem  und  Augustin  Mongard  aus  einem  Orte  des  Abtes 
Rollz  diocesis  Politianeti,  Hansgenossen  des  genannten  Herrn  Cardinais 
als  Zeugen."  Wer  diese  beiden  Erzählungen  desselben  Ereignisses  vor 
Augen  hat,  mnss  auf  die  Widersprüche  aufmerksam  werden,  welche  darin 
enthalten  sind.  Dem  Briefe  nach  waren  Bellarmin  und  Galilei  allein, 
oder  wenn  noch  Jemand  zugegen  war,  so  erschien  dessen  Gegenwart  uner- 
heblich genug,  um  unerwähnt  zu  bleiben;  dem  Protocolle  nach  wohnte 
der  Inquisitionscommiflsar  von  Anfang  an  der  Unterredung  bei,  eine  Per- 
sönlichkeit, welche  man  nicht  leicht  zu  nennen  vergessen  hätte.  Dem 
Briefe  nach  wurde  dem  Galilei  nur  mitgetheilt,  die  dem  Copernicus 
beigemessene  Lehre  dürfe  weder  für  wahr  gehalten ,  noch  vertheidigt  wer- 
den; das  Protocoll  hat  ausserdem  die  verfänglichen  Worte  „in  keinerlei 
Weise*'  (nee  eam  quovis  modo  teneatetc),  mit  deren  Hilfe  jede,  sogar 
eine  hypothetische  Darstellung  zum  Verbrechen  angerechnet  werden 
konnte.  Das  Protocoll  weiss  von  einer  Drohung,  die  Inquisition  werde 
einschreiten,  weiss  von  Notar  und  Zeugen,  durch  welche  diese  Drohung  an 
formeller  Bedeutung  gewann;  der  Brief  weiss  weder  von  Notar,  noch  von 
Zeugen,  noch  von  einer  Drohung.  Das  Protocoll  endlich  lässt  Galilei  zu 
gehorchen  versprechen ;  der  Brief  stellt  in  directe  Abrede,  dass  ein  Schwur 
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von  Galilei's  Seite  geleistet  worden  wäre.  Martin  hat  auch  wirklich 
schon  (Galilde  p.  79)  auf  die  Unverträglichkeit  der  zwei  Darstellungen 
mit  einander  hingewiesen,  wenn  er  auch  nicht  die  schreienden  Wider- 
sprüche hervorhebt,  von  welchen  soeben  die  Rede  war,  sondern  sich  damit 
begnügt,  an  den  Brief  eine  Kritik  anzulegen,  welche  bemängelt,  dass 
1.  nur  von  einer  dem  Copernicus  beigemessenen  Lehre  die  Rede  sei, 
statt  von  der  offenkundig  dem  Copernicus  eigenthümlichen ;  dass  2.  die 
gegen  jene  Lehre  abgegebene  Erklärung  dem  Papste  zugeschrieben  wird, 
während  sie  von  der  Inquisitionsbehörde  herstammte;  dass  3.  keinenfalls 
am  26.  Februar  schon  eine  Erklärung  habe  insinuirt  werden  können,  welche 
erst  am  5.  März  für  die  Oeffentlichkeit  vorhanden  war.  Aus  diesen  Un- 
genauigkeiten  folgert  Martin  die  Unzuverlässigkeit  des  Briefes,  ja  mehr 
noch  die  absichtliche  Verkehrung  der  Sachlage  durch  denselben.  „An  die 
Stelle  der  wirklichen  und  gewichtigen  Mahnung  setzt  der  Brief  des  Car- 
dinais Bell  arm  in  eine  der  Einbildungskraft  entstammende.  Und  warum? 
Weil  die  Inquisition  über  die  Mahnung  vom  26.  Februar  das  Geheimniss 
bewahrt  wissen  wollte :  die  Geheimnisse  der  Inquisition  mussten  aber  um 
jeden  Preis  bewahrt  werden,  selbst,  wie  es  scheint,  auf  Kosten  der  Wahr- 
heit." Horr  Wohlwill  ist  durch  die  vorhandenen  Widersprüche  freilich 
auch  zu  der  üeberzeugung  geführt  worden,  eines  der  beiden  Schriftstücke 
müsse  es  mit  der  Wahrheit  nicht  genau  nehmen,  aber  er  findet  die 
Lüge  im  ProtocoUe,  und  da  nicht  anzunehmen  ist,  dass  ein  Protocoll  sofort 
falsch  geführt  werde ,  was  ja  durch  Uebereinstimmung  sämmtlicher  an  der 
Verhandlung  betheiligter  Personen  nachgewiesen  werden  könnte,  so  sieht 
er  sich  veranlasst,  in  dem  ProtocoUe  eine  spätere  absichtliche  Fälschung  zu 
erkennen,  welche  erst  zu  einer  Zeit  auftrat,  als  die  Fälschung  nicht  nach- 
zuweisen war. 

Als  betheiligte  Personen  kommen  besonders  in  Betracht:  der  Notar, 
Cardinal  Bellarmino  und  Galilei,  sowie  der  Generalcommissar  der 
Inquisition.  Als  nun  im  Jahre  1633  der  Process  Galilei 's  geführt  wurde, 
war  von  diesen  Personen  Galilei  und  der  Inquisitionscommissar,  wenn 
Letzterer  noch  lebte,  Partei;  der  wichtige  Gewährsmann,  Cardinal 
Bellarmino  war  seit  dem  17.  September  1621  todt;  der  Notar  war  nicht 
zu  ermitteln,  denn  gegen  alle  Sitte  und  Ordnung  ist  er  in  dem  ProtocoUe, 
welches  er  geführt  haben  soll,  gar  nicht  genannt.  Das  i&t  schon  ein  bedeut- 
sames Zeichen  gegen  die  Echtheit  des  ProtocoUs.  Aber  andere  Beweis- 
gründe kommen  zur  Unterstützung  hinzu.  Herr  Wohlwill  hat  eben  so 
scharfsinnig  als  klar  durchgeführt ,  dass  das  Benehmen  und  die  mündlichen 
sowie  die  schriftlichen  Aeusserungen  Galilei 's  sowohl  1616  kurz  nach  dem 
26.  Februar,  als  in  der  Zwischenzeit  zwischen  1616  und  1633,  als  in  den 
Constituten  von  1633  Wort  für  Wort  mit  dem  Briefe  Bellarmin's  in  Ueber- 
einstimmung sind,  dagegen  vollständig  unverständlich  der  Beweis  eines 
ilurch  17  Jahre  fortgesetzten  Heuchlersjrstems  sind,  wenn  das  Protocoll  di^ 
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Wahrheit  enthält.  Er  hat  ebepso  gezeigt,  dass  der  Thatbestand,  wie  er  im 
Briefe  ent halten  ibt,  gar  kein  Einschreiten  gegen  Galilei  im  Jahre  1633 
möglich  gemacht  hätte,  dass  wer  dem  Galilei  Etwas  anhaben  wollte,  viel- 
mehr einer  solchen  Darstellung  bedurfte,  wie  das  Protocoll  sie  uns  über- 
liefert. Und  nun  wird  plötzlich  gerade  in  der  Zeit,  in  welcher  man  ein 
solches  Mittel,  den  schändlichen  Gelehrten,  welcher  das  Unrecht  begangen 
hat,  seine  wissenschaftlichen  Gegner  immer  zu  schlagen  und  lächerlich  zu 
machen,  mit  Gold  aufwiegen  musste,  in  der  Zeit,  in  welcher  man  UrbanVIIL 
dem  früheren  Freunde  abwendig  gemacht  hatte  und  also  den  nnbeschützten 
Greis  vor  Gericht  ziehen  konnte,  gerade  in  dieser  Zeit  wird  plötzlich  jenes 
Protocoll  in  alten  Acten  wieder  „gefunden"!  Wahrlich  ein  so  eigenthümlich 
glücklicher  Fund,  dass  Herr  Wohlwill,  ohne  selbst  der  Verwegenheit 
angeklagt  zu  werden,  an  eine  zweckmässige  Unterschiebang ,  an  eine  Fäl- 
schung glauben  durfte. 

Eines  blieb  indessen  immer  noch  zu  wünschen:  eine  weitere  Prüfung 
der  Handschrift  des  Protocolles,  ob  vielleicht  daraus  noch  weitere  Gründe 
gegen  oder  für  deren  Echtheit  sich  ergeben  möchten.  Herr  Wohlwill 
wünscht  dringend,  eine  solche  Untersuchung  möge  vorgenommen  werden, 
und  was  bei  Veröffentlichung  seiner  Abhandlung  kaum  möglich  schien, 
heute  dürfte  es  ein  Leichtes  sein,  nachdem  die  weltliche  Macht  in  Rom 
auf  den  König  von  Italien  übergegangen.  Aber  eigenthümlicher  Zufall! 
Jetzt  ist  eine  solche  Prüfung  durchaus  unnöthig,  wenn  auch  immer  noch 
interessant  genug.  Dass  nämlich  eine  Fälschung  vorliegt,  ist  inzwischen 
durch  Herrn  Gherardi  unwiderleglich  nachgewiesen. 

Herr  Gherardi  war  persönlich  an  jenen  Ereignissen  des  Jahres  1848 
und  1849  betheiligt,  welche  für  eine  kurze  Zeit  die  päpstliche  Herrschaft 
aus  Rom  entfernten.  Mitglied  des  von  Pias  IX.  einberufenen  Parlamentes, 
Mitglied  der  römischen  constituirenden  Versammlung,  Staatssecretär,  dann 
Unterrichtsminister  der  revolutionären  Regierung,  das  waren  die  Stellen, 
welche  er  der  Reihe  nach  bekleidete,  bis  er  als  politischer  Flüchtling  in 
Genua  die  wiedergewonnene  Muse  den  Wissenschaften  aufs  Neue  zuwen- 
den durfte.  Seine  amtliche  Stellung  in  Rom  hatte  ihn  in  Berührung  mit 
den  Acten  und  sonstigen  Schriftstücken  der  Inquisition  gebracht,  welche 
vom  December  1848  bis  April  1849  in  dem  Archive  des  Inqnisitionspalastes 
selbst  durch  Regierungsmassregeln  vor  der  Wuth  des  Volkes  geschützt 
werden  mussten,  dann  aber  nach  der  Appollinariuskirche  verbracht  wur- 
den, wo  Herr  Gherardi  die  werthvolle  Sammlung  einen  Augenblick  sah, 
aber,  wie  er  selbst  erzählt,  nur  einen  Augenblick,  da  er  die  Verantwort- 
lichkeit der  Oberaufsicht  über  eine  solche  Bibliothek  durchaus  ablehnte. 
Genug,  Herr  Gherardi  hatte  die  Gelegenheit,  die  historische  Schatz- 
kammer zu  durchmustern,  welche  vorher  und  nachher  strenge  verschlossen 
geblieben  ist,  wenn  auch  einzelne  Kleinodien  derselben  den  Weg  in  die 
Aussenwelt  fanden,  als  die  französische  Armee  die.„Rettnng^^  Roms  vollzog 
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und  unmittelbar  darauf  etwa  50  Quartbände,  voll  Inquisitionsacten  in  Paris 
an  den  Herzog  von  Manchester  verkauft  werden  konnten ,  welche  gegen- 
wärtig das  Eigenthum  des  Dubliner  Trinity  -  College  sind.  Herr 
Gherardi  erkannte  damals,  worüber  man  sonst  nicht  gut  unterrichtet  zu 
sein  scheint,  dass  die  Acten  der  Inquisition  wesentlich  in  zwei  Kubriken 
aufbewahrt  wurden,  als  Decreta  und  als  Processus.  Beide  sind  oder 
waren  wenigstens  damals  in  Bände  gebunden,  denen  jeweils  ein  fortlaufen- 
des Sachregister  entsprach.  Die  Decrete  enthielten  die  SitzungsprotocoUe 
und  die  Besphlüsse  der  heiligen  Congregation;  die  Processe  enthielten  die 
Verhöre  der  Angeklagten  und  der  Zeagen,  alle  auf  die  Verhandlungen  sich 
beziehenden  Schriftstücke  und  endlich  die  Urtheile.  Ein  drittes  Haupt- 
register —  Kubricelle  bezeichnet  —  diente  Alles  auf  eine  bestimmte 
Sache  oder  Person  Bezügliche  sowohl  in  den  Bänden  der  Decrete  als  der 
Processe  aufzufinden.  Man  begreift  es,  dass  Herr  Gherardi  trotz  ange- 
strengter Amtsthätigkeit,  welcher  er  sich  unterziehen  musHte,  sich  nicht 
enthalten  konnte.  Blicke  in  jene  Acten  zu  werfen,  in  denen  er  hoffen 
durfte ,  auf  jeder  Seite  auf  Geheimnisse  zu  stossen ,  fesselnd  und  spannend 
wie  ein  Eoman,  aber  leider  keine  Erfindung  einer  dichterischen  Einbildungs- 
kraft, sondern  von  Wort  zu  Wort  traurige,  geschichtliche  Wahrheit.  Herr 
Gherardi  benutzte  mit  Vorliebe  die  Decrete |  welche,  wenn  man  so  sagen 
darf,  als  noch  unzugänglicher,  als  die  schon  geheim  genug  gehaltenen  Pro- 
cesse angesehen  werden  dürfen,  welche  deshalb  auch  weniger  Lücken  und 
dergleichen  zeigen  als  die  Processe,  wenn  sie  auch  ein  und  dasselbe  zum 
Gegenstand  haben. 

Das  ganz  besondere  Augenmerk  des  Herrn  Gherardi  war  auf  die 
Geschichte  der  Verfolgungen  gerichtet,  welchen  Galilei  unterworfen  wor- 
den ist.  Schon  hatte  er  zehn  wichtige  Stellen  aus  den  Decreten  ausge- 
schrieben, welche  sich  auf  dieses  Opfer  der  Inquisition  bezogen,  als  er  auf 
einen  schon  vorhandenen  Auszug  stiess,  welcher  offenbar  in  officieller 
Weise  schon  eine  Reihe  von  Jahren  vorher  angefertigt  worden  war,  und 
welcher  in  den  zehn  von  HerrnGherardi  selbstgefundenen  Stellen  so  buch- 
stäblich genau  war,  dass  daraus  auch  auf  die  vollständige  Genauigkeit  der 
Bückschluss  gezogen  werden  durfte,  und  dass  Herr  Gherardi  aufhörte, 
mühsam  zusammenzusuchen,  was  hier  schon  vereinigt  vorlag.  Mit  jenem 
Auszuge,  von  welchem  vor  der  Abhandlung  des  HerrnGherardi  nie  Etwas 
in  die  Oeffentlichkeit  gedrungen  ist,  verhält  es  sich,  wie  folgt:  Bekanntlich 
waren  im  Jahre  1798  wie  so  vieles  Andere  auch  die  Processacten  Galilei*a 
nach  Paris  geschleppt  worden  und  nicht  nach  Rom  zurückgekehrt.  Der 
Herzog  von  Blacas,  Hausminister  während  der  Restauration,  gestand  zwar 
das  Vorhandensein  dieser  Acten  in  einem  bei  Marino  Marini  (Galileo 
e  rinquisizione  S.  145  flgg.)  abgedruckten  Briefe  vom  15.  December  1814 
zn,  allein  schon  am  2.  Februar  1815  sollten  nach  einem  zweiten  Briefe  des- 
selben Ministers  die  Acten  sich  im  Cabiuete  des  Königs  befinden ,  welcher 
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sie  durchzulesen  beabsichtige,  und'  am  6.  November  1815  werden  sie  als 
verschleppt  bezeichnet;  erst  am  8.  Mai  1850  kehren  die  Processacten  in  den 
Vaticau  zurück,  nachdem  Graf  Rossi  sich  1845  verpflichtet  hatte,  neue 
Nachforschungen  in  dem  Archive  des  Ministerium  der  auswärtigen  Ange- 
legenheiten in  Paris  anstellen  zu  lassen  und  für  die  Auslieferung  alles 
etwa  Gefundenen  sorgen  zu  wollen  ^  falls  von  päpstlicher  Seite  eine  voll- 
ständige Und  unparteiische  Veröffi^ntlichung  zugesichert  würde.  Marino 
Marini  versichert  zwar,  er  habe  nie  aufgehört,  in  Paris  zu  mahnen,  allein 
aus  der  ganzen  Zeit  nach  1817  ist  kein  darauf  hinzielendes  Schriftstück 
bekannt  gegeben.  Nun  scheint  uro  das  Ende  des  Jahres  1834  ein  solcher 
Mahnbrief  nach  Prag  an  den  dort  ein  Flüchtlingleben  führenden  Herzog 
von  Blacas  abgegangen  zu  sein,  und  es  scheint  ferner  diesem  Briefe  die 
Abschrift  aller  den  Galilei  berührenden  Stellen  dem  Decrete  beigelegen 
zu  haben,  vielleicht  um  dadurch  die  Bereitwilligkeit  zu  constatireu,  die  ge- 
sammten  Actenstücke  aus  Decreten  und  Process  zusammen  vereinigen  zu 
wollen.  Diese  Folgerungen  zieht  wenigstens  Herrn  Gherard  aus  dem  Um- 
stände, dass  dem  mehrerwähnten  vollständigen  Auszuge  aus  den  Decreten 
ein  Bruchstück  eines  Briefes  des  Herzog  von  Blacas,  datirt  Prag, 
20.  Januar  1835,  beigeheftet  ist,  in  welchem  dieser  erstlich  behauptet,  er 
habe  vergebliche  Nachforschungen  nach  den  Galilei- Acten  angestellt, 
dann  aber  noch  bemerkt,  der  Augenblick  scheine  ihm  nicht  geeignet,  sich 
um  die  Wiedererlangung  zu  bemühen.  Wir  finden  es  unnöthig,  uns  in  eine 
Polemik  über  die  Vermuthung  des  Herrn  Gherardi  bezüglich  jenes  Briefes 
und  jenes  Auszuges  einzulassen.  Gewiss  lässt  das  Vereinigtsein  beider 
auch  noch  ganz  andere,  vielleicht  richtigere  Erklärungen  zu.  Allein  darauf 
kommt  es  ja  gar  nicht  an,  sondern  wir  begnügen  uns  mit  der  Thatsache,  dass 
ein  solches  Heft  von  Herrn  Gherardi  seiner  Zeit  aufgefunden  wurde,  und 
dass  er  mit.  Hinblick  auf  dasselbe  es  unterliess,  selbst  weitere  Notizen  zu 
sammeln.  Nun  kam  die  Niederwerfung  der  römischen  Kevolution.  Herr 
Gherardi  niusste  fliehen  und  konnte  nur  seine  eigenen  10  Excerpte 
mitnehmen.  Endlich  ist  er  auf  nicht  weiter  erörterte  Weise  in  den  Besitz 
jenes  Auszuges  oder  einer  Abschrift  desselben  —  auch  dieses  bleibt  im 
Unklaren  —  gelangt  und  theilt  in  der  in  der  Ueberschrift  genannten  Ab- 
handlung die  sämmtlich  32  Bruchstücke  aus  den  Decreten  mit.  Wir  wollen 
hier  nur  das  sechste  Excerpt  mittheilen,  welches  in  deutscher  Uebersetzung 
des  lateinischen  Urtextes  etwa  folgendermassen  lauten  würde:  „Am 3.  März 
1616.  Zuerst  berichtete  Cardinal  Bellarmin,  dass  dem  Galileo  Galilei 
dem  Mathematiker  gemäss  Befehls  der  heiligen  Congregation  die  Ermah« 
nung  geworden ,  er  solle  von  der  bisher  durch  ihn  für  wahr  gehaltenen 
Meinung  ablassen,  als  wenn  die  Sonne  Mittelpunkt  der  Weltkugel  und 
unbeweglich,  die  Erde  aber  beweglich  wäre,  und  dass  er  sich  dabei  beruhigt 
habe ;  hierauf  wird  der  Beschluss  der  Indexcongregation  über  das  Verbot, 
beziehungsweise   über  die   einstweilige  Unterdrückung   der  Schriften  des 
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Nicolaus  Copernicus,  des  Didacus  von  Stunica  und  des  Carmeliter- 
mönches  Bruder  Paulas  Antonius  Foscariui  mitgetheilt;  demnächst  ordnet 
Se.  Heiligkeit  an ,  das  Edict  über  jenes  Verbot  |  beziebungs weisse  einst- 
weilige Unterdrückung  solle  durcb  den  Palastmeister  veröffentlicht  werden/* 
Wir  können  aus  diesem  ProtocoUe  einer  offenbar  geheimen  Sitzung  keine 
andere  Folgerung  ziehen,  als  li.  Gherardi  daraus  zog  und  als  wir.bereits 
oben  angekündigt  haben.  Der  Brief  Bei  lärm  in 's  an  Galilei  ist  damit 
buchstäblich  bestätigt,  die  Fälschung  des  ProtocoUe^  vom  26.  Februar  oder, 
noch  richtiger  gesagt,  die  nachträgliche  Entstehung  desbolben  zu  bestimm- 
ten Rachezwecken  ist  bis  zur  Evidenz  erwiesen.  Oder  wie?  In  Bellar- 
min's  Behausung,  in  seiner  Gegenwart  sollte  dem  Galilei  von  Amtswe'gen 
eine  so  wichtige  Drohung  eingeschärft  worden  sein,  wie  sie  dort  dem 
Inquisitionscommissare  in  den  Mund  gelegt  wird,  Notar  und  Zeugen  sollten 
jene  Einschärfung  protocollirt  haben  und  keine  ganze  Woche  später  be- 
richtete Bellarmin  nur  über  eine  einfache  Ermahnung,  bei  welcher 
Galilei  sich  beruhigt  habe,  genau  in  derselben  Weise,  wie  er  es  3  Monate 
später  in  seinem  Briefe  thut?  Bei  lärm  in,  könnte  man  sagen^  berichtete 
eben  nur  über  den  Theil  der  Eröffnung,  welcher  ihm  selbst  anvertraut  war. 
Gut;  aber  wo  ist  denn  der  Bericht  von  Bruder  Michel  Angelo  Segnitius 
deLauta,  welcher  sich  nothwendig  anschliessen  musste?  Er  sollte  nicht 
eingeholt  sein?  Ueber  den  wichtigsten  Theil  der  am  25.  Februar  Galilei 
gegenüber  gethanenen  Schritte  sollte  die  Gongregation  sich  keine  Mit- 
theilung haben  machen  lassen?  Das  ist  geradezu  unmöglich,  und  joder 
Leser  wird  es  mit  uns  begreifen,  dass  Herr  Gherardi  aus  seinem  Funde 
auf  die  Unechtheit  des  mehrgenannten  Protocolles  vom  26.  Februar 
schliesst. 

Nun  haben  wir  aber  beide  Gedankenfolgen,  die  des  Herrn  Wohl- 
will wie  dos  Herrn  Gherardi,  welche  von  durchaus  verschiedenen  Aus- 
gangspunkten nach  demselben  Ziele  gelangen,  und  ein  besserer  Beweis 
für  die  Richtigkeit  der  doppelt  begründeten  Ansicht  dürfte  kaum  bei- 
zubringen sein.  Wir  wenigstens  betrachten  es  hinfort  als  historisch  fest- 
stehend, dass  zum  Nachtheil  des  Galilei  eine  Fälschung  schändlichster 
Art  begangen  worden  ist,  und  halten  nur  die  einzige  Frage  für  eine  offene, 
von  wem  und  in  welchem  genauen  Zeitpunkte  das  Verbrechen  verübt 
wurde. 
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TJntersnoliiingeii  über  die  Dioptrik  der  Linsensysteme.  Von  Dr.  H.  Zinken 
genannt  Sommer,  Professor  am  Collegium  „Carolinum"  zn  Braun- 
schweig.  Druck  und  Verlag  von  F.  Vieweg  &  Sohn  in  Braunschweig. 

'  Verschiedene  Umstände  haben  von  jeher  Veranlassung  gegeben,  mich 
für  dioptrische  Untersuchungen  zu  interessiren  und  um  so  mehr,  seit  durch 
Daguerre's  Erfindung  die  Anforderungen  an  dioptrische  Apparate  so  be- 
deutend gesteigert  wurden,  dass  die  bis  dahin  bekannten  dioptrischen  Un- 
tersuchungen nicht  mehr  ausreichend  erschienen  und  bekanntlich  durch 
Professor  Petzval's  Berichte  über  optische  Untersuchungen  höchst  wich- 
tige weitere  £ntwickelungen  der  Theorie  optischer  Instrumente  in  Aussicht 
gestellt  wurden. 

Soviel  mir  bekannt,  ist,  bis  auf  einige  Sätze,  von  Professor  P e t z - 
vaTs  Resultaten  seiner  theoretischen  Untersuchungen  Nichts  in  die.Oef- 
fentlichkeit  gelangt.  Wohl  aber  sind  die  auf  Grundlage  seiner  gewonnenen 
Resultate  construirten  optischen  Apparate,  besonders  durch  die  eminenten 
"Leistungen  des  Optikers  Friedr.  Voigtländer  &  Sohn,  damals  in  Wien, 
weltbekannt  geworden. 

Die  oben  bezeichnete  Schrift  liefert  nun  einen  wesentlichen  Beitrag  zu  der 
oben  erwähnten  weitern  Entwickelung  der  Theorie,  und  habe  ich  nach  ge- 
höriger Durchsicht  derselben  soviel  Neues  und  Interessantes  gefunden,  dass 
ich  im  Interesse  der  Wissenschaft  und  der  Freunde  dioptrischer  Untersuch- 
ungen eine  weitere  Eingehung  und  Besprechung  für  schuldig  erachte. 

Schon  in  der  Vorrede  ist  hingewiesen ,  nach  welcher  Richtung  hin  die 
niedergelegten  Untersuchungen  von  bisher  veröffentlichten  sich  unter- 
scheiden. 

Dies  ergiebt  sofort  der  specielle  Inhalt  der  in  vier  Theilen  entwickelten 
Untersuchungen. 

Im  ersten  Theil  wird  der  Weg  eines  in  der  Axenebene  fortschreiten- 
den Lichtstrahles  verfolgt  und  für  die  Brechung  an  einer  Kugelfläche  die 
bekannte  Formel  entwickelt.  Es  gelingt,  diese  auf  ein  System  von  Linsen, 
die  derselben  Axe  angehören,  so  auszudehnen,  dass  auch  mit  Berücksichti- 
gung der  Liniendicken  und  Entfernungen,  sowie  der  sphärischen  Abwei- 
chung erster  Ordnung  die  Gleichungen  für  die  Bestimmung  der  Axen- 
schnitte  der  Strahlen  die  bisher  bekannte  Gestalt  behalten.  Gauss  hat 
durch  die  geniale  Einführung  der  Hauptpunkte  den  ersten  wirklich  erfolg- 
reichen Schritt  zur  Berücksichtigung  der  Entfernung  der  Flächenscheitel 
sogar  für  windschiefe  Strahlen  gethan ;  er  hat  aber  die  sphärische  Abwei- 
chung ganz  ausser  Acht  gelassen. 

Im  zweiten  Theile  wird  mit  der  Betrachtung  der  Abbildung  eines  in  der 
Axe  befindlichen  leuchtenden  Punktes  begonnen,  die  bekannte  Gleichung  der 
Diacausticaaufgestelltetc,  überhaupt  Bekanntes  sehr  kurzgehalten.  Dagegen 
ist  der  Kern  für  alle  weiteren  Untersuchungen  in  dem  Abschnitte  enthalten, 
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welcher  sich  mit  der  Anfsuchung  des  Bildpunktes  beschäftigt,  der  einem 
seitwärts  von  der  Axe ,  aber  in  deren  Nähe  gelegenen  Objectpunkte  ent- 
spricht. Für  abbildende  Strahlen,  welche  in  der  Axenebene  liegen,  hat  der 
Verfasser  zuerst  im  95.  Bande  von  Poggendorff's  Annalen  die  Resultate 
mitgetheilt;  für  Strahlen,  die  zur  Axe  windschief  sind,  ist  die  Unter- 
suchung durchaus  neu  und  eigenthümlich.  Es  ist  von  besonderer  Wichtig- 
keit, dass  der  Verfasser  die  zur  Abbildung  verwendeten  benachbarten  Strah« 
len  nicht  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  der  brechenden  Fläche  charakterisirt, 
sondern  durch  die  Punkte,  in  welchen  nie  die  Axe,  oder  wenn  sie  wind- 
schief dazu  sind,  in  welchen  sie  die  Axenebene  schneiden,  die  zu  der  des 
leuchtenden  Punktes  senkrecht  ist.  Bei  dieser  Beobachtungsweise  lässt  sich 
nämlich  leicht  beurtheilen,  was  für  Abbildungen  die  Strahlen  liefern,  die 
durch  eine  sogenannte  Blende  erhalten  werden.  Um  den  Fall  der  Abbil- 
dung, nach  der  Brechung  durch  eine  Kugelfläche  ausdehnen  zu  können  auf 
die  Voraussetzung  von  beliebig  vielen  Kugelflächen,  hat  nun  der  Verfasser 
statt  der  seitwärts  der  Axe  gelegenen  Bild-  und  Objectpunkte  selbst,  die 
Krümmungsradien  der  Rotationsflächen  in  Betracht  gezogen,  in  welchen  diese' 
Punkte  liegen  I  und  damit  eine  ganz  neue  Bahn  betreten.  £r  hat  aas  der 
Scheitelkrümmung  der  Objectfläche  die  der  Bildfläche  nach  der  Brechung 
durch  ein  beliebiges  System  abgeleitet,  und  zwar  für  irgendwelche  Gruppe 
von  abbildenden  Strahlen.  Es  ergeben  sich  darnach  unendlich  viele  Bild- 
flächen, von  denen  eine  beliebige  eben,  oder  mit  willkürlicher  Scheitel- 
krümmung hergestellt  werden  kann.  Die  Folgerungen  gehen  noch  weiter. 
Wird  der  reciproke  Werth  des  Krümmungsradius,  der  sich  für  eine  Gruppe 
von  Axenstrahlen  ergeben  hat,  nach  der  Schnittentfernung  vom  ersten 
Hauptpunkte  difTerentiirt  und  werden  die  beiden  einzig  auftretenden  De- 
rivirten  zu  Null  gemacht,  so  fallen  alle  durch  Axenstrahlen  hervorgebrach- 
ten Bildflächen  zusammen,  und  dass  mit  der  Erfüllung  dieser  Bedingungen 
auch  die  sphärische  Randabweichung  aufgehoben  ist,  lässt  sich  am  Kür- 
zesten durch  die  eigenen  Worte  des  Verfassers  darthun.  Es  heisst:  „Von 
einem  neben  der  Axe  liegenden  leuchtenden  Punkte  gehen  zwei  unmittel- 
bar benachbarte  Strahlen  aus;  sie  durchschneiden  die  Axe  in  der  Entfer- 
nung jt,  resp.  X+dX^  vom  ersten  Hauptpunkte  und  liefern  nach  der  Brech- 
ung im  Durchschnitt  einen  Bildpnnkt,  dem  eine  gewisse,  in  oben  angegebe- 
ner Weise  zu  berechnende  Biidkrümmung  zugehört.  Betrachten  wir  drei 
unmittelbar  aufeinanderfolgende  Strahlen,  so  ergiebt  der  Durchschnitt  der 
beiden  ersten  und  ebenso  der  Durchschnitt  der  beiden  letzton  je  einen  Bild- 
punkt mit  bestimmter  zugehöriger  Krümmung  des  Bildes.  Erreichen  wir 
nun,  wie  oben  entwickelt,  das  Zusammenfallen  der  beiden  Bildflächen,  so 
erreichen  wir  auch  das  Znsammenfallen  der  beiden  Bildpunkte,  da  dieselben 
jedenfalls  auf  dem  mittleren  Strahle  und  folglich  in  dessen  Durchschnitt 
mit  der  geroeinsamen  Bildfläche  liegen  müssen.  Ebenso  werden  auch  be- 
liebig viele,  demselben  leuchtenden  Punkte  entstammende  Strahlen  nach 

Digitized  by  Vj^JOVlC 


Literatnrzeitung.  1 1 


um 


der  Brechung  durch  das  System  nur  einen  einzigen  Bildpunkt  ergeben,  so- 
bald das  Zusammenfallen  der  sämmtlichen  Bildflächen  erzielt  ist,  da  wir 
für  je  drei  aufeinanderfolgende  Strahlen  dieses  nachgewiesen  haben." 
Was  die  Bildflächen  für  windschiefe  Strahlengruppen  anbetrifft,  so  lassen 
sich  diese  selbstständig  ebenso  behandeln;  es  ist  aber  wieder  höchst  merk- 
würdig, dass  die  vorhin  erwähnten  Derivirten  mit  denen  für  Axenstrahlen 
identisch  sind  und  die  reciproken  Werthe  der  Krümmungsradien  selbst  nur 

den  Werth  f  ^^  ~- ( ^     )  von  einander  abweichen,  so  dass 

nach  Erfüllung  dieser  theoretif«ch  höchst  einfachen,  aber  praktisch  grosse 
Schwierigkeiten  darbietenden  Bedingung  die  sämmtlichen  Bildflächen  für 
windschiefe  Strahlen  mit  der  für  Axenstrahlen  zusammenfallen.  Es  ist 
ebenfalls  merkwürdig,  dass  die  zweite  Derivirte  der  Bildkrümmung  bei 
aufgehobener  sphärischer  Abweichung  von  selbst  zu  Null  wird ;  beide  For- 
derungen bedingen  das  Zusammenfallen  der  Bildscheitel. 

Auch  verdient  noch  als  neu  hervorgehoben  zu  werden:  der  Nachweis, 
dass  nur  von  der  Stellung  der  Blende  die  richtige  Zeichnung  des  Bildes 
abhängt;  die  im  Hauptpunkte  aufgestellte  unendlich  lichtschwache  Blende 
liefert  ein  wiukelgetreues  Bild;  und  ferner  die  mit  vollständiger  Berück- 
sichtigung der  Linsendicken  und  Entfernungen  durchgeführte  Theorie  des 
Achromatismus. 

Im  dritten  Theile  wird  nun  ^auf  Grundlage  der  vorigen  allgemeinen 
Betrachtungen  auf  die  Leistungen  besonderer  Linsensysteme  eingegan- 
gen und  die  Berechnung  derselben,  wenn  sie  gewissen  Bedingungen  ent- 
sprechen sollen,  durchgeführt.  Es  wird  nachgewiesen,  was  sich  mit  der 
einfachen,  der  Doppellinüe  etc.  erreichen  lässt,  und  dann  zur  Entwickelung 
der  Theorie  der  Doppelobjective  übergegangen.  Durch  Rechnungsbeispiele 
wird  die  Verweithung  der  aufgestellten  Formeln  dargethan. 

Im  vierten  Theile  werden  die  trigonometrischen  Formeln  für  die  ge- 
naue Verfolgung  eines  Strahles  durch  ein  beliebiges  System  aufgestellt. 
Diese  waren  für  einen  Axenstrahl  längst  bekannt,  für  einen  windschiefen 
Strahl  durch  Seidel  bereits  entwickelt;  immerhin  ist  die  hier  gegebene 
Form  derselben  neu  und  ganz  praktisch.  Die  gleichzeitig  entwickelten  Ab- 
lenkungen, welche  der  Strahl  durch  geringe  Aenderungen  der  dioptrischen 
Elemente  verbinden  würde,  gestatten,  an  den  Radien  und  Linsenentfer- 
nungen, welche  bis  dahin  mit  Vernachlässigung  der  Abweichungen  von 
höherer  Ordnung,  also  nur  näherungsweise  aufgefunden  waren,  noch  Cor- 
rectionen  anzubringen,  so  dass  den  gestellten  Anforderungen  in  immer 
grösserer  Annäherung  entsprochen  werden  kann. 

Der  Inhalt  dieser  nur  als  wissenschaftliche  Monographie  aufzufassen- 
den Schrift  wird  freilich  nur  einen  kleinen  Leserkreis  haben  und  aus  diesem 
Gesichtspunkte  war  eine  grössere  Vollständigkeit  nicht  erforderlich,  und  hat 
daher   der  Verfasser  mit  Recht  auf  die  systematische  Entwickelung  des 
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Nenen  und  Interessanten  in  möglichst  gedrängter  Form  sein  Hauptaugen- 
merk gerichtet. 

Für  den  ausführenden  Optiker  sind  diese  Untersuchungen  in  dieser 
Form  überhaupt  nicht  geniessbar  und  daher  das  Eingehen  auf  einzelne  op- 
tische Apparate,  Fernröhre,  Mikroskope  etc.  nicht  nothwendig,  da  theore- 
tisch Alles  niitgetheilt  ist,  was  bei  der  Berechnung  irgend  eines  Apparates 
in  Frage  kommen  kann.  In  diesem  Sinne  müssen  auch  die  Zahlenbeispiele 
aufgefasst  werden ;  sie  sind  nur  gegeben ,  weil  sich  besser  daraus  ersehea 
lässt,  wie  die  allgemeinen  Gleichungen  zur  Verwerthung  gelangen  können, 
auch  wohl ,  um  die  Unterscheidung  der  bedeutungsvollen  Glieder  und  der 
kleinen  Correctionsglieder  klarer  hervortreten  zu  lassen. 

Dresden,  21.  November  1870. 

J.  B.  Schneider,  Reg. -Rath  und  Professor, 
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Die  Atome  und  ihre  Bewegnngen.  Ein  Versuch  znr  Verallgemeineriing 
der  Krönig  -  Claußius'schen  Theorie  der  Gase.  Von  Gustav 
Hansemann.    Köln  und  Leipzig ,  £.  H.  Mayer. 

Der  Verfasser  hat  die  bekannte  Krön  ig 'sehe  Theorie  der  Gase  in  der 
Weise  erweitert,  dass  er  dieselbe  nicht  nur  auf  die  sämmtlichen  rein  physi- 
kalischen Zweige  anwendet,  sondern  sogar  auch  andere  Vorkommnisse,  wie 
8.  B.  Emfthrnng  organischer  Gebilde,  Accommodationsyermögen,  Fortpflan- 
zung, Sinnesorgane  u.  s.  w.  daraus  ableitet. 

Die  Grundlagen,  auf  denen  in  dem  Buche  die  Welt  aufgebaut  ist,  sind 
folgende:  Die  sämmtliche  materielle  Substanz  ist  durchaus  die  nämliche; 
sie  ist  aber  in  eine  grosse  Anzahl  von  Kugeln  getheilt.  Die  Kugeln  sind 
▼ollständig  mit  materieller  Substanz  angefüllt,  absolut  starr,  verhalten  sich 
aber  doch  als  absolut  elastisch  und  ziehen  sich  (in  jeder  Distanz)  mit  einer 
Kraft  an,  die  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist. 
Die  Grösse  dieser  Kugeln  ist  verschieden,  die  kleinen  sind  Aetherkngeln, 
die  grossen  Körper atome.  Die  Masse  eines  Körperatomes  beträgt  das 
lO^fache  der  Masse  einer  Aetherkugel,  abgesehen  von  kleineren  Verschie- 
denheiten der  Atome,  die  von  1  (Wasserstoff)  bis  308  (Wismuth)  wechseln 
können;  dagegen  beträgt  die  Zahl  der  Aetherkngeln  das  10*' fache  derjeni- 
gen der  Körperatome. 

Befindet  sich  nun  irgendwo  eine  Atomgruppe,  so  wirkt  dieselbe  an* 
ziehend  auf  die  im  Räume  sich  heriimbe wegenden  Kugeln  verschiedener 
Grösse  und  diese  gehen  dann  mit  beschleunigter  Geschwindigkeit  gegen  ^en 
Anziehungsmittelpunkt,  um  von  dort  reflectirt  zu  werden  und  die  Geschwin- 
digkeit nach  und  nach  wieder  zu  verlieren.  Geschieht  dieses,  so  treffen 
zurücUehrende  Körperatome  mit  hereinkommenden  Aetherkngeln  zusam- 
men und  nach  dem  Gesetze  von  dem  Stosse  absolut  elastischer  Körper  geht 
lebendige  Kraft  von  den  ersteren  auf  letztere  über.  Die  Folge  davon  ist, 
dass  die  Körperatome  mit  geringerer  Geschwindigkeit  zum  Anziehungsmit- 
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telpunkte  zurückkehren,  die  Aetherkugeln  mit  grösserer  sich  entfernen  und 
da  und  dort  mit  anderen  zusammenstossend ,  endlich  die  verschiedensten 
Bichtungen  bekommen.  Die  Körperatome,  die  so  einen  Theil  ihrer  leben- 
digen Kraft  verloren  haben,  gehen  also  wieder  auf  das  Centrum  zurück, 
und  wenn  sie  dort  anlangen,  werden  sie  wohl  wieder  reflectirt,  abei^die 
Geschwindigkeit,  die  sie  nunmehr  haben,  ist  geringer  als  bei  dem  ersten 
Anprall.  So  geht  es  nun  weiter,  und  endlich  wandern  die  Atome  nur  noch 
innerhalb  enger  Grenzen  hjn  und  her.  Ein  Atom  kann  sich  nicht  über  eine 
gewisse  Distanz  von  dem  Centrnm  wegbegeben,  wenn  die  Wirkung  der  von 
aussen  herein  auf  dasselbe  stossenden  und  von  ihm  reflpctirten  Aetherkugeln 
seine  Bewegung  aufgezehrt  hat,  sobald  es  an  diesem  Punkte  angekommen 
ist.  Dadurch  grenzt  sich  ein  Weltkörper,  der  eine  grössere  oder  geringere 
Menge  von  Körperatomen  enthält,  die  mit  Aetherkugeln  untermischt  sind, 
von  dem  allgemeinen  Räume  ab.  Im  Innern  dieses  Körpers*  stossen  fort- 
während Aetherkugeln  und  Körperatome  auf  einander  und  reflectiren  sich 
gegenseitig;  es  kann  aber  nicht  zur  Zerstreuung  kommen,  weil  die  im  all- 
gemeinen Baume  befindlichen  Aethertheilchen  fort  und  fort  auf  die  Oberfläche 
des  Körpers  aufstossen  und  die  Theile ,  welche  sich  entfernen  wollen ,  zu- 
rückdrängen. Jedes  zusammenhängende  Körperatomsystem  besitzt  infolge 
der  Bewegungen  seiner  Atome  ein  Bestreben,  sich  auszudehnen,  und  die- 
sem Bestreben  steht  die  Aetherwirkung  entgegen.  Die  beiden  entgegen- 
gesetzten Tendenzen  liegen  fortwährend  im  Kampfe  mit  einander  und  das 
Resultat  dieses  Kampfes  ist:  fortwährendes  Schwanken  um  einen  aus  den 
beiderseitigen  Machtverhältnissen  sich  ergebenden  Gleichgewichtszustand. 
Eine  grosse  Bolle  spielt  in  dem  Buche  die  nachfolgende  Betrachtung:  Auf 
ein  isolirtes  Körperatom  wirken  dieAetheratome  durch  ihre  Stösse  von  allen 
Seiten  gleichmässig  ein  ]  sind  aber  zwei  Körperatome  nahe  bei  einander,  so  ist 
immer  eines  gewissermassen  im  Schatten  des  andern;  der  Aether  wirkt  auf 
jedes  nur  auf  derjenigen  Seite,  die  dem  andern  Atom  abgewendet  ist,  und 
dieser  gegenseitige  Schutz  bewirkt,  dass  die  Atome  trotz  ihrer  fortwähren- 
den Stösse  gegen  einander  doch  beisammen  bleiben  müssen.  Die  mittlere 
Entfernung  der  Atome,  die  sich  hieraus  ergiebt,  ist  die  kl  einstmögliche, 
wenn  sich  keine  Aetherkugeln  zwischen  sie  einschieben;  geschieht  dieses 
aber,  so  nimmt  der  Verfasser  an,  dass  die  Distanz  120 mal  grösser  werden 
könne.  Die  grösstmögliche  Entfernung  beider  Atome  hängt  nun  von  der 
Grösse  des  gegenseitig  gewährten  Schutzes  ab.  Uebersteigt  sie  das  Fünf- 
fache des  Durchmessers,  so  hört  der  Schutz  auf,  das  System  löst  sichln 
Aether  auf  und  es  entsteht  ein  Gas.  Beträgt  die  giösste  Entfernung  nur  das 
Zwei-  bis  Fünffache  des  Durchmessers  einer  Kugel,  so  ist  die  Möglichkeit 
gegeben,  dass  ein  drittes  Atom  zwischen  beiden  durchschlüpft  und  so 
auf  die  gegenseitige  Stellung  derselben  von  Einfluss  ist  —  Fltlssigkeiten. 
Steigt  die  Entfernung  nicht  über  das  Doppelte  des  Durchmessers  einer  Ku- 
gel, so  entsteht  ein  fester  Körper.    Vergrösserung  der  lebendigen  Kraft 
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(Temperattirerliöhaiig)  bewirkt  ein  Anwachsen  der  gegenseitigen  Entfer- 
nung der  Atome  und  mithin  eine  Aenderung  des  Aggregatzustandes. 

Wenn  zwei  Weltkörper  sich  einander  nähern,  so  wächst  ihre  Geschwin- 
digkeit, also  auch  die  lebendige  Kraft,  welche  jeder  als  Ganzes  neben  der- 
jenigen hat,  die  seine  Atome  besitzen;  stossen  sie  aufeinander  und  bilden 
sie  von  nun  an  einen  einzigen  Körper,  so  addirt  sich  der  Ueberschnss  der 
lebendigen  Kraft,  welche  jeder  als  Ganzes  neben  derjenigen  hat,  die  seine 
Atome  besitzen;  stossen  sie  aufeinander  und  bilden  sie  von  nun  an  einen 
einzigen  Körper,  so  addirt  sich  der  Ueberschnss  der  lebendigen  Kraft  der 
früher  isolirten  Körper  über  die  des  nunmehr  einzigen  zu  jener  der  Atome. 
Dadurch  wird  die  Temperatur  erhöht,  die  Entfernung  der  Atome  vergrös- 
sert  sich ,  der  gegenseitige  Schutz  derselben  wird  kleiner  und  hört  endlich 
anf ,  der  Körper  wird  also  zu  Gas  und  seine  Theile  fliegen  hinaus  ins  Welt- 
all. Bei  dieser  gegenseitigen  Entfernung  nimmt  die  Geschwindigkeit  ab, 
also  auch  die  lebendige  Kraft;  durch  die  allgemeine  Anziehung  sammeln 
sich  die  Atome  wieder  zu  Weltkörpern  und  die  Keihenfolge  der  Erschei- 
nungen wiederholt  sich  in  perpeluum.  In  dieser  Weise  beantwortet  der  Ver- 
fasser die  Frage  von  der  Entropie  der  Welt. 

Stellen  zwei  sich  berührende  Kreise  die  Durchschnitte  zweier  Atome 
mit  der  Ebene  desPapieres  vor,  und  zieht  man  von  den  Mittelpunkten  eines 
jeden  Kreises  zwei  Tangenten  an  den  andern  Kreis,  so  schneiden  sich  diese 
Tangenten  unter  den  Winkeln  p  und  pj.  Sind  die  Radien  beider  Kreise 
gleich,  so  bt  p  +  Pi^l^O^;  ^^^^  t^^^r  <^i^  Radien  ungleich,  so  wird 
p-\'Px>\^.  Nimmt  man  nun  mit  dem  Verfasser  an,  dass  der  Schutz,  den 
zwei  Atome  sich  gewähren,  nach  irgend  einem  Gesetze  mit  der  Grösse 
/>+pi  wachse I  so  ergiebt  sich,  dass  zwei  ungleiche  Kugeln  sich  mehr 
Schutz  gewähren,  also  leichter  beisammen  bleiben,  als  wenn  die  Atome 
gleiche  Grösse  haben,  und  in  diesem  Umstände  wäre  dann  die  Grundlage 
der  chemischen  Verwandtschaft  zu  suchen. 

Die  Betrachtungen  des  Verfassers  über  die  Vorgänge  der  organischen 
Welt  beruhen  mitunter  auf  Voraussetzungen,  deren  Nothwendigkeit  sich 
nicht  allemal  gut  einsehen  lässt,  und  es  dürfte  um  so  eher  gestattet  sein, 
dieselben  hier  zu  übergehen,  als  sie  ausserhalb  der  Grenzen  dieser  Zeit- 
schrift liegen.  Es  Hesse  sich  auch  gegen  manchen  der  übrigen  Schlüsse, 
wenn  ihre  Resultate  mit  denen  der  Beobachtungen  verglichen  werden, 
allerlei  einwenden,  so  z.  B.  ist  bei  dem  Schutzverhältnisse  der  Atome  nicht 
wohl  einzusehen,  wie  andere  Körper  als  kugelförmige  entstehen  können; 
doch  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  der  Verfasser  seine  Schrift  von  Haus  aus 
als  Versuch  dargestellt  hat. 

Im  Ganzen  muss  zugegeben  werden,  dass  der  Verfasser  aus  dem  ge- 
ringen Material,  das  er  zu  Hilfe  nahm  (materiell  sich  anziehende  und  be- 
wegte Kugeln  von  verschiedener  Grösse),  gemacht  hat,  was  sich  machen  Hess. 

Regensburg,  den  9,  Januar  1871.  Dr.  W.  C.  Wittweb. 
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Die  Ornndzlige  des  graphiBohen  Eechnena   und  der  graphischen  Statik* 
Von  Carl  v.Ott,  Professor  an  der  k.  k.  deutschen  LandesreaUchale 
und  h.  Docent  für  Baumechanik  am  k.  deutschen  Landespolytechni- 
kum  in  Prag.    Mit  2  Figurentafeln.    Prag  1871. 
Der  neue,  von  Professor  Culmannin  Zürich  zuerst  begründete  Wis- 
senszweig der  graphischen  Statik  wird  jetzt  auf  den  meisten  polytechnischen 
Schulen  gelehrt  und  von  einem  grossen  Theile  der  jüngeren  praktischen 
Techniker  mit  Vortheil  benutzt.    Einen  methodischen  Cursns,  in  welchem 
erst  Geometrie  der  Lage  als  Vorbereitung  zur  graphischen  Statik  und  dann 
diese  selbst  yorgetragen  wird,  sind  jedoch  viele  der  Fachgenossen  nicht  in 
der  Lage ,  durchzumachen,  und  es  bleibt  das  classische  Werk  von  Professor 
Gulmann  für  letztere  ein  versenkter  Nibelungenschatz ,  da  ihnen  die  zn 
seiner  Hebung  nöthigen  Vorkenntnisse  mangeln.    Schon  Prof.  Reuleauz 
(siehe  Literatnrzeitung  Bd.  XIV,  S.  31)  hat  daher  in  der  neuesten  Auflage 
seines  ;,Constructeur'^  ein  besonderes  Gapitel  der  Graphostatik  gewidmet. 
Abgesehen  davon  jedoch,  dass  der  Besitz  jenes  Capitels  auch  den  des  gan- 
zen Buches  voraussetzt,  hat  Prof.  Renleaux  hauptsächlich  ein  maschinen- 
tecjinisches  Publikum  vor  Augen  gehabt  und  daher  manches,  speeiell  den 
Bauingenieur  Interessirende,  z.  B.  die  Untersuchung  über  die  ungünstigste 
Stellung  der  Eisenbahnzüge  auf  Brücken,  nicht  berücksichtigt. 

In  dem  zuerst  genannten ,  49  Seiten  starken  Heftchen  giebi  Professor 
V.  Ott  in  gedrängter  Kürze  und  in  klarer,  populärer  Fassung  zunächst  die 
Operationen  des  graphischen  Rechnens-  vom  Addiren  an  bis  zum  Loga- 
rithmiren hinauf,  worauf  dann  die  graphischen  Flächenbestimmungen  be- 
sprochen werden.  In  den  hiernach  folgenden  Elementen  der  graphischen 
Statik  werden,  von  dem  Kräfteparallelogramm  ausgehend,  die  bekannten 
Eigenschaften  des  Seilpolygons  entwickelt  und  dann  deren  Anwendungen 
auf  die  Untersuchung  der  Inanspruchnahme  eines  geraden  Balkens  bei  Be- 
lastung mit  stetigen  oder  isolirten  Gewichten  gezeigt.  Ohne  gerade  wesent- 
lich Neues  zu  bieten,  wird  das  Werkchen  für  das  Publikum  der  Mittelschu- 
len ,  welches  der  Verfasser  speeiell  ins  Auge  fasst,  besonders  anregend  sein, 
da  es  dasselbe  schon  bei  Zeiten  an  den  später  in  den  praktischen  Fächern 
oft  vorkommenden  Ersatz  der  Rechnung  durch  Construction  gewöhnt.  Aber 
auch  allen  Ingenieuren,  welche  sich  mit  geringer  Mühe  für  das  weitere 
Studium  des  Gulmann 'sehen  Werkes  vorbereiten  wollen,  können  wir  das- 
selbe bestens  empfehlen. 

Dresden.  Prof.  Dr.  W.  FbÄnkel. 
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Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  Ein  Lehrbuch  der  theoretischen 
Mechanik »  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse  technischer 
Hochschulen  bearbeitet  von  Dr.  Wilhelm  Schell,  Professor  am  Po- 
lytechnikum zu  Karlsruhe.  Leipzig,  B.  6.  Teubner. 
Das  vorliegende  Werk ,  welches  schon  durch  den  respectabeln  Umfang 
von  circa  1000  Seiten  in  gross  Octav  imponirt,  unterscheidet  sich  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  sehr  wesentlich  von  den  besseren  vorhandenen  Wer- 
ken über  Mechanik.  Eigenthümlich  ist  zunächst  die  Eintheilung  in  vier 
Hauptabschnitte,  nämlich  1.  reine  Bewegungslehre  (Phoronomie  oder  Kine- 
matik), 2.  die  Lehre  von  der  Geschwindigkeit,  3.  die  Lehre  von  der  Be- 
schleunigung, 4.  die  Theorie  der  Kräfte.  Dass  hier  zuerst  die  Bewegung 
ohne  Rücksicht  auf  die  Zeit  betrachtet  wird,  dass  nachher  die  aus  der  Rück- 
sicht auf  die  Zeit  entspringenden  Begriffe  der  Geschwindigkeit  und  Be- 
schleunigung untersucht  werden  und  dass  schliesslich  die  etwaigen  Ursachen 
der  Bewegung  zur  Discussion  gelangen,  ist  ohne  Zweifel  ein  streng  logi- 
scher Gedankengang;  ob  er  dagegen  so  überwiegende  pädagogische  Vor- 
theile  bietet,  wie  der  Verfasser  in  der  Vorrede  meint,  möchte  doch 
fraglich  sein.  Denn  es  ist  pädagogisch  immer  ein  Nachtheil,  die  schwe- 
reren Probleme  der  Dynamik  früher  zu  behandeln,  als  die,  wegen  des 
NichtVorkommens  der  Zeit,  einfacheren  Aufgaben  der  Statik,  und  so 
dürfte  es  sich  für  Vorträge  besser  empfehlen,  die  ältere  Eintheilung 
in  Statik  und  Dynamik  beizubehalten  und  nur  zwischen  beide  die  Ki- 
nematik einzuschieben.  Als  eine  fernere  Eigenthtimlichkeit  des  Werkes 
ist  hervorzuheben,  dass  es  soviel  als  möglich  umfassende  Gesichtspunkte 
giebt  und  dass  es  infolge  hiervon  weit  mehr  allgemeine  Theorien  enthält, 
als  irgend  ein  anderes  ähnliches  Lehrbuch;  jedoch  ist  hierbei  das  Detail 
keineswegs  vernachlässigt,  vielmehr  sind  die  Anwendungen  jener  Theorien 
an  zahlreichen  Beispielen  erläutert.  Endlich  verdient  die  ausserordentliche 
Reichhaltigkeit  des  Werkes  noch  ganz  besondere  Anerkennung;  der  Ver- 
fasser entschuldigt  sich  zwar  gewissermassen,  dass  er  die  feineren  Unter- 
suchungen der  Potentialtheorie ,  die  ausführliche  Untersuchung  elastischer 
Systeme,  die  Störungstheorie,  eine  vollständige  Theorie  des  Jacobi* sehen 
letzten  Multiplicators,  der  Hamil tonischen  Quaternions  etc.  etc.  weg- 
gelassen habe,  aber  diese  Entschuldigung  war  um  so  weniger  nöthig,  als 
der  Verfasser  gerade  von  mehreren  dieser  Theorien  Abrisse  gegeben  hat, 
die  schon  das  Hauptsächlichste  enthalten  und  jedenfalls  hinreichen,  um  den 
Leser  mit  dem  Kern  der  Sache  bekannt  zu  machen.  Ueberhaupt  möchte  es 
schwerlich  irgend  eine  halbwegs  bedeutsame  mechanische  Untersuchung 
oder  irgend  eine  rein  mathematische,  für  die  Mechanik  aber  brauchbare 
Theorie  geben,  welche  der  Verfasser  unbeachtet  gelassen  hätte.  Ebenso 
ist  die  Literatur  mit  äusserster  Genauigkeit  angeführt.  Rechnet  man  hierzu 
die  sehr  klare,  von  guten  Figuren  unterstützte  Darstellung,  so  darf  man 
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wohl  sagen,  dass  der  Verfasser  eine  Arbeit  geliefert  bat,  welcbe  allen  in 
den  letzten  Decennien  erschienenen  Lehrbüchern  der  Mechanik  weit  tiber- 
legen ist. 

Die  typographische  Ausstattung  des  Werkes  entspricht  der  Gediegen- 
heit seines  Inhalts.  Schlömilch. 


Die  Determinanten,  elementar  behandelt  yon  Dr.  Otto  Hesse,  Professor 
am  Polytechnikum  zu  München.  Leipzig,  B.  G.  Teubner. 
Die  vorliegende  kleine  Schrift  verdankt  ihre  Entstehung  dem  Umstände, 
dass  den  sechs  königl,  bayerischen  Realgymnasien  durch  Min  ist  erial  Verfü- 
gung vom  5,  October  1870  vorgeschrieben  wurde,  die  Determinantentheorie 
in  den  Kreis  ihrer  Unterricbtsgegenstände  aufzunehmen;  hieraus  erklärt 
sich  hinreichend  die  Beschränkung  auf  den  elementaren  Theil  jener  Theorie. 
Das  Schriftchen  zerfällt  in  drei  Theile;  der  erste  giebt  einige  vorbereitende 
Untersuchungen  über  lineare  Gleichungen;  der  zweite  bespricht  die  alter- 
nirenden  Functionen ;  im  dritten  Theile  werden  hieraus  die  Determinanten 
durch  Yerwandlang  der  Exponenten  in  obere  Indices  hergeleitet,  daran  die 
Fnndamentaleigenschaften  der  Determinanten  geknüpft  und  zuletzi  das 
Eliminationsproblem,  sowie  die  Multiplication  der  Determinanten  erörtert. 
Dass  die  Darstellung  eine  meisterhafte  ist,  braucht  wohl  kaum  gesagt  za 
werden ;  namentlich  solche  Schriftsteller,  die  sich  durch  möglichst  lakonische 
Redensarten  das  Belief  genialer  Tiefe  zu  geben  suchen,  können  auch  for- 
mell sehr  viel  von  Altmeister  Hesse  lernen*  Schlömilch. 
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Recensionen. 

Elemente  der  Plyrsik  zum  Gebrauche  für  die  oberen  Glassen  höherer 
Schulen.  Von  Dr.  August  Hugo  Emsmann,  Professor  und  Ober- 
lehrer an  der  Realschule  zu  Stettin.  Zweite,  verbesserte  Auflage, 
Mit  161  in  den  Text  eingedruckten  Figuren,  3  Isothermen-  und 
1  Sturmkarte.    Leipzig,  Verlag  von  Otto  Wigand.   1871. 

Lehrbuch  der  Physik.  Von  Peter  Münch,  Director  der  Eeal-  und  Ge- 
werbeschule zu  Münster.  Mit  286  in  den  Text  gedruckten  Abbil- 
dungen.   Freiburg  i.  Br. ,  Herder'sche  Verlagshandluug.    1871. 

Wenn  Kant  in  seinen  metaphysischen  Anfangsgründen  der  Naturwis- 
senschaften sagt,  es  gebe  in  der  Physik  nur  soviel  eigentliche  Wissenschaft, 
als  sie  Mathematik  enthält,  so  bezeichnet  er  mit  diesen  wenigen  Worten 
nicht  nur  das  Ziel  aller  physikalischen  Forschung,  sondern  er  giebt  da- 
mit auch  einen  bedeutungsvollen  Wink  für  die  physikalische  Lehrmethode. 
In  der  That,  soll  der  physikalische  Unterricht  nicht  zu  einer  zwecklosen 
Oedächtnissübung  oder  gar ,  wie  es  an  Gymnasien  nicht  selten  der  Fall  ist, 
zum  leeren  Amüsement  der  Schüler  herabsinken,  so  muss  der  physikalische 
Lehrstoff,  gewissermassen  von  Mathematik  durchdrungen,  den  Schülern 
geboten  werden.  Nur  auf  solche  Weise  kann  der  Unterricht  in  der  Physik 
zu  einem  der  wichtigsten  Erziehungsmittel  des  Geistes  werden ! 

In  diesem  Sinne  nun  sind  die  beiden  genannten  Lehrbücher  der  Physik 
abgefasst,  und  indem  wir  noch  besonders  die  klare,  übersichtliche  Behand- 
lung des  Stoffes  und  den  feinen  pädagogischen  Takt,  der,  durch  langjährige 
praktische  Erfahrung  erworben,  überall  das  richtige  Mass  zu  finden  weiss, 
als  rtihmenswerthe  Eigenschaften  derselben  hervorheben,  empfehlen  wir 
sie  auf's  Wärmste  allen  Lehrern  der  Physik. 
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Sechszehn  mathematiBch- physikalische  Prohleme.    Nebst  einem  Anhang, 
enthaltend  102  Aufgaben   und.  deren  Resultate.     Von  Dr.  Gustav 
Emsmann,   Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  Frankfurt  a.O.     Mit 
einer  Figurentafel.    Leipzig,  Verlag  von  Quandt  &  Händel.  1869. 
Die  yorliegende  Schrift  ist  sowohl  Lehrern ,  als  auch  namentlich  Schü- 
lern sehr  zu  empfehlen.    Für's  Erste  enthält  sie,  und  zwar  in  vorzüglicher, 
ausführlicher  Behandlung  hauptsächlich  diejenigen  mathematisch -physika- 
lischen Probleme,  welche  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  meist  nur  dürftig 
angedeutet  sind.    Es  sind  nämlich  darin  behandelt:  1.  Thermometercorrec- 
tion;  2.  specifische  Wärme;  3,  latente  Wärme;  4.  Declination  der  Magnet- 
nadel;  5.  das  Ohm'sche  Gesetz  und  die  Oonstanten  galvanischer  Rheo- 
motoren;  6.  die  Minimalablenkung  des  Lichtes  beim  Durchgange  durch  ein 

Prisma;  7.  der  Brechungsexponent;  8.  Discussion  der  Formel  —  +  -=-;  9. 

New  ton 'sehe  Ringe;  10.  die  Dämmerung;  11.  das  Kräfteparallelepiped ; 
12.  das  physische  Pendel;  13.  die  Verminderung  der  Schwere  durch  die  Ro- 
tation der  Erde;  14.  die  archimedische  Aufgahe;  15.  das  barometrische 
Höhenmessen ;  16.  die  Grösse  der  Verdünnung  durch  die  Luftpumpe. 

Von  besonderem  Werthe  ist  aber  ferner  auch  die  beigefügte  Sammlung 
meist  neuer  und  guter  Aufgaben,  an  denen  unsere  Literatur  durchaus  kei- 
nen Ueberfluss  aufzuweisen  hat.  Betreffs  der  Resultate  bemerken  wir,  dass 
zwei  derselben  falsch  sind.  Seite  128,  Aufg.  69,  Antw.  1  muss  es  heissen: 
134,78Sec.  =  2Min.  14,78Sec.,  und  Seite  133,  Aufg.  87  sind  für  die  an- 
gegebenen Werthe  der  Gleichung  dritten  Grades  folgende  zu  setzen: 
Ä,  =37,957^,  Ä,  =  9,799*""  und  A,  =  — 7,79*",  wovon  der  Aufgabe  gemäss 
nur  Ä,  =  9,790*"  zulässig  ist. 


Mathematische  Geographie.   Ein  Leitfaden  zunächst  für  die  oberen  Classen 
höherer  Lehranstalten,  bearbeitet  von  Dr.  A.  Hoppmann,  Oberlehrer 
an  der  Realschule  zu  Münster.    Mit  60  in  den  Text  gedruckten  Fi- 
guren und  einer  Sternkarte.  Paderborn,  Verlag  von  Ferd.  Schöningh. 
1870. 
Seit  die  mathematische  Geographie  namentlich  durch  A.  v.  Jlumboldt 
ein  allgemeines  Interesse  gewann,  hat  man  wiederholt  von  verschiedenen 
Seiten  gefordert,  dieselbe  in  den  Lehrplan  höherer  Schulen  aufzunehmen, 
und  gewiss  mit  Recht.  Trotzdem  liefern  jedoch  die  meisten  Schulprogramme 
den  bedauerlichen  Beweis,   wie  wenig  man  jener  Forderung  nachkommt, 
und  um  so  mehr  ist  es  mit  Dank  anzuerkennen,  wenn  Schulmänner  es  nn> 
ternehmen,  die  Resultate  der  mathematisch  •  geographischen  Forschung,  so 
weit  sie  in  den  Kreis  der  Schule  gehören,  methodisch  zu  behandeln. 

Vorliegendes  Werkchen  nun  zeichnet  sich, von  den  wenigen,  bereits  vor- 
handenen Schulbüchern  gleichen  Inhalts  sehr  vortheilhaft  aus.   Nicht  nur  ist 
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die  AnsstattuDg  eiue  ganz  vortreffliche,  mau  findet  auch  die  neuesten  For- 
schungen berücksichtigt,  so  z.  B.  betreffs  des  Wesens  der  Sonne,  der  Kometen 
und  Meteoriten.  Dass  Einiges  aus  der  Astronomie  mit  aufgenommen  worden 
ist,  wird  man  nur  gutheissen  können,  zumal  von  dieser  Wissenschaft  in  den 
Schulen  meist  gar  nichts  gelehrt  wird.  Endlich  wird  der  Werth  des  Buches 
noch  erhöht  durch  biographische  Notizen  über  die  älteren  Astronomen  und 
durch  am  Schlüsse  angehängte  Aufgaben. 


GmndrisB  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerbliche  Fortbildungsschulen. 
Von  Dr.  Ludwiö  Blüm,  Professor  an  der  königl,  Realanstalt  in 
Stuttgart.   31  Aufl.    Leipzig  und  Heidelberg,  C.  F.  Winter.    1869. 

Dieses  zunächst  für  die  Schüler  der  gewerblichen  Fortbildungsschulen 
im  Königreich  Württemberg  bestimmte  Buch  können  wir  nach  genauer  Prü- 
fung allen  ähnlichen  Anstalten  zur  Einführung  empfehlen.  Es  enthält  in 
populärer  Form  alles  Das,  was  in  näherer  Beziehung  zu  Gewerbe  und  In- 
dustrie steht,  und  die  Eintheilung  des  Stoffes  ist  so  getroffen,  dass  der  be- 
zügliche Unterricht  bei  zwei  wöchentlichen  Lectionen  in  einem  Semester 
absolvirt  werden  kann. 

Dresden,  den  10.  März  1871.  Dr.  G.  Hopfmann,  Oberlehrer. 


Vorschule  und  AnfEtngsgrtlBde  der  descriptiven  Oeometrie.  Ein  Cnrsus 
für  die  Secunda  einer  Realschule  erster  Ordnung.  Bearbeitet  von 
Chr.  Schebling,  Professor  am  Cathrineum  in  Lübeck.  Mit  155 
Holzschnitten.  Hannover,  Hahn'sche  Hofbuchhandlung.  1870. 
Da  die  neuere  Oeometrie  die  descriptive  Geometrie  vereinfacht  und 
zu  einer  höheren  Entwickelung  befähigt,  so  wird  es  allseitig  gebilligt  wer* 
den,  dass  die  Grundzüge  der  neueren  Geometrie  der  descriptiven  Geometrie 
vorangeschickt  werden.  Und  da  überhaupt  die  neuere  Geometrie  auch  für 
eine  höhere  technische  Ausbildung  unentbehrlich  ist,  so  werden  auch  in 
nicht  femer  Zeit  die  wichtigsten  Grundzüge  der  neueren  Geometrie  als 
Lehrgegenstand  in  die  Realschulen  erster  Ordnung  eintreten.  Der  Verfas- 
ser des  genannten  Buches  hat  die  Wichtigkeit  der  Grundzüge  der  neueren 
Geometrie  erkannt  und  dieselben  als  Vorschule  der  descriptiven  Geometrie 
genommen.  Um  dem  an  planimetrische  Betrachtungen  gewöhnten  Anfänger 
diese  Vorschule  leicht  zu  machen ,  geht  der  Verfasser  von  dem-  Projiciren 
in  der  Ebene  aus;  er  entwickelt  aus  dem  centralen  Projiciren  einer  ebenen 
Figur  auf  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade  vermittelst  des  Verhältnisses 
"zweier  Punktwerthe  die  Grundgesetze  der  centralen  Collineation  in  der 
Ebene.  Seltsamerweise  nennt  der  Verfasser  alle  Punkte ,  welche  auf  einer 
projicirenden  Geraden  liegen,  •  „.verwandte  Punkte'^     Referent  kann 
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diese  höchst  unbestimmte  Definition  nicht  billigen  und  hält  dieselbe  nicht 
nur  für  überflüssig,  sohdern  auch  für  das  Yerständniss  hinderlich.  Sie  hätte 
füglich  ganz  vermieden  werden  können  und  der  Verfasser  hätte  sich  dann 
die  Bezeichnung  „verwandt  im  engern  Sinne**  für  die  centralcollineare  Ver- 
wandtschaft gespart.  Eine  klare ,  bestimmte  Definition  dieser  Verwandt- 
schaft folgt  aber  bald  auf  S.  5.  Aus  dieser  werden  in  leicht  verständlicher 
Weise  die  besonderen  Fälle,  die  perspectivische  Congrnenz,  Aehnlicbkeit, 
Affinität  und  die  involutorischen  collinearen  Systeme  abgeleitet. 

Vermittelst  des  Verhältnisses  zweier  Punktwerthe  werden  die  Bezieh- 
ungen der  projectivisch  verwandten  Punktreihen  und  Strahlenbüschel,  sowie 
die  harmonischen  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  entwickelt,  und 
von  diesem  Vierseit  wird  man  zu  der  involutorischen  Punktreihe  geführt. 

Nachdem  die  harmonischen  Eigenschaften  des  Kreises  und  die  wichtig- 
sten Beziehungen  von  Pol  und  Polare  abgeleitet  sind,  wird  die  perspecti- 
vische Aehnlicbkeit  der  Kreise,  die  perspectivische  Affinität  der  Curven 
und  die  perspectivische  Collineation  des  Kreises  behandelt.  Aus  der  letzte- 
ren  ergeben  sich  die  Kegelschnitte  als  centralcollineare  Figur  des  Kreises 
und  bilden  den  Schlass  der  Vorschule. 

Der  Verfasser  hat  sich  vorzugsweise  der  Rechnung  und  weniger  der 
geometrischen  Anschauung  bedient.  Ob  hierin  ein  Gewinn  für  den  Schüler 
liegt,  deft  Zeichnen  lernen  will  und  dazu  sehr  der  geometrischen  Anschau- 
ung bedarf,  kann  wohl  erst  die  Erfahrung  massgebend  entscheiden.  Ke- 
ferent  ist  jedoch  der  Meinung,  dass  eine  Einführung  in  die  neuere  und  in 
die  darstellende  Geometrie,  wie  sie  von  Dr.  A.  Flohr*,  der  von  der  Pro- 
jection  im  Räume  ausgeht,  schon  gegeben  wurde,  mit  gewiss  ebenso  gutem 
Erfolge  zum. Ziele  führt;  denn  einmal,  früher  oder  später,  muss  der  An- 
fänger doch  an  die  Betrachtungen  im  Räume  gewöhnt  werden. 

In  dem  zweiten  Theile  werden  die  Anfangsgründe  der  orthogonalen  und 
centralen  Projection  dargelegt.  Hier  hat  der  Verfasser  die  Schwierigkeit  zu 
bewältigen ,  die  Anschauung  des  Schülers  von  der  Ebene  in  den  Baum  zu 
lenken  und  durch  stereometrische  Betrachtungen  nachcuweisen ,  das«  die 
Constrnction  der  Perspective  einer  ebenen  Figur  mit  der  Construction  der 
entsprechenden  centralcoUinearen  Figur  üb  er  einstimmt. 

Das  Buch  ist  im  Ganzen  leicht  verständlich  und  der  fleissige  Anfänger 
kann  sich  durch  dasselbe  ohne  Anstrengung  die  Kenntniss  der  wichtigsten 
Grundzüge  der  neueren  Geometrie  erwerben ,  welche  ihm  bei  der  descripti- 
ven  Geometrie  grosse  Vortheile  bieten  und  auch  bei  weiterem  Stiidinm  der 
neueren  Geometrie  sehr  nützlich  sind. 

Dresden,  im  April  187L.  Dr.  L.  Bubmbster. 


*  n^er  mathematische  Unterricht  in  der  beschreibenden  Geometrie  auf  Real- 
schulen, zugleich  als  Einführung;  in  die  Lehre  von  den  geometrischen  Verwandtschaf- 
teiu"    Vom  Oberlehrer  Dr.  A.FI  Ohr.    Berlin,  Bahlke  &  Hindersin.   1869. 
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Bemerkung  zn  S.  1 — 8 

bezüglich  des  Inquisitionsprocesses  des  Galilei. 

Das  ürtheil  des  Herrn  Cantor  über  die  Schrift  des  Herrn  E.  Wohl- 
will weicht  yollständig  von  dem  ab,  welches  ich  in  der  Zeitschrift  für 
mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht ,  herausgegeben 
von  J.  C.  V.  Höffmann,  1.  Jahrg»  4.  Heft  S.  333flgg.  veröffentlicht  habe, 
und  gern  würde  ich  meine  Ansicht  zurücknehmen,  wenn  ich  in  der  Dar- 
legung des  Herrn  Cantor  Unhaltbarkeit  der  Gründe  gefunden  hätte,  auf 
die  ich  mich  stützte.  Ich  suchte  nämlich  nachzuweisen,  dass  jenes  in 
Galilei's  Process  so  oft  genannte  Protokoll  kein  Protokoll  ist,  und 
weiter,  dass  die  in  Frage  kommenden  Docnmente  unter  Berücksichtigung 
der  jedesmaligen  Umstände  der  Entstehung  eines  jeden  keine  unerklär- 
lichen Widersprüche  enthalten.  Auf  diese  Darlegungen  erlaube 
ich  mir  hier  hinzuweisen ,  nicht  als  ob  ich  damit  alle  Zweifel  für  gehoben 
ansähe,  sundern  nur  um  zu  verhüten,  dass  als  ausgemacht  bereits  an- 
gesehen werde,  was  noch  in  vielen  Punkten  fraglich  ist. 

Hof.         *  Friedlein. 
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Recension. 

Die  Spectralanalyse  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Stoffe  der  Erde  und  die 
Natnr  der  Himmelskörper.  Gemeinfasslich  dargestellt  von  Dr. 
II.  Schellen.  Zweite,  durchnns  umgearbeitete  und  sehr  vermehrte 
Auflage.  619  Quartseiten ,  mit  223  P'iguren  in  Holzschnitt,  2  farbigen 
Spectraltafeln,  2  farbigen  Protuberanzentafeln,  4  Tafeln  des  Sonnen- 
spectrums  und  der  Sonnenfinsternisse  und  5  Portraits.  Braunschweig, 
George  Westermann,  1871.    Preis  5%  Thlr. 

Der  gute  Ruf,  den  sich  Schellen  durch  sein  Werk:  „Der  elektro- 
magnetische Telegraph"  erworben  hat,  war  an  sich  schon  eine  Empfehlung 
seines  neuen  Werkes.  Noch  viel  mehr  aber  muss  es  als  ein  Zeichen  der 
Brauchbarkeit  eines  solchen  Buches  angesehen  werden,  wenn  sich  in  so 
kurzer  Zeit  eine  zweite  Auflage  nöthig  macht.  In  der  Tbat  hat  sich  Schel- 
len durch  diese  neue  Leistung  abermals  ein  Verdienst  erworben. 

In  erstaunlich  kurzer  Zeit  hat  die  Spectralanalyse  einen  hohen  Grad 
von  Vollkommenheit  erreicht,  ihre  Ergebnisse  sind  von  höchster  Bedeutung 
für  Wissenschaft  und  Praxis  und  tiberall,  selbst  im  alltäglichen  Leben,  tref- 
fen wir  auf  ihre  Errungenschaften.  Auch  in  weiteren  Kreisen  ist  infolge 
dessen  ein  lebhaftes  Interesse  für  diesen  Zweig  der  exacten  Naturwissen- 
schaft rege  geworden.  Ganz  besonders  seitdem  mit  Hilfe  des  Spectroskops 
unsere  Kenntnisse  über  die  physische  BesebafiPenhoit  der  Himmelskörper  so 
ausserordentliche  und  überraschende  Erweiterungen  erfahren  haben,  war  das 
Bedürfniss  nach  einem  Werke  sehr  fühlbar  geworden,  welches,  Allen  zu- 
gänglich, möglichst  vollständige  Kunde  von  den  neuen  Errungenschaften 
geben  könne. 

Viele  kleinere  Schriften ,  Vorträge  etc.  versuchten,  diesem  Bedürfnisse 
Rechnung  zu  tragen;  aber  immer  wurde  dasselbe  nur  einseitig  oder  ungenü- 
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gend  erfüllt.     Es  blieben  entweder  noch  zu  viele  Punkte  unklar  oder  zu 
viele  Fragen  noch  unbeantwortet. 

Der  Versuch,  alle  einzelnen  Theile  und  Abzweigungen  der  Spectral- 
analysc  in  ein  Ganzes  zu  vereinigen  und  die  Thatsachen  durch  möglichstes 
Yerständniss  zu  verbinden,  war  jedenfalls  ein  äusserst  schwieriger;  er 
mnsste  aber  auch  höchst  dankenswerth  erscheinen,  wenn  er  gelang.  Die 
eigenthümliche  Schwierigkeit  eines  solchen  literarischen  Unternehmens  lif^gt 
besonders  darin,  dass  es  selbst  dem  grössten  Theile  des  Publikums,  wel- 
ches sich  für  die  Resultate  exact  naturwissenschaftlicher  Forschungen  leb- 
haft interessirt,  an  den  einfachsten  Vorkenntnissen  in  diesen  Wissenschaften 
fehlt,  auf  Grund  deren  eine  Auseinandersetzung  möglich  ist. 

Es  ist  daher  nothwendig,  wenn  man  Verständniss  herbeiführen  will, 
bis  auf  die  Grundlage  zurückzugreifen.  Niemand  ist  aber  empfindlicher 
und  widerwilliger.  Bekanntes  noch  einmal  zu  hören  oder  zu  lesen,  als  ge- 
rade der  Laie,  der  mit  Begier  auf  Neues  wartet  und  nur  unmuthig  die 
langen  Gänge  der  Vorhallen  der  wissenschaftlichen  Erkenntniss  durch- 
wandert. 

Die  wichtige  Grenze  zu  finden  zwischen  dem  Nothwendigen  und  dem, 
was  als  „Bekanntes"  vorausgesetzt  werden  kann ,  ist  sehr  schwierig ;  nur 
Wenige  besitzen  Erfahrung  und  Takt  genug  dazu.  Fehlt  man  nach  der 
einen  Seite,  so  wird  das  Buch  für  den  Laien  schwer  verständlich,  und 
Schwierigkeiten,  die  etwa  gar  angestrengtes  Nachdenken  erfordern,  sind 
ihm  verhasst;  wird  andererseits  zu  viel  Bekanntes  oder  dieses  zu  gründ- 
lich behandelt,  so  heisst  die  Schrift  langweilig  und  wird  von  Laien  und 
Fachleuten  gleichmässig  nicht  gelesen.  Zwischen  dieser  Scylla  und  Cha- 
rybdis  ist  Schellen  mit  viel  Glück  hindurchgesegelt.  Es  haben  ihm  sicht- 
lich die  musterhaften  Werke  Tyndall's  dabei  als  Vorbilder  vorgeschwebt. 
Man  wird  ihm  aber  zugestehen  müssen ,  dass  er  dabei  in  nicht  minder  tüch- 
tiger Weise  seine  Aufgabe  gelöst  hat. 

Die  Spectralanalyse  stützt  sich  auf  Lichtbrechung  und  Dispersion; 
beides  sind  aber  Capitel,  in  denen  selbst  für  den  Fachmann  noch  viele 
dunkle  Flecken  zu  finden  sind.  In  diesem  Gebiete  dem  Laien  Einsicht  zu 
schaffen,  ist  recht  schwer.  Gerade  dies  ist  aber  dem  Verfasser  in  den  ein- 
leitenden Capiteln  der  IV.  Abtheilung:  12.  Das  Licht;  13,  Analogie  «wi- 
schen Schall  und  Licht;  14.  Analogie  zwischen  Ton  und  Farbe;  15.  Brech- 
ung des  Lichtes  etc. ,  recht  gut  gelungen.  Eine  gewisse  Breite  Hess  sich  da 
allerdings  nicht  ganz  vermeiden. 

Eine  andere  Schwierigkeit,  an  der  leicht  ein  solches  Unternehmen  be- 
denklichen Anstoss  nehmen  kann,  ist  die  Beschreibung  vieler  Vorrich- 
tungen und  Apparate.  Gerade  die  Spectralanaljse  macht  darin  ausser- 
ordentliche Ansprüche. 
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Selbst  mit  Hilfe  der  besten  Zeichnangen  ist  es  für  DenjeDigen,  der  nie 
äbnlicbe  Apparate  gesehen  hat,  ansserordentlicb  scbiver,  sich  eine  klnre 
Vorstellnng  von  einem  Instrument  zu  machen  und  das  Wichtige  von  den 
weniger  wichtigen  Tbeilen  zu  trennen. 

Vielleicht  ist  in  dieser  Hinsicht  auch  in  dem  Seh  eile  naschen  Werke 
dem  Leser  etwas  zu  viel  zugemuthet.  Ich  habe  selbst  Solche ,  welche  sich 
recht  aufmerksam  und  mit  Liebe  mit  dem  Buche  beschäftigten  nnd  die  nicht 
unvorbereitet  zu  demselben  kamen,  bei  den  vielen  Abbildungen  und  Be- 
schreibungen von  Apparaten  seufzen  hören. 

Es  ist  gefahrlich,  in  einem  für  ein  gewisses  Publikum  bestimmten 
Buche  gleichzeitig  die  Hilfsapparate,  Abänderungen  nnd  Details  der  Con- 
struction  der  Apparate  mit  einilechten  zu  wollen,  die  besonders  nur  für  den 
Fachmann  und  Mechaniker  interessant  sind ,  und  dadurch  das  Yerständniss 
zu  erschweren  und  die  Entwickelung  des  Stoffes  aufzuhalten.  Für  nicht  un- 
bedingt nötliig  neben  den  anderen  Abbildungen  würde  ich  z.  B.  im  IL  Ab- 
schnitte die  Figuren  45,  49,  51 ,  54,  63,  64  etc.  halten. 

Fast  alle  die  Schwierigkeiten ,  die  sich  iA  so  grosser  Zahl  darbieten, 
hat  der  Verfasser  mit  grossem  Geschick  überwunden,  zum  Theil  durch  eine 
glückliche  Anordnung  und  Auswahl  des  Materials,  zum  Theil  durch  klare 
und  einfache  Darstellung. 

Die  I.  Abtheilung  des  Buches,  S.  1 — 52,  handelt  ganz  sachgemäss  von 
den  Hilfsmitteln  zur  Erzeugung  hoher  Wärme-  und  Lichtgrade;  es  wird 
also  von  den  Flammen  im  Allgemeinen  und  der  Gasflamme,  Magnesium- 
flamme, Knallgasflamme  und  dem  elektrischen  Funken  und  Flammenbogen 
im  Besondern  gesprochen.  Die  Magnesiumlampe  hätte  hier  ohne  Schaden 
wegbleiben  können.  Dies  dürfte  wohl  noch  ein  Ueberrest  der  ursprüng- 
lichen Form  des  Buches  sein;  dasselbe  ist  aus  mündlichen  Vorträgen  ent- 
standen. Im  öffentlichen  Vortrag  entbehrt  man  ungern  die  glänzenden  Ver- 
suche mit  Magnesiumlicbt. 

Die  IL  Abtheilung,  S.  55— 203,  beginnt  mit  einer  Einführung  in  die 
Natur  des  Lichtes ,  Brechung  desselben,  Dispersion  etc./  wie  wir  dies  schon 
oben  erwähnt  haben.  Dann  werden  die  Arten  derSpectren,  continuirliches 
nnd  Linienspectrum  besprochen  und  die  wichtigsten  Spectralapparate  er- 
klärt. 

Da  alle  Einflüsse  besprochen  werden,  durch  welche  die  Spectral- 
erscheinungen  und  die  auf  diese  gestützten  Schlüsse  modificirt  werden ,  so 
hätten  auch  die  Mitscher  lieh 'sehen  Versuche  nicht  unerwähnt  bleiben 
sollen.  Bei  der  Umkehrung  der  Gasspectra  ist  der  einfache  subjeetive  Ver- 
such weggelassen,  die  dunkle  Linie  im  Spectram  dadurch  zu  erzeugen, 
dass  man  durch  eine  absorbirende  Flamme  das  Speötmm  betrachtet. 
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Die  III.  Abtheilung,  8.225  —  601,  behandelt  die  8pectrnlana1yse  in 
ihrer  Anwendung  auf  die  Himmelskörper  und  amfasst  zwei  Drittheile  des 
ganzen  Werkes. 

Zuerst  wird  die  Sonne  besprochen,  die  Fr auenho fernsehen  Lfinien 
und  ihre  Bedeutung-;  erwähnt  werden  die  hauptsächlichsten  Ansichten  über 
die  physische  Beschaffenheit  der  Sonne.  Die  Absorptionslinien  unserer  At- 
mosphäre sind  gründlich  erörtert.  Die  Ergehnisse  der  beiden  letzten  totalen 
Sonnenfinsternisse:  am  18.  August  1808  und  0.  April  1869,  sind  mit  grosser 
Vollständigkeit  erörtert  und  mit  einem  fast  tibergrossen  Keichthum  von  Fi- 
guren erläutert. 

Die  Gedanken  und  Methoden,  welche  den 'Beobachtungen  der  Pro- 
tuberanzen der  Sonne  bei  Sonnenschein  zu  Grunde  liegen,  sind  ausser- 
ordentlich deutlich  und  anschaulich  gemacht. 

Selbst  die  schwierigen  Gapitel:  „50.  Die  Messung  der  Richtung  und 
Geschwindigkeit  der  Gasströme  auf  der  Sonne*^  und  ,,66.  Einfluss  der  Be- 
wegung der  Sternaim  Weltraum  auf  ihre  Spectra^*,  gestalten  sich  unter  der 
Hand  des  Verfassers  recht  klar  und  durchsichtig.  Die  Spectra  der  Planeten 
und  Fixsterne  und  die  Schlüsse,  die  uns  dieselben  gestatten,  sind  ausfuhr* 
lieh  auseinandergesetzt.  Auch  die  Hypothesen  über  veränderliche  Sterne, 
neue  Sterne,  sind  ganz  passend  eingefügt. 

Die  Untersuchungen  über  die  Spectra  der  Nebelfiecken,  der  Kometen 
und  der  Meteoriten  sind  mit  grosser  Sorgfalt,  Vollständigkeit  und  mit  be- 
sonderer Gewissenhaftigkeit  dargestellt.  Ueberall  ist  Thatsache  und  Hy- 
pothese sorgfältig  getrennt.  Als  Anhang  sind  auch  die  Spectra  des  Blitzes 
und  des  Nordlichtes  besprochen. 

In  all  diesen  Capiteln  ist  das  Material  bis  in  die  letzte  Hälfte  des  Jah- 
res 1870  fortgeführt;  bei  dem  Nordlicht  sind  die  Spectraluntersuchungen 
Zöllner's  vom  24.  und  28.  October  1870,  welche  die  Angaben  Winlock*s 
sehr  modificiren ,  berücksichtigt. 

Schon  diese  oberfiächliche  Anführung  des  Inhalts  lässt  die  Reichhaltig- 
keit des  mitgetheilten  Materials  erkennen.  Zumal  die  III.  Abtheilung,  die 
sich  mit  den  Spectren  der  Sterne  und  kosmischen  Lichterscheinungen  be- 
schäftigt ,  ist  ungemein  vollständig. 

Jeder  Fachmann  wird  dieselbe  mit  grosser  Befriedigung  lesen.  Die 
Fülle  des  darin  Gebotenen  giebt  ein  vollkommenes  Bild  der  bewunderns- 
würdigen Höhe,  welche  dieser  jüngste  Theil  der  Astronomie  schon  er- 
langt hat. 

Besondere  Anerkennung  aber  muss  man  dem  gewissenhaften  Streben 
des  Verfassers  zollen,  in  allen  Theilen  des  Werkes  wissenschaftlich  wahr 
und  streng  zu  bleiben.  Nirgends  lässt  er  sich  zu  hypothetischen  Schlnss- 
folgerungen  verführen,  die  den  Leser  irre  leiten  könnten;  überall  scheidet 
er  sorglich  die  Thatsache  von  dem  Versuche  ihrer  Erklärung  und  den  ver- 
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schiedeneD  Möglichkeitei)  ihrer  Auffassung.  In  diesen  Unterscheidungen 
zeigt  Schellen  ein  feines  Gefühl,  welches  tüchtige  eigene  Studien  des  be- 
handelten Stoffes  und  die  yolle  Beherrschung  desselben  verräth. 

In  der  zweiten  Abtheilung  hätten  wir  eine  eingehendere  Besprechung 
des  chemischen  Theiles,  zumal  auch  der  Art  und  Weise  gewünscht,  wie 
man  Körper  spectralanalytisch  auf  ihre  Bestandtheile  untersucht.  Auch 
hätte  es  dem  Verfasser  wohl  bekannt  sein  können,  dass  man  von  den 
Mitscherl  ich 'sehen  PlatindoclUen  zur  Herstellung  andauernder  Spectren 
in  den  physikalischen  Laboratorien  verhältnissmässig  wenig  Gebrauch  macht 
und  diese  besser  mit  dünnen  Stäbchen  von  Gasgraphit  vertauscht  werden, 
die  durch  Auskochen  in  Säuren  gehörig  gereinigt  worden  sind. 

Auch  die  Beschreibung  des  einfachsten  aller  Spectralapparate,  der  nur 
aus  einer  Röhre  mit  Spalt  und  einem  einfachen  Prisma  besteht,  hätte  eine 
Stelle  bei  Besprechung  der  SppctraLipparate  finden  können.  Dieses  Instru 
ment  kann,  wenn  ein  einfaches  üoblprisma,  mit  Schwefelkohlenstoff  gefüllt, 
angewendet  wird,  für  kaum  einen  Thaler  hergestellt  werden  und  thut  in 
den  Händen  von  Schülern,  Studirenden  und  Solchen,  die  sich  für  Spectral- 
annlyse  interessiren,  sehr  gute  Dienste.  Es  genügt  ein  so  einfacher  Appa- 
rat, um  die  Frauenhofer'schen  Linien,  die  Spectrallinien  und  die  üm- 
kehrnng  der  Natriumlinie  sehen  zu  können,  und  die  eigene  Anschauung  hat 
doch  immer  den  höchsten  Werth. 

Das  Verzeichniss  der  Literatur  der  Spectralanalyse  am  Schlüsse  des 
Werkes  ist  sehr  vollständig  und  ist  eine  willkommene  Beigabe  für  Jeden, 
der  sich  gründlichere  Auskunft  in  den  Quellen  suchen  will. 

Auch  die  Aeusserlichkeiten  des  Werkes  entsprechen  seinem  Inhalt,  Die 
Schreibweise  ist  einfach  und  klar;  zahlreiche  Gitate  aus  vorzüglichen  Ar- 
beiten sind  mit  Geschick  eingeflochten. 

Einige  Ausdrücke  sind  bisher  nicht  sonderlich  gebräuchlich  gewesen ; 
dahin  gehört:  „secundlich",  welches  analog  den  Worten:  „täglich,  stünd- 
lich" gebildet  ist.  Der  Ausdruck :  „rund  laufen"  für  die  stetige  Drehung 
eines  Körpers  um  eine  Axe,  den  der  Verfasser  auch  in  seinem  „Elektro- 
magnetischen Telegraph"  mit  Vorliebe  gebraucht,  ist  wohl  nur  ein  Provin- 
zialismus, der  in  der  Schriftsprache  kaum  zulässig  sein  dürfte.  Nicht  zu 
billigen  ist  auch  der  Ausdruck:  „prismatisch  geformte  Gläser,  Flüs- 
sigkeitstropfen oder  Dunstbläschen",  S.89,  Z.  17  v.  o. 

Die  äussere  Ausstattung  des  Werkes,  der  correcte  Druck  sowohl,  als 
die  Ausstattung  mit  einer  so  grossen  Zahl  meist  vorzüglicher  Abbildungen 
gereicht  der  Verlagshandlung  zur  gröbsten  Ehre.  Es  ist  eine  wahre  Freude, 
zu  verfolgen,  wie  die  grösseren  deutschen 'Verlagshandlungen  jetzt  in  mög- 
lichst ausgezeichneter  Ausstattung  werthvoller  Bücher  wetteifern  und  wie 
dadurch  schon  jetzt  der  Vorzug  zum  grössten  Theil  ausgeglichen  ist,  den 
früher  zumal  englische  Werke  vor  den  unseren  hatten. 
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So  können  wir  denn  zum  Schlüsse  das  vorliegende  Werk  mit  ^iiteni 
Gewissen  warm  empfehlen;  der  Fachmann  wird  zumal  im  dritten  l^hoil 
eine  höchst  anziehende  und  vollständige  Uebersicht  des  derzeitigen  Standes 
des  auf  Spectralanalyse  beruhenden  Theiles  der  Astrophysik  erhalten ;  der 
Laie  wird  im  Stande  sein,  an  der  Hand  des  Buches  höchst  schätzenswcrtbe 
und  gediegene  Kenntnisse  in  einem  der  schönsten  Theile  der  exacten  Na- 
turwissenschaften zu  erwerben. 

Chemnitz,  1.  Mai  1871.  Dr.  Richard  RtJULMANN« 
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Recensionen. 

Lehrbuch  der  neueren  Oeometrie  für  höhere  TJnterrichtsanstalten  und 
zum  Selbstetudium.  Von  Dr.  Büdolf  Staüdiql.  Mit  82  Holz- 
schnitten.   Wien,  L.  W.  Seidel  &  Sohn.    1871. 

Der  Verfasser  dieses  Buches  sagt  in  dem  Vorworte :  „Die  vortreff- 
lichen Werke  von  Chasles,  Paulus,  Keye  und  Gretschel,  welchen 
das  Verdienst  gebührt,  die  neuere  Geometrie  weiteren  Kreisen  zugänglich 
gemacht  zu  haben,  sind  allerdings  für  den  ersten  Unterricht  berechnet. 
Dennoch  schien  mir  ein  leichtfasslich  geschriebenes  Buch  wünschenswerth, 
in  welchem  nicht  blos  die  ebenen,  sondern  auch  die  räumlichen  Gebilde 
behandelt  werden,  und  welches  sich  nicht  blos  auf  die  Untersuchung  all- 
gemeiner Lagenverhältnisse  allein  beschränkt,  sondern  auch  metrische  Be- 
ziehungen erörtert." 

Diese  Forderungen  werden  durch  jene  Werke  erfüllt;  aber  es  ist  auch 
Jeder,  der  wissenschaftliche  Befähigung  und  pädagogische  Erfahrung  be- 
sitzt, berechtigt,  ein  Lehrbuch  zu  schreiben,  welches  seinem  Wunsche  ent- 
spricht. Der  Verfasser  hat  den  in  jenen  Werken  enthaltenen  Stoff  in  ge- 
ordneter Weise  sorgfältig  masshaltend  bearbeitet.  Man  findet  daher  auch 
keine  neuen  Kesultate;  nur  die  Anordnung  wird  dadurch  modificirt,  dass 
der  Verfasser  von  der  folgenden,  nicht  präcis  gegebenen  Definition  aus- 
geht: „Projicirt  man  eine  Punktreihe  durch  einen  beliebigen  Strahlen- 
büschel auf  irgend  eine  Gerade,  projicirt  ferner  die  erhaltene  Projection 
durch  einen  zweiten  Büschel,  dessen  Ebene  von  jener  des  ersten  verschie- 
den sein  kann,  abermals,  und  setzt  man  dieses  Verfahren  beliebig  oft  fort, 
so  sind  alle  dadurch  sich  ergebenden  Punktreihen  mit  einan- 
der proj ectivisch  verwandt  oder^  wie  man  auch  kürzer  sagt,  projec- 
tivisch.*'  Präciser  sollte  diese  Definition  so  lauten:  Projicirt  man  eine 
Punktreihe  von  einem  beliebig  angenommenen  Punkte  durch  ein  Strahlen- 
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büschel  auf  irgend  eine  Gerade  in  der  Ebene  dieses  Büscbels  etc.   Denn  eine 
bestimmte  Punktreibe  kann  nicbt  durcb  einen  beliebigen  Strahlenbüscbel  nnd 
aucb  nicbt  auf  irgend  eine  Gerade  obne  bestimmteBedingungenprojicirt  wer- 
den. Durcb  diese  Definition  und  mittels  des  Doppelverhäitnisses  gelang  der 
Verfasser  zu  den  mannigfaltigen  Sätzen^  den  wichtigsten  Lagenverbältnissen 
und  metrischen  Beziehungen  der  Gebilde  in  der  Ebene.  In  diesem  Theile  nähert 
sich  das  Buch  der  Form  und  dem  Inhalte  nach  der  „Organischen  Geometrie*^ 
von  Gretschel;  aber  es  ist  reichhaltiger  als  diese,  weil  die  Collineation 
im  Räume  eine  weitergehende  Betrachtung  findet.    Der  Verfasser  hat  sich 
stets  bemüht,  für  den  Anfänger  leicht  verständlich  zu  schreiben;  aber  leider 
wird  dem  Anfänger  das  Verständniss  einzelner  Sätze  durch  manche  Druck-, 
resp.  Schreibfehler  erschwert.    Zur  Bestätigung  dieses  betrachte  man  z.  B. 
den  kleinen,  vier  Fehler  enthaltenden  Satz  auf  S.  22: 

,, Daher  sind  S  und  S^  Scheine  derselben  Punktreihe  B  und  liegen 

perspectivisch.** 
Corrigirt  lautet  dieser  Satz : 

Daher  sind  B  und  i?|  Schnitte  desselben  Strahlenbüschela  und  liegen 

perspectivisch. 

Manche  Beweisführung  ist  sehr  wortreich^  aber  dieser  Wortreichthnm 
ist  entschuldbar,  weil  das  Buch  für  Anfänger  bestimmt  ist. 

Im  Texte  findet  man  zuweilen  Eigen thümlichkeiten  der  Sprache, 
welche  dem  norddeutschen  Leser  sehr  seltsam  scheinen  müssen.  So  wird 
z.  B.  das  Wort  „nachdem*'  in  unrichtiger  Weise  meist  für  die  Wörter  „da" 
und  „weil*'  gebraucht.  Die  Holzschnitte  sind ,  abgesehen  von  einigen  un- 
bedeutenden Fehlern  in  der  Bezeichnung,  gut  ausgeführt  und  stehen  stets 
in  grösster  Nähe  des  sich  auf  sie  beziehenden  Textes.  Dies  ist  ein  be« 
achtenswerther  Vorzug,  der  dem  lernenden  Leser  das  störende  Umwenden 
des  Blattes  so  viel  als  möglich  erspart.  Ungeachtet  der  erwähnten  Mängel 
hat  Referent  das  Buch  mit  Interesse  gelesen. 

Dresden,  Juli  1871.  t)r.  L.  Burmbstbr. 


Die  Hauptaufgaben  der  descriptiven  Geometrie.    In  stereoskopischen  Fi- 
guren dargestellt  und  herausgegeben  von  Julius  Schlotkb.    Ham- 
burg, L.  Friederichsen  &  Comp.    1871. 
Der  Herausgeber  hat  die  wichtigHten  Aufgaben  der  descriptiven  Geo- 
metrie mit  ihrer  Lösung  auf  30  kleinen  Tafeln  für  die  stereoskopische  Be- 
trachtung mit  grosser  Sorgfalt  gezeichnet,  und  auch  von  dem  Lithographen 
sind   die  Figuren,   sowie ^^die   bezeichnenden  Buchstaben  gut   ausgeführt. 
Zwar  bemerkt  man  in  den  Figuren  einzelne  wenig  störende  Unrichtigkeiten, 
z.  B.  die  Gerade  Cc  (Taf.  10),  die  von  a  auf  die  Projectionsaxe  gezogezie 
Senkrechte  (Taf.  15)  erscheinen  im  Stereoskop  doppelt,  und  der  Punkt  S 
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(Taf.  18)  erscheint  nicht  genau  auf  der  Geraden  ah^  liegend.  DiBse  kleinen, 
gewiss  von  dem  Lithographen  vernrsachten  Fehler  sind  aber  so  unbedeu- 
tend, dass  sie  nicht  ins  Gewicht  fallen.  Keferent  hätte  gewünscht,  dass  bei 
dem  Kegelschnitt  nicht  nur  die  Construction  desselben,  sondern  der  Wich- 
tigkeit wegen  auch  der  Kegelschnitt  selbst  dargestellt  worden  wäre. 

In  überraschender  Deutlichkeit  erblickt  man  die  Aufgaben  mit  ihrer 
Lösung,  und  der  Lernende  erhält  mit  einem  Blicke  die  richtige  Vorstellung 
von  der  Lösung  und  den  Lagen  der  Linien  im  Räume.  Jeder  Lehrer,  der 
keine  Modelle  besitzt,  wird  dieses  Unterrichtshilfsmittel  bei  Schülern,  denen 
die  räumliche  Anschauung  Schwierigkeiten  bereitet,  mit  dem  besten  Er- 
folge anwenden;  und  jedem  Anfänger,  der  sich  den  Unterricht  in  der  de- 
scriptiren  Geometrie  erleichtern  will,  kann  man  diese  Tafeln  sehr  empfehlen. 

Dresden,  Juli  1871.  Dr.  L.  Burmester. 


Die  Sterblichkeit  in  Sachsen.  Nach  amtliehen  Quellen  dargestellt  von 
G.  F.  Knapp.  Leipzig,  1860.  Verlag  von  Duncker  &  Humblot.  8. 
1%  Bogen  Text  und  5^  Bogen  Tabellen. 
Der  Verfasser  der  uns  vorliegenden  Schrift  ist  vor  einigen  Jahren  mit 
einer  in  mehr  mathematische  Form  gekleideten  Arbeit:  „Ueber  die  Ermit- 
telung der  Sterblichkeit  aus  den  Aufzeichnungen  der  Bevölkerungsstatistik** 
vor  das  Publikum  getreten.  Genannte  Arbeit  ist  nun  dem  Referenten  nur 
durch  die  eingehende  Besprechung  bekannt  geworden,  welcher  sie  Herr 
Hrtttendorffin  den  Götting.  gel.  Anzeigen  vom  13.  Mai  1868  unterworfen 
hat;  aber  auch  aus  dieser  Besprechung  schon  liess  sich  entnehmen,  worin 
Herr  Knapp  seine  mathematisch  zu  lösende  Hauptaufgabe  findet,  nämlich 
in  der  Angabe  einestheils  derjenigen  „Gesammtheiten**,  welche  als. statisti- 
sches Material  erwünscht  erscheinen,  anderntheils  der  Methoden,  nach  wel- 
chen aus  diesem  Material,  dem  Rohstoffe  der  Untersuchung,  welches  em- 
pirisch gegeben  sein  muss,  die  weiteren  Folgerungen  gezogen  werden. 
Heute  hat  der  Verfasser  das  damals  theoretisch  Entwickelte  praktisch  ver- 
werthet  und  in  der  That  aus  schon  vorhandenen  Beobachtungen,  welche  im 
Königreich  Sachsen  gesammelt  worden  waren ,  eine  Anzahl  von  gefolgerten 
Listen  und  Tabellen  hergestellt,  deren  Erläuterung  und  Uebersetzung  in 
die  Sprache  des  bürgerlichen  Lebens  den  zweiten  und  dritten  Haupttheil 
des  Textes  (S.  37  —  112)  bildet.  Als  Einleitung  sind  in  drei  Capiteln  (I.  Ge- 
sammtheit  von  Lebenden  und  von  Verstorbenen ;  2.  über  die  Messung  der 
Sterblichkeit  ]  3.  von  den  Störungen)  die  Hauptzüge  jener  früheren  theore- 
tischen Entwickelung  mitgethcilt,  wobei  mathematische  Formeln  streng  ver- 
mieden wurden.  Ob  der  Verfasser  dadurch  dem  Statistiker  vom  Fache  viel 
verständlicher  geworden  ist,  darüber  gestatten  wir  uns  kein  Ürtheil.  Der 
mathematische  Leser  jedoch  wird  gut  daran  thun,  die  vorkommenden  De- 
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finitionen  und  Schlüsse  in  mathematische  Functionalitäten  und  Gleichungen 
umzusetzen,  wenn   er  den  Nachweis  des  Haupttheoremes  sich   zu  eigen 
machen  will:  dass  nämlich  d)  die  Gesammtheit  Derjenigen,  die  aus  einer 
gegebenen  Strecke  der  Gebnrtszeit  stammen,  zwischen  gegebenen  Alters« 
grenzen  sterben ;  h)  die  Gesammtheit  der  gleichfalls  aus  gegebener  Strecke 
der  Geburtszeit  Stammenden,  welche  zwischen  zwei  gegebenen  Zeitpunkten 
verstorben   sind;   c)  die  Gesammtheit  der  in  einer  gegebenen  Zeitstrecke 
zwischen   zwei  gegebenen  Altersgrenzen  Verstorbenen  sämmtlich  zurück- 
ftihrbar  sind  auf  Gesammtheiten  von  Lebenden,  und  zwar  von  gleichaltrigen 
Lebenden   und  von  gleichzeitig  Lebenden.    In   Bezug  auf  die  ans  den  ur- 
sprünglichen Grundlagen  abgeleiteten  Tabellen  dürfte  vielleicht  beaonders 
hervorzuheben  sein,  dass  der  Verfasser  alle  Zahlen  von  Verstorbenen  anf 
die  Einheit  der  Geborenen  zurückführt,  also  in  Decimalbrüchen  angiebt. 
Der  grosse  Vortheil,  der  daraus  erwächst,   besteht  darin,  dass  man  den 
Ergebnissen  ohne  Weiteres  aus  der  Anzahl  der  Decimalstellen  ansieht,  aus 
welcher  ursprünglichen  Menge  (100,  1000  oder  10000)  sie  abgeleitet  sind,  nnd 
dass   entsprechend  der  Wahrheit,   dass  nur  bei  grossen  Zahlen  wirkliebe 
Durchschnittsrechnungen  genauer   durchzuführen  gestattet  sein  darf,   die 
Brüche  aus  verschiedenen  Listen  nur  mit  ihren  der  Anzahl  nach  überein- 
stimmenden Anfangsstellen  in  Vergleich  und  gegenseitige  Beziehung  treten 
dürfen.    Endlich  aus  den  Folgerangen  für  das  Königreich  Sachsen  heben 
wir  die  nachstehenden  hervor: 

1.  die  Sterblichkeit  im  ersten  Lebensjahre  ist  bei  Knaben  um  0,04  gros- 
ser als  bei  Mädchen; 

2.  in  demselben  Alter  ist  die  Sterblichkeit  in  der  Stadt  um  0,02  bis  0,03 
grösser  als  auf  dem  Lande; 

3.  wieder  in  dem  ersten  Lebensjahre  ist  die  Sterblichkeit  der  unehelich 
Geborenen  um  0,07  grösser  als  die  der  eheTich  Geborenen; 

4.  dagegen  überwiegt  die  Sterblichkeit  der  Ehelichen  gegenüber  der 
der  Unehelichen  in  der  Altersclasse  1  bis  6  Jahre  um  0,04. 

Aus  den  beiden  letzten  Thatsachen  folgert  Herr  Knapp,  dass  bei  den 
unehelich  Geborenen  sehr  bald  alle  wegsterben  bis  auf  die,  welche-dann  auch 
in  späteren  Lebensjahren  einen  grösseren  Widerstand  leisten ;  bei  den  ehe- 
lich Geborenen  scheint  dagegen  durch  sorgfältigere  Behandlung  die  Auswahl 
der  Kräftigeren  ver2.Ögert,  nicht  aber  ganz  verhütet  zn  werden,  und  zwar 
in  der  Art,  dass  von  den  Ehelichen  ein  Theil  derer,  die  im  ersten  Lebens- 
jahre geschont  sind ,  desto  sicherer  in  der  nächsthöheren  noch  jugendlichen 
Altersclasse  nachgeholt  werden. 

Heidelberg.  Cantor. 
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Heber  ein  einfaehes  CoordinatensyBtem  der  Oeraden.  Beilage  znm  Oster- 
programm  des  Wiesbadener  Realgymnasinms.  Von  W.  unverzagt. 
1871. 
Wir  sind  dem  Verfasser  schon  früher  im  IX.  Bande  dieser  Zeitschrift, 
Literaturzeitung  S.  110,  als  einem  gedankenreichen,  begabten  Geometer 
begegnet,  und  auch  die  uns  heute  vorliegende  Programmschrift  hat  uns  die 
gleiche  Anerkennung  abgedrungen.  Wie  damals,  erachten  wir  es  als  Schul- 
digkeit, das  grössere  mathematische  Publikum  auf  eine  Abhandlung  auf- 
merksam zu  machen,  deren  weiterer  Verbreitung  wohl  nur  die  Form  des 
Erscheinens  als  Programmbeilage  im  Wege  steht.  Die  diesjährige  Abhand- 
lung ist  28  Quartseiten  stark.  Sie  besteht  eigentlich  ans  mehreren  geson- 
derten Untersuchungen,  von  denen  wir  wenn  auch  nicht  ausführliche 
Rechenschaft,  doch  einige  kurze  Andeutungen  zu  geben  wünschen.  Zuerst 
berichten  wir  demgemäss  über  die  von  dem  Verfasser  sogenannten  longi- 
metrischen  Functionen.    Denken   wir  uns  ein   bei  (7  rechtwinkliges 

AC 
Dreieck  ABC^  so  ist  — -=^sinABCy  oder  mit  anderen  Worten :  Sinus  eines 
AB 

Winkels  ist  der  Quotient,  welcher  entsteht,  wenn  man  mit  dem  einen  Schen- 
kel in  die  Länge  einer  Transversalen  dividirt,  die  mit  dem  andern  Schenkel 
den  Winkel  90^  bildet.  Aus  diesem  Wortlaute  geht  hervor,  was  gewiss 
schon  manchem  Mathematiker  einleuchtete,  was  auch  Referent  in  Vorträgen 
über  Trigonometrie  schon  selbst  ausgesprochen  hat,  was  aber  wohl  noch  nie 
im  Drucke  veröffentlicht  worden  war,  dass  der  Winkel  von  90®,  welchen  die 
Transversale  mit  dem  einen  Winkelschenkel  bildet,  etwas  ganz  Zufälliges 
ist,  etwa  so,  wie  die  Grundzahl  10  des  briggischen  Logarithmensystems. 
Welchen  Winkel  y  jene  AC  auch  mit  dem  Schenkel  BC  bildet,  immer  könnte 

AC 
man  -—^  einen  Sinus  nennen;  nur  müsste  man  dann  freilich  den  rechtwink- 

ligen  Sinus  von  dem  allgemeinen  y  winkligen  Sinus  zu  unterscheiden  wissen, 

ebenso,  wie  man  Logarithmen  des  vulgären  Systems  von  denen  mit  einer 

andern  Basis  nach  Benennung  und  Bezeichnung  zu  sondern  weiss.   Analog 

h 
dem  /o^a  =:Logarithme  von    a   für   die  Basis  h    schlagen    wir  nun  vor, 

r 

sinABC^=  Sinus  von  ABC  für  die  Neigung  y  zu  schreiben  und  auszuspre- 
chen, wobei  die  Einsetzung   des   einfachen  Buchstaben  ß  stAÜ  ABC  noch 

y 
die  Abkürzung  sinß  gestattet.   Wir  bemerken,  dass  der  Sinus  in  diesem  all- 
gemeineren Sinne,   der  Logarithme  und  der  Divisionsquotient  Unterarten 
einer  und  derselben  Function  von  zwei  Veränderlichen  sind,  welchen  die 
Functionalgleichung  genügt: 

Denn  ebenso,  wie  ^       ^ 
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ist  auch 

d?i  «1  Xa  Si  »i  «1 

logx^  =  Jogx^  +  /o^a:,  und  aucb  sinx^  =  mo:,  +  sinx^. 
Hierdurch  dürfte  vielleicht  eine  eigene  Untersuchung  dieser  höheren  Func- 
tionalität  f  den  Lesern  empfohlen  sein.  Herr  Unverzagt  ist  auf  diese 
Ausbildung  des  von  ihm  S.  3  ausgesprochenen  Gedankens  des  verallgemei- 
nerten Sinus  nicht  verfallen;  dagegen  hat  er  den  sinnreichen  Einfall  ge- 
habt, den  Neigungswinkel  y  der  Transversalen  AC  zw  dem  Winkelscbenkel 
^C  zu  0  oder  180°  werden  zu  lassen,  während  der  Winkel  ABC  selbst  zu  0 
wird.  Mit  anderen  Worten:  die  Punkte  a,  b,  c  (welche  er  unter  dieser  Vor- 
aussetzung durch  kleine  deutsche  Buchstaben  bezeichnet)  werden  zu  Punk- 
ten auf  einer  geraden  Linie  und  c  theilt  die  Strecke  ab  innerlich  oder  äas- 

serlich.    Der  Quotient  — -  hört  deshalb  nicht  auf,  zu  bestehen ,  und  bis  sa 

ab 

einem  gewissen  Grade  ist  er  auch  noch  ein  Sinus  zu  nennen.  Herr  Un  ver- 
zagt nennt  ihn  nun  einen  longimetrischen  Sinus  und  bildet  in  Ana- 
logie zu  demselben  und  zu  den  goniometrischen  Functionen  auch  die  ander* 

weitigen  Quotienten  ~  =  longimetrischer  Cosinus,  --  =  longime- 

ab  cb 

trische  Tangente  u.  s.  w. ,  kurzum  die  longimetrischen  Functionen  der 
geradlinigen  Punktverbindung    acb  oder  kürzer  von  C;  wenn  die  ursprüng- 
liche Strecke  ab  als  bekannt  vorausgesetzt  ist.   Die  Aufeinanderfolge  der 
Buchstaben  bedingt  wie  gewöhnlich  die  Richtung,  in  welcher  die  einzelnen 
Strecken  gemessen  werden,  also  ihr  positives  oder  negatives  Vorzeichen/ 
und  so  werden  die  Gleichungen  abgeleitet 
sin  c  +  C05  c  =  1 , 
l  +  'ö'C         =5^cc, 
sifi  (c — b)      =  sin  c  .  C05  b  —  CO*  c  .  sin  b 
u.  s.  w.,   bei  welchen  wir  nur  die  Bezeichnung  etwas  geändert  wünschen, 
damit  auch  dem  Leser  ins  Auge  falle,  dass  er  mit  longimetrischen  und  nicht 
mit  goniometrischen  Functionen    zu  thun   hat;  vielleicht  genügt  die  An- 
hängung des  Buchstaben  /,  etwa  in  der  Form  sin/,  cosl^  igl,  cotgl  u.  s.  w. 
Wir  können  nun  nicht  näher  auf  die  mit  diesen  Functionen  vorgenommenen 
Rechnungen  eingehen,  bemerken  vielmehr  nur,   dass  eine  Uebereinstim- 
mung  mit  goniometrischen  Functionen  in  der  Art  nachgewiesen  wird ,  dass 
zu  jedem  Winkel  y  eine  Punktfolge  acb  in  der  Weise  gehört,  dass 

{sinyY^=sinH, 
Sämmtliche  Sätze,  welche  für  goniometrische  Sinus  gelten,  lassen  daher 
auch  eine  Ausdrucksweise  mittels  der  Wurzeln  aus  longimetrischen  Sinus 
statt  (S.  6).  Demnächst  wenden  wir  uns  mit  dem  Verfasser  zu  der  Bestim- 
mung der  Lage  einer  Geraden  mit  Hilfe  paralleler  Axen. 
Denkt  man  sich  nämlich  eine  Grund*  oder  Mittellinie  mit  festbestimmten 
Endpunkten  Xq)  ^o)  deren  Entfernung  von  einander  c  sein  soll,  und  durch 
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diese  beiden  Pnnhte  einander  parallele  Axen  gezogen,  so  schneidet  irgend 
eine  Gerade  diese  Axen  in  den  Punkten  Xy  9-  Offenbar  bestimmen  alsdann 
die  Coordinaten  XoX^.^  und  ^0^:=^  jene  Gerade  mit  Ausnahme  des  Falles 
xs=ys=i(x>y  also  des  Parallelismus  der  Geraden  mit  den  Axen,  worauf  die 
Angabe  des  Schnittpjnnktes  m  der  Geraden  mit  der'Mittellinie  zur  Bestim- 
mung genügt,  während  andererseits  die  Festlegung  von  m  mit  Hilfe  von,x 
und  y  keine  Schwierigkeit  hat  und  den  Zusammenhang 

igl\n  = 

y 

ergiebt  (S.  11).  Hier  zeigt  sich  also  bereits  eine  Anwendbarkeit  der  longi- 
metrischen  Functionen  bei  Darstellung  der  Formeln ,  welche  auf  das  neue 
Coordinatensystem  Bezug  haben ,  und  diese  Anwendbarkeit  erweist  sich  in 
den  folgenden  Paragraphen  als  eine  immer  höhere.  W&hrend  z.  B.  die  Nor- 
malgleichung der  Geraden  im  geradlinigen  rechtwinkligen  Coordinaten- 
system 

X .  cos a  +  y  .  sintt=p 

heisst ,  wobei  p  die  Senkrechte  vom  Coordinatenanfangspunkte  auf  die  Ge- 
rade, a  den  Winkel  bedeutet,  welchen  diese  Senkrechte  mit  der  Abscissen- 
axe  bildet,  ist  hier 

X .  coslm  +  y  .smlm  =  p 
die  Normalgleichung  eines  Punktes,  dessen  den  Axen  parallele 
Projicirende  bis  zur  Mittellinie  die  Länge  p  besitzt  und  in  m  eintrifft.  Herr 
Unverzagt  hat  aus  dieser  Normalgleichung  des  Punktes  im  weitern  Ver- 
laufe seiner  Monographie  die  Folgerungen  gezogen,  welche  in  Form  und 
Inhalt  jene  soeben  angedeutete  Analogie  zur  Normalgleichung  der  Geraden 
fortsetzen.  Er  ist  in  einem  Paragraphen  (S.  23—24)  auch  auf  die  Curven 
zweiter  Classe  eingegangen,  welche  als  von  gewissen  Gefaden  umhüllt 
auftreten.  Endlich  ist  es  ihm  gelungen,  auch  in  seinem  Systeme  tri- 
me  tri  sehe  Coordinaten  der  Geraden  nachzuweisen,  mittels  deren 
die  Gleichungen  homogen  gemacht  werden  können. 

Heidelberg.  C  antor. 


Vorlesungen  über  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  zwischen  reellen 
Grenzen.  Mit  vorzüglicher  Berücksichtigung  der  von  Lejenne- 
D  i  r  i  c  h  1  e  t  gehaltenen  Vorträge  herausgegeben  von  Dr.  G.  F.  Meyer. 
Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  6.  G.  Teubner. 

Das  vorliegende,  ungefähr  40  Druckbogen  zählende  Werk  ist  zwar  in 
der  Hauptsache  auf  Lejeune-Dirichlet's  classische  Arbeiten  begrün- 
det, enthält  aber  ausserdem  so  viele  Untersuchungen  anderer  Analytiker, 
dass  es  als  ein  ziemlich  vollständiges  Handbuch  der  Theorie  bestimmter, 
zwischen  reellen  Grenzen  genommener  Integrale  gelten  kann.    Der  Inhalt 
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ist  folgender:  §§  l — 25:  Begriffsbestimmung  und  Entwickelung  der  Fan* 
damentaleigenschaften  bestimmter  Integrale;  SS  26 — 20:  Integration  ratio- 
naler Brüche  zwischen  den  Grenzen  — oo  und  +  oc;  SS  30  —  80:  Die 
Euler 'sehen  Integrale  und  deren  Gebranch  in  der  Theorie  bestimmter  In- 
tegrale; SS  81— Ö7:  Die  Fourier 'sehen  Reihen  und  Integrale;  SS  08—113: 
Integralbestimmungen  nach  verschiedenen  Methoden;  SS  114  — 122:  Anwen- 
dungen bestimmter  Integrale  in  der  Eeihenlehre;  SS  123— 133:  Entwicke- 
lung einer  willkürlichen  Function  nach  Kugel functionen ;  SS  134—158:  Die 
Doppelintegrale  und  deren  Anwendungen  auf  Cubaturen  und  Complanatio- 
nen;  SS  159  —  168:  Die  vielfachen  Integrale  im  Allgemeinen  und  die  Attrac- 
tion  der  Eilipsoide  insbesondere;  SS  169—186:  Beduction  vielfacher  Integrale 
nach  verschiedenen  Methoden. 

Die  Darstellung  des  Verfassers  ist  eine  sehr  ausführliche  und  klare ; 
besondere  Anerkennung  verdient  die  Sorgfalt,  womit  solche  Fälle  (z.  B.  die 
Discontinuität)  behandelt  sind,  die  in  der  That  mit  einer  gewissen  Aufmerk- 
samkeit betrachtet  sein  wollen.  Nur  bei  der  Differentiation  unter  dem  In- 
tegralzeichen vermisst  Beferent  diese  Sorgfalt.   Aus 

b 
u=s  j  f(^x^  r)dx 
a 
folgt  nämlich  allerdings 

b 

Jr     J  dr 

a 

oder,  wenn  c  den  unterschied  zwischen  dem  Differenzenquotienten  und  dem 

Differentialquotienten  Yonf{Xy  r),  beide  genommen  nach  r,  bezeichnet, 

6  b 


^->/^'-t/'-- 


a  a 

bei  unendlich  abnehmenden  //r  convergirt  nun  zwar  a  gegen  die  Null,  aber 
daraus  kann  nicht  unmittelbar  geschlossen  werden,  dass 

b 


ß 


'  adx 
a 
die  Null  zur  Grenze  habe«    Daher  ist  auch  die  Differentiation  unter  dem 
Integralzeichen  nicht  jederzeit  erlaubt,  z.  B.  nicht  bei  den  bekannten  In- 
tegralen 

/" 

I  sin  (r  tanx)  ,ianx  dx  7=-  e""'", 
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Im  Uebrigen  sei  das  reichhaltige,  auch  typographisch  gut  ausgestattete 
Werk  den  Jüngern  der  Wissenschaft  bestens  empfohlen. 
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Recension. 

Die  Oeometrie  nnd  die  Oeometer  vor  Enklides.  Ein  historischer  Versuch 
von  C.  A.  Bretschn EIDER.  Leipzig,  B.  6.  Teubner,  1870.  8°.  184  S. 
1  lithogr.  Tafel. 

Der  Verfasser  dieser  ausgezeichneten  kleinen  Schrift  hat  in  einem  von 
uns  seiner  Zeit  angezeigten  Osterprograrom  1869  auf  das  Erscheinen  seiner 
Untersuchungen  über  griechische  Geometrie  im  Voraus  hingewiesen,  und 
das  damals  Versprochene  liegt  dem  gegenwärtigen  Referate  zu  Gründe. 
Herr  Bretschneider  nennt  das  von  ihm  Veröffentlichte  einen  historischen 
Versuch«  Diese  Benennung  dürfte  der  wesentlichste  Fehler  sein ,  welcher 
ihm  entschlüpft  ist,  und  wenn  wir  auch  die  Bescheidenheit,  welche  ihn  ver- 
schuldete, schätzen  und  achten,  so  darf  doch  eine  gewissenhafte  Kritik 
nicht  dulden,  dass  Versuch  genannt  werde,  was  den  Stempel  der  Meister- 
schaft in  so  unverkennbaren  Zügen  trägt. 

Keferent  glaubt  berechtigt  zu  sein,  über  die  Schwierigkeit  der  Aufgabe, 
welche  der  Verfasser  sich  gestellt  hatte,  ebensowohl  ein  Wort  mitzureden, 
als  über  die  Art  der  Lösung  derselben;  er  glaubt  daher,  man  werde  auch 
in  weiteren  Kreisen  sein  Urtheil  als  ein  unbefangenes  anerkennen,  selbst 
wenn  es  Ausdrücke  des  Lobes  verschwenderischer  spendet,  als  es  sonst  ' 
wohl  zu  geschehen  püegt.  Herr  Bretschneider  hat  in  ein  Gebiet,  wel- 
ches, in  Dunkel  und  Verworrenheit  versunken,  nur  ganz  vereinzelte  lichte 
Stellen  zeigte,  plötzliche  Klarheit  gebracht.  Er  hat  in  der  vorenklidiscben 
Geometrie  Perioden  der  Entwickelung  nachzuweisen  verstanden,  die  von 
nun  an  der  Geschichte  der  Mathematik  in  doppelter  Beziehung  angehören 
werden  sowohl  nach  chronologischer  Bestimmung,  als  auch  nach  wesent- 
lichem Inhalte.  Wir  wollen  in  dieser  Beziehung  nicht  weiter  gehen,  als  der 
Verfasser  selbst.  Wir  sind  auch  der  Meinung  (S.  174),  „der  Znsammenhang 
der  Sache  könne  mitunter  auch  wohl  ein  anderer  sein'*,  wir  weichen  selbst 
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in  Einzelheiten  von  ihm  ab;  aber  im  Grossen  und  Ganzen  halten  wir  die 
abgesteckten  Grenzen,  die  eingezeichneten  Einzelheiten  für  endgiltig,  durch 
keine  neue  Karte  der  griechischen  Mathematik  mehr  umstossbar.  Zur  Ab- 
fassung einer  solchen  Monographie  bedurfte  es  freilich  eines  ebenso  gewieg- 
ten Hellenisten  als  Mathematikers,  und  wenn  Herr  Bretschneider  sich 
des  letzteren  Rufes  schon  lange  erfreute ,  so  scheint  uns  auch  der  erstere 
ihm  gegenwärtig  gesichert. 

Sollen  wir  näher  auf  die  uns  vorliegende  Schrift  eingehen,  so  heben 
wir  als  erstes  Verdienst  hervor  die  Quellenkenntniss  des  Verfassers,  welche, 
reichhaltiger  als  die  irgend  eines  Vorgängers,  es  auch  den  Nachfolgern 
leicht  gemacht  hat,  in  seine  Spuren  zu  treten  oder  (was  übrigens  nach  un- 
serer Ueberzeugung  nicht  zu  befürchten  steht)  mit  Benutzung  seines  Ma- 
terials andere  Vermuthungen  zu  begründen.  Herr  Bretschneider  hat 
sich  nicht  damit  begnügt,  die  Stellen  alter  Autoren  nach  Buch  und  Capitel 
zu  citiren,  er  hat  alle  einzelnen  Stellen ;  und  darunter  sehr  wichtige,  den 
mathematischen  Kreisen  durch  ihn  zuerst  bekannt  gewordene,  wörtlich  im 
Urtexte  und,  soweit  es  sich  um  Griechen  handelte,  mit  vollständiger  deut- 
scher Uebersetzung  abgedruckt,  sowie  auch  überall  erklärende  Anmer- 
kungen beigefügt,  durch  welche  er  etwaige  Textesänderungen  anzeigt  und 
begründet  Neben  diesen  Vorzügen  wollen  wir  es  nicht  zu  ernstlich  rügen, 
wenn  Herr  Bretschneider  den  Zeitgenossen  gegenüber  die  Citate  etwas 
zurückhielt,  und  nur  wo  er  deren  Ansichten  bekämpft,  nicht  aber  wo  er 
sich  ihnen  anschliesst,  die  Namen  dieser  seiner  unmittelbaren  Vorgänger 
zu  nennen  pflegt. 

Die  Abschnitte,  in  welche  unser  Autor  die  voreuklidische  Zeit  sehr 
sachgemäss  zerlegt,  sind  für  Griechenland  vier  an  der  Zahl.  Thaies  und 
die  Geometer  der  Jonischen  Schule  (S.  35  — 67),  Pythagoras 
und  seine  unmittelbaren  Schüler  (S.  67  — 92),  die  Geometer  von 
Pythagoras  bis  auf  Piaton  (S.  92  — 136),  die  Geometer  von  Pia- 
ton bis  auf  Euklid  es  (S.  137  — 174)  bilden  die  Ueberschriften  von  eben- 
sovielen  interessanten  und  lehrreichen  Capiteln.  Als  Einleitung  und  als 
Nachschrift  dienen  Untersuchungen  einestheils  Über  die  Geometrie  der 
Aegypter  und  deren  Uebergang  an  die  Griechen,  anderntheils 
über  das  Zeitalter  und  die  Leistungen  einiger  Geometer  der 
Alexandrinischen  Schule. 

Die  populäre  Geometrie  der  Aegypter  schildert  der  Verfasser  als  eine 
Art  von  Reiss^kunst,  als  eine  Zusammenstellung  von  Regeln  zur  Ausfüh- 
rung praktisch  wichtiger  Aufgaben,  wobei  die  Richtigkeit  der  Lösung  zwar 
den  Schluss  erzwingt,  dass  die  Erfinder  auch  die  theoretischen  Wahrheiten 
kennen  mussten,  auf  welchen  jene  Constructionen  beruhen,  wobei  aber  jene 
Wahrheiten  selbst  nicht  immer  besonders  bewiesen  oder  aus  dem  Gewände 
der  Aufgabe  herausgeschält  und  für  sich  gesammelt  der  grossen  Masse  über- 
liefert wurden.   Der  R bind  'sehe  Papyrus  giebt  die  Beweisstellen  zu  dieser 
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Auffassung  auch  heute  scbou ,  bevor  er  noch  vollständig  abgedruckt  oder 
gar  übersetzt  ist.  In  ihm  werden  wir  seiner  Zeit  einen  Leitfaden  der  exo- 
terischen  Geometrie  der  Aegypter  besitzen,  wenn  wir  so  sagen  dürfen^  wäh- 
rend die  esoterische,  in  den  Priestercollegien  heimlich  sich  fortpflanzende 
und  entwickelnde  theoretische  Geometrie  uns  aus  directen  Quellen  noch  i>n- 
bekannt  ist. 

Dieser  Gegensatz,  so  tief  begründet  in  dem  ganzen  Wesen  ägyptischer 
Cultnr  als  wurzelnd  in  Kastenabsonderung  und  hierarchischer  Absperrung, 
liefert  nun  auch  die  Möglichkeit  eines  so  bedeutsamen  Unterschiedes  in  den 
Kenntnissen  eines  Thaies  und  eines  Pjthagoras.  Bei  verhältnissmässig 
kurzem  Aufenthalte  in  Aegypten  lernte  der  Vater  der  Jonischeu  Schule  fast 
nur  die  handwerksmässigen  Kunstgriffe  kennen  und  seine  Nachfolger 
erhoben  sich  kaum  über  diesen  Standpunkt,  mochten  sie  aus  der  ägypti- 
schen Quelle  einen  flüchtigen  Trunk  schlürfen  oder  das  von  Thaies  Ueber- 
brachte  in  unmittelbarer  Lehre  sich  aneignen.  Pythagoras  dagegen,  so 
glaubt  und  behauptet  Herr  B  retschnei  der  mit  Bot  h  und  mit  uns,  war 
lange  Zeit  in  Aegypten,  er  fand  Aufnahme  in  die  eigentlichen  Priesterschu- 
len, er  lernte  dort  die  Wissenschaft  der  Geometrie  kennen,  und  wenn 
sein  reicher  Geist  das  Empfangene  auch  weiter  verarbeitete  und  zur  Keife 
brachte,  so  ist  es  doch  immerhin  ägyptische  Theorie,  welche  den  Samen 
legte  zu  den  Früchten  der  italischen  Schule.  Die  edelste  dieser  Früchte 
wird  freilich  Pythagoras  selbst  nie  abgesprochen  werden  können;  es  ist  der 
nach  ihm  benannte  Lehrsatz  und  die  Entdeckung  der  Irrationalgrössen. 
Herr  Bretschneider  hat  (S.  82)  den  Versuch  gewagt,  zu  zeigen,  wie 
etwa  Pythagoras  seinen  Lehrsatz  bewiesen  haben  könne,  da  der  eukli- 
dische Beweis  jedenfalls  erst  von  diesem  letzteren  Mathematiker  selbst  her- 
rührt. Ueber  diesen  Versuch  ist  nicht  zu  rechten.  £r  ist  sicherlich  ein 
neuer  Beweis  für  den  Scharfsinn  seines  Erfinders,  er  verwerthet  auch  nur 
Kenntnisse,  welche  wir  Pythagoras  schon  zutrauen  dürfen,  aber  wer  mag 
mit  Sicherheit  sagen,  so  und  nicht  anders  sei  es  gewesen? 

Verwahrung  möchten  wir  nur  gegen  eine  Schlussfolgerang  einlegen, 
welche  Herr  Bretschneider  hier  benutzt  und  welche  gegen  unsere  An- 
sicht von  den  euklidischen  Elementen  in  einigem  Widerspruche  steht.  Herr 
Bretschneider  verlangt  nämlich  (S.  81),  man  müsse  bei  Aufsuchung  des 
ursprünglichen  Beweises  des  Pythagoras  wohl  die  Stellung  berücksichtigen, 
welche  sein  Satz  innerhalb  der  Elemente  einnehme.  Pythagoras  habe  sei- 
nen im  ersten  Buche  der  euklidischen  Elemente  enthaltenen  Satz  nicht  mit 
Hilfe  der  Proportionslehre  und  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  beweisen 
können ,  weil  diese  Lehren  von  Euklid  erst  in  einem  viel  späteren  Buche 
seiner  Elemente  abgehandelt  werden.  Dieser  Bel^auptnng  dürfte  eine  zu 
weit  getriebene  Ausdehnung  der  an  einer  andern  Stelle  (S.  160)  dargelegten 
Ansicht  sein,  wo  er  sagt,  man  erkenne,  „wie  irrig  die  bis  auf  den  heutigen 
Tag  von  so  vielen  Geometern  gehegte  Ansicht  ist,  nach  welcher  Euklides' 
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Elemente  ein  Werk  aus  einem  Onsse,  ja  zum  grösseren  Theile  sogar  eine 
Zusammenstellung  seiner  eigenen  Entdeckungen  sein  sollen.  Gine  sorgfäl- 
tige Prüfung  des  Inhalts  dieses  Lehrbuches  lässt  an  gar  manchen  Stellen 
den  allmäligcu  Gang  der  Entdeckungen  erkennen,  durch  welche  die  Wissen- 
schaft vorgeschritten  ist,  und  liefert  uns  dadurch  für  die  historische  Ent> 
Wickelung  derselben  Anhaltspunkte,  welche  auf  anderen  Wegen  gar  nicht 
mehr  zu  erlangen  sind".  Wir  können  diesen  Satz  vollständig  unterschreit 
ben,  denn  wir  sind  mit  Herrn  Bretschneider  darüber  einig,  dass  Euklid 
nicht  nur  Eigenes  in  seinen  Elementen  niedergelegt  hat;  haben  wir  doch 
diese  Ansicht  deutlich  genug  in  unseren  Untersuchungen  über  Euklid  aus- 
gesprochen. Aber  Herr  Bretschneider  wird  auch  sicherlich  darin  mit 
uns  einig  sein,  dass  Euklid  fremden  Stoff  verarbeitet  und  nicht  blos  gedan- 
kenlos abgeschrieben  hat.  Daraus  folgt,  dass  er  auch  die  Reihenfolge  der 
Sätze  wesentlich  nach  einem  eigenen  Plane  neu  geordnet  haben  wird,  wenn 
er  von  dem  historisch  hergebrachten  Beweise  abzuweichen  für  gut  fand,  da 
diese  Reihenfolge  gerade  dadurch  bedingt  wird,  dass  alles  zu  einem  späte- 
ren Beweise  Erforderliche  vorhergegangen  sein  muss.  Einem  neuen,  ele- 
ganteren Beweise  zu  Liebe  kann  also  ein  Satz  viel  weiter  nach  hinten 
rücken,  als  seine  ursprüngliche  Stellung  war,  und  umgekehrt  kann  man  ihn 
früher  beweisen,  als  er  nach  historischem  Rechte  verlangen  darf,  um  ihn 
selbst  zu  möglich  vielen  anderen  Beweisen  mitbenutzen  zu  können.  Gerade 
das  letztere  Verhältniss  ist  aber  bei  keinem  andern  Satze  wahrscheinlicher, 
als  bei  dem  magisier  matheseos^  den  Euklid  nach  den  Worten  des  Proklos: 
d'ano^ei ^io9^  Ivagyictaxfig ^  d.  h.  durch  den  allerklarsten  Beweis  fest- 
gestellt hat,  und  die  Klarheit  steigt  wohl  im  Allgemeinen  mit  der  Gering- 
fügigkeit der  angewandten  Beweismittel,  so  dass  man  geneigt  ist,  aus  die- 
sem Wortlaute  eher  darauf  zu  schlicssen,  der  pythagoräische  Gedankengang 
sei  nicht  so  elementar  gewesen,  wie  der  euklidische,  als  dass  man  die  ent- 
gegengesetzte Hypothese  damit  unterstützen  möchte.  Ein  anderer  Punkt, 
in  welchem  Herr  Bretschneider  unsere  Ueberzeugung  nicht  ganz  zu  thei- 
len  scheint,  ist  das  historitiche  Verhältniss  zwischen  der  geometrischen  und 
der  arithmologischen  Form  des  pythagoräischen  Lehrsatzes.  Wenn  wir  die 
Worte  (S.  82):  „Zunächst  aus  seinem  Lehrsatze  leitete  Pythagoras  wohl  das 
Gesetz  ab,  nach  welchem  rechtwinklige  Dreiecke  gebildet  werden  können, 
deren  Seiten  rationale  Verhältnisse  besitzen*^  richtig  verstehen,  so  glaubt 
Herr  Bretschneider  an  die  geometrische  Entdeckung,  welcher  eine  Zah- 
lonregel  erst  nachfolgte.  Wir  dagegen  können  uns  unserer  eigenen  Ver- 
muthung  nicht  entfremden,  die  Entdeckung  des  Satzes  sei  an  und  durch 
Zahlenvcrbindungen  gemacht  worden ,  die  Beweisführung  sei  alsdann  geo- 
metrisch versucht  worden  und  habe  nun  wieder  rückwärts  zu  der  arithme- 
tisch so  wichtigen  Irrationalgrösse  geführt. 

Aus  der  Zeit  zwischen  Pythagoras  und  Piaton  ragt  als  bedeutendster 
Mathematiker  Hippokrates  von  Chios  hervor,  der  erste  Verfasser  von  Ele- 
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menteo,  der  Zurückführer  der  stereometrisclien  Aufgabe  von  der  Würfel- 
verdoppelung auf  die  planimetrische  Aufgabe  von  der  Auffindung  zweier 
mittlerer  Proportionalen,  der  Pfadfinder  auf  dem  Gebiete  der  Quadratur 
krummlinig  begrenzter  Räume,  wenn  e«ihm  auch  nicht  gelang,  den  Flächen- 
inhalt des  Kreises  anszumitteln ,  worauf  sein  eigentliches  Bestreben  gerich- 
tet war.  In  der  Behandlung  dieses  Schriftstellers  hat  Herr  Bretschn ei- 
der sich  den  ganz  besondern  Dank  der  Mathematiker  verdient,  indem  er  sie 
auf  S.  100^121  mit  einem,  wie  man  aus  dieser  Angabe  entnehmen  kann,  sehr 
umfangreichen  Bruchstücke  altgriechischer  Literatur  bekannt  macht,  wel- 
ches vorher  niemals  in  mathematischen  Schriften  und  in  deutscher  Ueber- 
setznng  überhaupt  niemals  abgedruckt  war.  Der  Text  stammt  aus  dem 
Commentar  des  Simplicins  zur  aristotelischen  Physik,  ist  aber  offenbar  ur- 
sprünglich dem  Eudemus  entnommen,  und  bei  diesem  nahezu  wörtlichen 
Auszuge  aus  der  verloren  gegangenen  Schrift  des  Hippokrates  selbst.  Wir 
lernen  dadurch  die  ganze  Bedeutsamkeit  dieses  Geometers  kennen  und  zu- 
gleich, was  sicherlich  historisch  nicht  minder  wichtig  ist,  den  breiten,  kein 
Detail  der  Construction  verschweigenden  Styl  der  Mathematiker  des  V.  Jahr- 
hunderts. 

Wir  kommen  in  unserer  Besprechung  zu  der  letzten  Periode,  zur  Zeit 
von  Piaton  bis  auf  Euklides.  Auch  hier  hat  Herr  Bretschneider  die 
Quellen  in  ausgiebigster  Weise  zu  benutzen  verstanden,  so  dass  es  ihm  ge- 
lang, Archytas,  Menaichmos,  Eudoxos  aus  ihrer  früher  nebelhaften  Ver- 
schwommenheit zu  mathematischen  Personen  umzuschaffen ,  deren  Thätig- 
keit  man  kennen  und  bewundern  lernt.  Wir  freuen  uns,  dass  die  Ansichten 
des  Verfassers  bezüglich  der  Priorität  der  Entdeckung  der  Kegelschnitte 
vor  dem  ersten  Auftauchen  des  Begriffes  des  geometrischen  Ortes  (S.  170) 
so  gänzlich  mit  der  von  uns  früher  ausgesprochenen  Ueberzeugung  über- 
einstimmen. 

Endlich  wollen  wir  dem  Anhange  des  uns  vorliegenden  Werkes  einige 
Worte  widmen.  Wir  müssen  denselben  dringend  der  Aufmerksamkeit  der 
Leser  empfehlen,  welche  sich  dadurch  vielleicht  zu  Versuchen  aufgemun- 
tert fühlen  werden,  selbst  den  Spiren  des  Perseus  nachzuforschen,  jenen 
geheimnissvollen  Curven,  deren  Entstehung  nicht  mit  ihrer  Beschreibung 
in  Uebereinstimmung  zu  bringen  ist. 

Und  somit  haben  wir  das  Ende  der  Bemerkangen  erreicht,  welche  wir 
als  Referat  zu  veröffentlichen  beabsichtigen.  Sie  Hessen  sich  leichtlich  um 
Beträchtliches  vermehren,  aber  dann  müssten  wir  auf  Einzelheiten  ein- 
gehen, welche,  nur  bei  ^genauer  Zuratheziehnng  des  ganzen  Werkes  ver- 
ständlich, leicht  den  Eindruck  nörgelnder  Kritik  machen  könnten,  welche 
wir  durchaus  vermeiden  möchten.  Liegt  uns  doch  Nichts  ferner,  als  durch 
die  Detailbemerkungen  den  Eindruck  wieder  verwischen  zu  wollen,  wel- 
chen unser  erster  Ausspruch  über  das  Br  etschneider'schc  Werk  hervor- 
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zurufen  geeignet  war  und  welchen  wir  nur  auffrisclien  wollen,  indem  wir 
der  ausgezeichneten  kleinen  Schrift  recht  viele  Leser  wünschen. 

Heidelberg.  Cantor. 


Druckfebleranzeige. 

S.  57  der  Literaturzeitung ,  Z.  1  and  3  von  unten  und  S.  58,  Z.  2,  ist  überall  (im 
Ganzen  viermal)  statt  des  Pluszeichens  das  Multiplicationszeichen  zu  setzen. 
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independent  variables.     Moon,     Phil.  Mag.  XL,  35,  149. 

209.  Sur  la  thiorie  des  iquatiotis  aux  diriväes  partielles,     Darboux.     Compt.  rend. 

LXX,  746. 

210.  Ueber  die  partielle  Differentialgleichung  1^=^.   Schlaefli.   Grelle  LXXII, 

263. 

Düferenienreohnnng. 

211.  Sur  un  point  du  calcul  des  diffirences.     Tisserand,    Compt.  rend.  LXX,  67ft 

Doppeltangenten. 
Vergl.  Geometrie  (höhere)  230. 

Elektrodynamik. 

212.  l'^cber  die  Bewejirungsgleichungen  der  EleklricitUi  für  ruhende  leitende  Körper. 

Ilelmholtz.     Grelle  LXXII,  57. 
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Elllptisoh«  Traasoendeiiteii. 

213.  Beweis  der  Hermite^schen  Verwandlungstafela  für  die  elliptischen  Modalarfunc- 

tionen.     Schlaefli.     Grelle  LXXII,  360. 

214.  Algebraische  Untersuchungen    aus    der  Theorie   der  elliptischen  Functionen. 

Königsberger.     Grelle  LXXII,  17(5. 

215.  Sur  texistence  de  nouveües  classes  renfermant  chacvne  un  nombre  iüimiU  de  courbes 

atgöbriques  planes  dont  les  arcs  offrent  une  reprisentation  exacie  de  la  fonciion 
elliptique  äe  premiere  espece,     A lieg r et.     Compt.  rend.  LXX,  1032« 

F. 
Fnnotionen. 

216.  JdentVM  arithmitiquen      R^alis.     N,  onn.  mafh.  XXIX,  546. 

217.  Sur  quelques  formes  diffirentielles .     Combescure.     Compt.  rend,  LXX,  1164. 

218.  Ueber  hypergeometrische  Functionen.  Fnchs.  Grelle  LXXII,  255.    [VgLNr.61.] 

219.  Sur  les  fonctirms  irrSductibles  suivnnt  un  modale  pr ender  et  une  fbnction  modulaire. 

Pellet      Compt.  rend.  LXX,  328. 

220.  Sur  les  fonrtions  doublement ph'iodiques,     C  Jordan.     Compt,  rend.  LXX,  1128. 

Vergl    Bestimmte  Integrale.     Binomialcoefficienten.     Determinanten.     Ellip- 
tische Transceiidenten.     Invarianten.     Laplace*6che  Goefficienten.     Pro- 
>  dnctenfolge.     Quadratwurzel.     Ultraelliptische  Functionen.     Wurzelaus- 

zieliung. 

O. 
OeodAsie. 

221.  Diterminntion  eapMmentale  de  la  forme  de  la  terre.     Lambert,     Compt.  rend. 

LXX,  439. 

222.  Bemerkung  zn  der  zweiten  Gauss'schen  Auflösung  der  Hauptaufgabe  der  höhe- 

ren Geodäsie.     Jordan      Astr.  Nachr.  LXXVI,  305. 

OaodätUehe  Linien. 

223.  On  the  geodesic  lines  on  an  oblate  spheroid.     Cayley,     Phil.  Mag.  XL,  329. 

Geometrie  (höhere). 

224.  Sur  la  rkgle  da  signes  en  g^omStrie      Laguerre      N.  ann.  math  XXI X^  175. 

225.  Einige  allgemeine  Sätze  über  ebene  Gurven  und  über  Flächen  mit  Anwendungen 

auf  Gurven  und  Flächen  zweiter  und  dritter  Ordnung.     Joerres.     Grelle 
LXXII,327. 

226.  Quelques  risultats  obtenus  par  la  consideratfon  du  d^plucement  infinvnent  petit  d'une 

sur  face  algebrique.     M  annhtim.     Compt  rend.  LXX,  1025. 

227.  Sur  les  courbes  gauches  algibriques.     Ilalphen.     Compt.  refid.  LXX,  380. 

228.  Sur  cinq  droites  situics  dans  le  mime  plan,      fi'egr.     N,  ann.  math.  XXIX,  324. 

229.  Sto"  cinq  droites  concourant  au  meme  point.     H'eyr      N.  ann.  math.  XXIX,  325. 

230.  Ueber   die  Steiner'schen  Sätze   von  den  Doppeltangenieo   der  Gurven  vierten 

Grades.     Geiser,     Grelle  LXXII,  370. 
Vergl.  Ifomographie.     Imaginäres.     Involution.     Krümmung. 

Oeschiohte  der  Mathematik. 

231.  Sur  Piaton  de  Tivoli  traducteur  du  XII^  sikcle.     ß4ziat.     N.  ann.  math.  XXIX, 

145.  —  B oncompagniibid.  286. 

232.  Le  mtdtre  de  Descartes.    J äuglet,     Compt.  rend.  LXX,  728. 

233.  Le  giomktre  Charles  et  rafronaute  du  mime  nom.   Dupuis.   Compt.rend,  LXX,  503. 

234.  Nekrolog  von  Dr.  Friedrich  Tischler,  f  80.  September  1870.    Luther.    Astr. 

Nachr.  LXXVI,  321. 

Olaiehimgen. 

235.  Methode  de  Elimination  des  intervalles  pour  servir  d  la  risolution  des  iquations  al- 

gibriques et  transcendwites,     ff  er  mann.     P/.  ann.  math.  XXIX,  ISO, 
.236.  Sur  ta  Methode  de  Gauss  pour  Vabaissement  des  iquations  trinömes.     Montucci. 
Compt.  rend.  LXX,  445. 

237.  Xb  itant  le  pofgnome  de  Legendre  Viquation  n  (n  +  1)  X*»  —  (I  —  x';X'*n  =  0  a  toutes 

ses  racines  rielles  inigales  et  comprises  entre —l  e/  +1.     Pellet.     N,  ann. 
math.  XXIX,  329. 

238.  Sia*  quelques  iquatvmx  ayant  toutes  leurs  racines  rielles  et  inignles.    Pellet,  N.  ann. 

math.  XXIX,  420. 
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230.  Mithode  et  fonnule  pour  la  resolution  den  4quQtions  du troisihne dfgri.   Alexandre^ 
N,  am.  muth.  XXIX,  293.  —  Catalan  ibid.  379.     [Vergl.  Bd.  XII,  Nr.  271. j 

240.  Sur  P Agitation  du  Iroisikme  degri,     La  Beague.     N.  ann.  math,  XXIX,  529. 

241.  Sw^  ViqiiatUm  du  troüieme  degri.    Laguerre-     N.  am.  math,  XXIX,  342. 

Vergl.  Elliptische  Transcendentea  214. 


Homogene  DifferentialanBdrfteke. 

242.  Fortgesetzte  Untersnchnngen  in  Betreif  der  ganzen  homogenen  Fanctionen  von 

n  DiflFerentialen.  Lipschitz.  Grelle  LXXII,  1.   [Vergl.  Bd.  XV,  Nr.  28Ö J 

Homographie. 

243.  Swr  la  transformntion  homograpkique.     Painvin.     N,  ann  math.  XX/X,  97, 

244.  Sur  la  transformafion  homographique,     Faure,     N.  ann,  math,  XXIX,  239. 

245.  Sur  les  dioisions  homographique»  d*wie  droite.     Clavenad.     N.  ann,  math.  XXIX^ 

424. 

Hydrodynamik. 

246.  Sur  la  thiorie  de  Vicoulement  d'un  liquide  par  un  ariflce  en  mince  paroi.   Bouss  in  esq, 

Compt.  rend.  LXX,  33,  177,  1279. 

247.  Sur  l* angle  de  raccor dement  d'un  liquide  avec  tm  paroi  solide.     Montier,     Campt. 

rend  Z, XX,  612. 

248.  Rapport  sur  la  th4orie  des  ondes  liquides  päriodiques  de  tffr.  Boussinesq.   De  Saint- 

Venant.     Compt.  rend.  LXX,  360. 
Vergl.  Wärmelehre  348. 

Hypoeydoide. 

249.  L Hypocycloide  comme  enveloppe  d'une  droite.  P,  Serret,  N.  arm.  math.  XXIX,  73. 

250.  Sur  Chypocycloide  ä  trois  rebroussements,     Painvin,     N,  ann.  math.  XXIX,  202, 

256. 

251.  Propositions  nouvelles  sur  (hypocycloide.     Laguerre,     N.  ann,  math.  XXIX,  254. 

I. 

Imaginftret. 

252.  Reponse  aux  observatUms  eritiques  de  M   Catalan  insiries  dans  le  nwniro  dOctobre 

1869  des  Nouoelles  Amiales  de  Mathömutiques,   Vallks,   N.  ann.  math.  XXIX, 
20.     [Vergl.  Bd.  XV,  Nr.  98.] 

253.  Sur  Vemploi  des  imaginaires  en  giomitrie.     Laguerre,     N.  amt.  math.  XXIX,  163. 

254.  Sur  l*emploi  des  imaginaires  en  giometrle,     Laguerre.     N.  ann,  math.  XXIX,  241. 

255.  Application  du  calcul  des  iqinpollences.     B ellavitis,     N.  ann,  math.  XXIX,  34. 

256.  Application  de  la  mäthode  des  equipollences  d  quelques  thiorkmes  gSomStriques.     Bi- 

ziat.     N.  mn,  math.  XXIX,  124. 

257.  Application  du  calcul  des  Equipollences  d  la  rösoliäion  d'un  probleme  de  giomitrie  Hi  - 

mentaire.     Franpoise.     N.  ann.  math.  XXIX,  66. 

Invarianten. 

258.  Des  invariants  au  point  de  vue  des  mathimatiques  spMa^es.   De  Campoux,    iV.  ann 

math.  XXIX,  1 13.     [Vergl.  Bd.  XV,  Nr.  100  J 

Involution. 

259.  Ueber  Involutionen  höherer  Grade.     Woyr.     Grelle  LXXII,  285. 

Kegelsehnitte. 

260.  Propri^te  des  bissectrices  d*un  angle  de  triangle.     Dostor,     N.  ann.  math.  XXIX, 

647. 

261.  Uu  cöne  du  second  degri  Hant  donni  par  son  sommet  et  une  section  plane,  en  construire 

les  axes  au  mögen  d^  coniques,     Lemonnier.     N.  ann,  math.  XXIX,  532. 

262.  Thiorkme  sur  une  conique  inscrite  ä  vn  triangle.  Köhler,  N.  ann.  math.  XXIX,  376, 

263.  Relation  ayant  Heu  par  une  conique insaite  dans  un  triangle»  Neuberg,  N.ann  math. 

XXIX,  136. 

264.  Sur  le  truingle  circonscrit  d  une  conique,     Carnoy.     iV.  ann.  math,  XXIX,  339. 
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265.  Si  par  un  poinl  0  on  viene  irois  lignes  respectwement  paraUdies  aux  coUs  tfun  Mangle 

dormi,  les  six  poinis  de  rencontre  de  ces  lignes  auec  ies  coUs  sont  stir  une  conque* 
Endrbs,    N.  ann,  tnath,  XXIX,  559. 

266.  ProprUU  des  perpeiidiculaires  sur  les  fuilieux  des  cor  des  MA  et  MB  d'une  canique, 

k  etB  itant  deux  points  fixes,  M  unpoint  vanable,     Chadu,     iV.  ann.  tnath. 
XXIX,  142. 

267.  l/n  cerele  variable  assujetti  ä  passer  par  un  poinl  fixe  P  coupe  tme  confque  aux  points 

PA .  PA'.  P  \".  PA'" 
A ,  A',  A",  A'''.     Dimontrer  que  la  quaniüS 'r^ est  constanie, 

R  Hant  le  rayon  du  cerele.     Graut.     iV.  ann.  math.  XXIX,  188. 

268.  Loi  des  coniques  surosculairices  dans  les  surfaces.     Abel  Transon.     N.  ann,  Tnath, 

XXIX,   193. 

269.  Thiorkme  voncemant  les  coniques  ayant  uu  contact  de  cinquieme  ordre  avec  une  surface. 

Spottistvoode.     Compt.  rend.  LXX,  6M  ,  955. 
Vergl.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung208.  Normalen  302.  Parabel. 

Kreis. 
270«  DimoJistration  d'un  thiorkme  de  Fermat.     Bottiglia  et  Isaia.     A\  ann.  math. 
XXIX,  41.  —  Gerono  ibid.  43.  —  Lionnet  ibid.^  189. 

271.  Inscrire  dans  un  cerele  un  triangle  isosckle  dont  les  deux  cotis  igaux  passent  par  deux 

points  donnis,     Po urcheiroux,     N,  ann.  math.  XXI Xj  423. 

272.  Etant  donn4s  deux  cercles ,  si  Ion  prend  les  polaires  de  ces  cercles  par  rapport  ä  un 

s^      cerele  quelconque  on  obtient  deux  coniques;  les  cercles  qui  ont  pour  diamStre  les 
axes  focaux  de  ces  coniques  se  coupeni  sotts  le  mime  angle  que  les  cercles  donnis, 
Endris.     N.  ann.  math.  XXIX,  286. 
273*  Sur  deux  cercles  qui  se  coupint  orthogonalement.    Aubanel.     N.  ann.  math,  XXIX, 
826. 

274.  Mener  ä  deux  cercles  donnis  deux  tangentes  qui  fassent  un  atigle  donni  et  de  fa^on 

que  la  ligne  qui  Joint  les  points  de  co7itact  passe  par  un  point  donni,     Kaher- 
ßey,     ^.  ann.  math.  XXIX,  -^SB. 

275.  Constructimi  d'un  cerele  qid  coupe  sous  dts  angles  donnis  trois  autres  cercles  donnis 

dans  un  mime  plan.    N.  ann.  math.  XXIX,  371. 

276.  Placer  sur  trois  drconfirences  donnies  un  triangle  donni  semblahle  ä  celui  qu*on  ob' 

tient  enjoignani  deux  ä  deux  les  trois  centres,    Fretz.     iV.  ann,  math.  XXIX, 
285. 

Xrüsimiing. 

277.  Courbure  en  wi  point  multiple  d'wie  surface.     Painvin.     Grelle  LXXII,  340. 

278.  Recherches  sur  les  pinceaux  de  droites  ei  les  normales  contenant  une  nouvefle  exposi- 

ihn  de  la  thiorie  de  la  courbure  des  surfaces,     Mannheim,     Compt.  rend. 
LXX,  1074. 

279.  Consiruction  de  Vaxe  de  courbure  de  la  surface  diveloppable  enveloppe  d'un  plan  dont 

le  diplacement  est  assujetti  ä  cerlaines  conditions.   Mannheim,     Compt  rend, 
LXX,  1259. 

280.  Diternnnation  du  plan  osculateur  et  du  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point 

quelconque  d'une  droite  que  Con  deplace  en  l'assujetiissant  ä  certaines  conditions, 
Mannheim.     Compt.  rend.  LXX,  \2{b. 

281.  Sur  la  surface  des  centres  de  courbure  d'une  surf ace  algibrique,   Darboux.   Compt. 

rend.  LXX,  1328. 

282.  Svr  la  propriiti  dont  Jouit  le  cerele  osciduteur  en  un  point  quelconque  d'une  certaine 

famille  de  courbes.     AHigret.     N.  ann.  math.  XXIX ,  30. 
Vergl.  Sphärik  338. 

1a. 

Laplaee*selie  CoefftoiMiteii. 

283.  On  ihe  equation  of  Laplace^s  coefficients,     Moon.     Phil,  Mag.  XL,  434. 

H. 
Hazima  und  Xinima. 

284.  Sur  un  mode  d* approximalion  des  fonctions  de  piusieures  variables.    Didon,     Compt. 

rend.  LXX,  749. 

285.  Sur  les  lignes  de  plut  grande  pente  d  dicVmti  minimum  ou  maximum.     Breton  (de 

Champ),     Compt.  rend.  LXX,  982. 
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286.  Dans  un  triangle  plan  ou  sphinque  donni  ronatndre  un  triangle  de  meme  nature  de 

pirimetre  minvuwn,     L  in deloef.     N,  ann.  maih.  XXIX ,  212. 

ITechanlk. 

287.  Nouoelle  mithode  pour  la  Solution  des  prob lemes  de la  mecaniqtte.  Piarron  de  Mon- 

de  Sir.     Compt.  rend.  LXX,  92,  150,  246.     [Vergl.  Bd.  XV,  Nr.  30«.] 

288.  Forme  d^iguilibre  d^un  fil  pesant  dont  la  densitö  varie  en  raison  inoerse  du  carr4  de  la 

longueur,     Brocard.     N.  ann.  math.  XXIX,  554. 

289.  Svr  la  Position  d'^qiälibre  d'tm  corps  surnageant,  Pellet,  N.  ann.  matk.  XXIX,  229. 

290.  Sur  les  iquaiions  ginerales  des  mouvements  intirieurs  des  corps  solides  duciiles  au 

delä  des  limites  oü  Vilasticiti  pourrait  les  ramener  ä  leur  prcmier  4tal,    Maurice 
Levy,     Compt.  rend,  LXX,  l^2Z, 

291.  Sur  Vitablisssement  des  äquations  des  mouvements  interieurs  opMs  dans  les  corps  so- 

lides  ductiles  au  delä  des  limites  oü  Vilasticiti  pounvtit  les  ramener  ä  leur  pre- 
mier  itut.     De  Saint- Fenaui.     Campt,  rend.  L XX ,  473. 

292.  SuT  la  ditermination  du  travail  latent  dans  les  syslemes  ä  mouvements  urnformes  ou 

uniformiment  piriodiques.     Boileau.     Compt.  rend.  LXX,  838* 

293.  On  tke  theory  of  continuous  beams.    HeuppeU    Phil.  Mag.  -XZ#,446.  —  Rank  ine 

ibid.  457. 

294.  Rapport  sur  la  thiarie  de  Mr.  Maurice  Levy  de  Cequilibre  des  terres  fraichetnent  re» 

muees.     De  Saint- Fenaut.     Compt,  rend.  LXX,  217, 

295.  Sur  une  determinaiion  rationnelle  par  approximation  de  la  pouasie  qu^  exerceni  des 

terres  depourvues  de  cohision  contre  un  mur  ayant  une  inclinaison  quelconque. 
De  Saint- Fenaut.     Compt.  rend,  LXX,  229,  281. 

296.  Recherche  d'une  deuxieme  approximation  dans  le  calcid  rationnel  de  la  poussie  exercie 

contre  un  mur  dont  la  face  posterieure  a  une  inclinaison  quelconque  par  des  terres 
non  coherenles  dont  la  surface  supirieure  s^ilkve  en  un  talus  pUtn  quelconque  ä 
ptartir  du  haut  de  cette  face  du  mur.  De  Saint- Fenaut.  Compt,  rend.  LXX, 
717. 

297.  Integration  de  Cequaiion  diffcrentielle  qui  peut  donner  une  deuxieme  approximation 

dans  le  calcul  rationnel  de  la  pouss4e  exercie  contre  un  mur  par  des  terres  de- 
pourvues de  cohesion.     Boussinesq.     Compt.  rend.  LXX,  751. 

298.  Poussie  des  terres,    Comparaison  de  ses  ivaluatiuns  au  moyen  de  la  considSration  ra- 

tionnelle de  l'iquilibre-lemite  et  au  moyen  de  l^emplvi  du  principe  dit  de  moindre 
risistance.     De  Saint- Venaut.     Compt.  rend.  LXX ,  H^A. 
Vergl.  Ele&trodjnamik.   Hydiodynamik.   Optik.   Potential.  Trägheitsmoment. 
Wärmelehre. 

Holecularphysik. 

299.  Note  relative  ä  Imitat  physique  des  corps.     Lucas.     Compt.  rend.  LXX,  443. 

300.  Calcid  des  parametres  physiques  et  des  axes  principaux  en  un  point  quelconque  d'un 

systkme  atomique.     Lucas.     Compt.  rend.  LXX,  509. 

301.  Rapport  sur  la  m6canique  des  alomes  de  Mr.    Feli.v  Lucas.     De  Saint-  Fenaut. 

Compt.  rend.  LXX,  311. 

m. 

Kormale. 

302.  Construction  giomilinque  des  normales  ä  une  y/^onique,      Painvin.     N,  ann.  math, 

XXIX,  348. 

303.  Sur  la  normale  en  un  point  M  d*un  hyperboloide.     Laurent,    N.  ann.  math.  XXIX, 

425. 

304.  Sur  le  nombre  des  normales  rielles  que  Von  peut  mener  d''un  point  donne  d  un  ellipsoide. 

Joachimsthal.     N.  ann.  math.  XXIX,  481. 

305.  Normales  des  surfaces  dicrites  par  les  points  d'une  droite,  dont  trois  points  deaivent 

chacun  une  surface  diterminie.     Pour  et.     N.  ann.  muth.  XXIX,  330. 

Oberfläches. 

306.  Etüde  analytique  sur  la  cyclide.     Lemonnier.     N,  ann.  math.  XXIX,  514. 

307.  Intersection  d'un  cylindre  avec  un  certain  parabolöide.     Terrais,     N.  ann.  math. 

XXIX,  44. 

308.  Sw  la  deformation  des  surfaces.     Ribaucour.     Compt.  rend.  LXX.  330, 

309.  Sur  une  nouvelle  combinaison  des  27  droites  d'une  surface  du  troisi^me ordre.  C»  Jor- 

dan.    Compt.  rend.  LXX,  326. 
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310.  Sur  les  sitrfaces  du  quatrihne  ordre.    Durrande,   N,  ann,  math,  XXIX,  410,  440, 

—  Compi.  rend.  LXX,  920. 
Vergl.  Conforme  Abbildung  192,  193.     Geometrie  (höhere)  225,  226.     Kegel- 
schnitte 268,  269.     Krümmung  277,  278,  279,  281.    Singularitäten. 

Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

311.  Sur  une  formule  relative  aux  cotarbes  tracies  sur  les  surfaces  du  second  ordre.     La- 

guerre,     N>  arm,  math,  XXIX,  5. 

312.  Ditermination  des  foyers  d'une  seciion  plane  dans  une  svrface  du  second  ordre,   Sat- 

tel-    N'  ann.  math.  XXIX,  463. 

313.  Propriilis  de  la  sur  face  du  second  ordre.    Lemonnier.    N.  ann.  math,  XXIX,  550. 

Vergl.  Conforme  Abbildung  194.    Determinanten  in  geometrischer  Anwendung 
204.    Normale  303,  304. 

Optik. 

314.  lieber  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  bewegten  Medien.     Veitmann.     Astr. 

Nachr.  LXXVI,  129. 

315.  On  the  refractive  indices  and  the  dispersion  of  opaque  bodies.     Wer  nicke,    Phil,    - 
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